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Powyzszym tematem zainteresowatam sie w momencie, gdy przeglgdatam ksigzke ,Lilawati”
Jerzego Jeleniskiego. Znalaztam w niej ciekawe zagadnienia o rozcinaniu dowolnego wielokata
i sktadania z rozcietych elementéw innego wielokgta o tym samym polu. Skontaktowatam sie z moim
bytym nauczycielem matematyki by powiedziat mi cos wiecej na ten temat i spotkalismy sie na Teamsie
gdzie mogtam blizej zgtebic ten temat.

Poznatam woéwczas wiele figur rozcietych na rézne sposoby z ktérych ztozone byty inne figury. Nie
znatam sposobdw w jakich je utworzono. Okazato sie to ciekawym wyzwaniem dla mnie. W mojej pracy
postugiwatam sie programem Geogebra. Pliki przygotowane przeze mnie wymagaty wiele
pomystowosci i sprytu. Niektére z trickdw podpowiedziat mi nauczyciel. Dzieki tym konstrukcjom
Geogebry czytelnik moze tatwiej odczytac sposoby tworzenia transformacji tych wielokatéw.

W geometrii znane jest twierdzenie Gerwiena Bolyai, ktére mowi nam ze kazdy wielokat
mozna rozcigc tak, aby z rozcietych kawatkow uzyskaé inny wielokat o tym samym polu.

Co to sg wielokaty réwnowazne? Sg to wielokaty o takim samym polu, z ktérych jeden mozna uzyskac
z drugiego przez rozciecie.

W dalszej czesci pracy przedstawie kilka przyktadow wielosSciandw réwnowaznych i sposobdw
transformacji jednych w drugie.

Problem 1

Dane sg dwa dowolne kwadraty (na ponizszym rysunku koloru czerwonego) o bokach a i b, gdzie a<b.
Nalezy je rozcigc¢ w taki sposdb, by z rozcietych elementdéw dato sie ztozy¢ kwadrat o boku ¢, ktérego
pole jest réwne sumie pdl obu kwadratéw.
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rys. 1
Rozwigzanie:
Poniewaz suma pél obu kwadratéw ma by¢ réwna polu poszukiwanego niebieskiego kwadratu o boku
¢, wiec dtugosci bokdw a, b, ¢ spetniajg teze twierdzenia Pitagorasa: a® + b? = ¢2

rys. 2



Zsuwamy oba czerwone kwadraty tak, aby bok mniejszego przylegat do boku wiekszego. Kreslimy w

GeoGebrze odcinek ktérego diugosc jest rowna Va2 + b2.
Odcinek ten jest bokiem ¢ poszukiwanego kwadratu. Kreslimy ten kwadrat.

Problem 2
Dane jest pieé¢ kwadratéw utozonych w konfiguracji krzyza. Trzeba, uzywajac nozyczek, rozcigc ten
krzyz za pomocg dwdch cieé, tak, by z rozcietych czesci uzyska¢ doktadnie jeden kwadrat.

rys. 3
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze poszukiwany kwadrat ma mieé takie samo pole jak pole wszystkich kwadratéw
tworzgcych krzyz. Niech diugoé¢ kazdego tych kwadratdw jest rdwna 1 cm?. Oznacza to, ze pole krzyza
jest réwne 5 cm?. Poszukiwany kwadrat musi mie¢ wiec pole 5 cm?, skad wynika, ze jego bok ma

dtugos¢ V5 cm.

rys. 4

2
Odcinek o dtugosci \/gjest przekatna prostokata o wymiarach 2cm x 1 cm, gdyz 12 + 22 = V5.
Odcinek ten oddziela czes$¢ koloru niebieskiego od czerwonego na rysunku 4.
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rys. 5



Problem 3
Dane jest pie¢ kwadratéw utozonych w takiej konfiguracji, jak na rysunku 5. Nalezy rozcigé te
konfiguracje dwoma cieciami tak, by z rozcietych czesci ztozy¢ doktadnie jeden kwadrat.

rys. 6

Rozwigzanie:

Zadanie to jest bardzo podobne do poprzedniego, gdyz znowu suma pél tych 5 kwadratéw jest réwna
5cm?2. Jedno rozciecie o dtugoéci V5 cm jest tatwe do odnalezienia. Trudno jednak znalezé drugie
rozciecie o tej dtugosci. Oto rozwigzanie tej uktadanki — wystarczy przesuna¢ dwie czesci w odpowiedni
sposéb —rys. 7.

rys. 7
Problem 4
To zadanie jest ciekawym wyzwaniem dla uzytkownikéw programu GeoGebra. Nalezy dokona¢ dos¢
trudnej transformacji kawatkéw pierscienia. Rozwigzanie zapozyczytam z Internetu, ale konstrukcje w

GeoGebrze wykonatam samodzielnie.




Problem 5
Zadanie z piecioma kwadratami tworzacymi konfiguracje krzyza mozina rozwigzaé¢ inaczej niz
rozwigzano to w przyktadzie 2. Tu widac, ze to jest najkorzystniejsza uktadanka, gdyz wyraznie wida¢

tworzacy sie kwadrat o bokach V5.
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rys. 9

Problem 6

Ta uktadanka przeksztatcajgca osSmiokat z wycietym wewnatrz kwadratem w kwadrat z wycietym tym
samym kwadratem prezentuje idealng symetrie wszystkich figur. Uktadanka ta nalezy do uktadanek
typu ,,zygzak”, gdzie z tego samego uktadu pieciokatéw mozna zagigé w jedng strone inng figure niz
po zagieciu w druga.

Rys. 10

Problem 7

Dwunastokat foremny mozna po odpowiednim jego rozcieciu na trzy rodzaje czworokgtéw
a nastepnie obréceniu ztozy¢ dwunastokat gwiazdzisty. Ta znana uktadanka byta dla mnie ciekawym
wyzwaniem gdyz wymagata troche kombinowania przy pracy z programem GeoGebra.
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rys. 11

Problem 8

Ciekawszymi od ptaskich transformacji sg przeksztatcenia dwaéch wieloscianéw réwnowaznych w
przestrzeni 3D.

Dtugo poszukiwatam takiego przyktadu, az taki pomyst podsunat mi nauczyciel, opiekun tej pracy.



Wykonat on z kartonu bryte o$mioscianu $cietego i rozcinat jg na osiem przystajacych czesci
i nieopatrznie utozyt z tych czesci graniastostup foremny o podstawie oSmiokatnej.
Zapragnetam to zaprojektowa¢ w GeoGebrze 3D. Byto to ciekawe ale trudne zadanie, gdyz wymagato
dobrej orientacji i wyobrazni przestrzennej.
Oto sposéb realizacji tego rozwigzania:

e Najpierw konstruujemy w GeoGebrze o$mioscian foremny (rys.12).

e Scinamy w tym oémioécianie jego sze$¢ narozy (rys.13) tworzac wieloscian o $cianach

kwadratowych i szesciokatnych.

rys. 12 rys. 13

e taczymy boki szesciu kwadratéw (rys.13) tworzgc osiem szesciokatnych Scian.

e Sciany szesciokatne wraz ze $cianami kwadratowymi tworzg o$mioscian $ciety - jedna z bryt
archimedesowych - rys. 14.

e (Osmioscian Sciety mozna rozcigé na osiem przystajgcych siedmioscianow.

e Konstruujemy jeden z tych siedmiosciandw (czerwony wielo$cian na rysunku 15).

rys. 14 rys. 15

e Ten wyrdzniony siedmioscian obracamy wokdt dolnej jego krawedzi za pomocg suwaka
w zakresie 0°-180° (rys. 16).

e W wyniku obrotu tego siedmioscianu otrzymaliSmy drugi siedmioscian.

e Ukrywamy pierwszy siedmioscian, by nie przeszkadzat nam w obserwacji tego drugiego.

o Uzyskany siedmioscian obracamy dwukrotnie wokoét pionowej osi symetrii oSmioscianu
Scietego o kat o mierze 120° - rys. 17.



e Mamy wiec tacznie trzy przystajace siedmiosciany, ktére wypetniajg gérng cze$¢ osmioscianu
Scietego —rys. 18.

e Aby uzyska¢ dolng potowe osmioscianu scietego wystarczy odbi¢ wzgledem S$rodka
o$mioscianu Scietego trzy gérne siedmiosciany — rys. 18.
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rys. 18 rys. 19

e  Wspomniany wczesniej suwak powoduje, ze sze$¢ siedmiosciandw raz wypetnia o$mioscian
Sciety (rys. 19), a innym razem uktada sie w graniastostup szesciokatny, ktérego wysokos¢ jest
dtugoscig krawedzi bocznej o$mioscianu Scietego (rys. 20), a podstawg szesciokat o boku
dtugosci potowy najdtuzszej przekatnej podstawy osmioscianu Scietego.

rys. 21



Uzyskany graniastostup (rys. 21) ma objetos¢ réwng objetosci osmioscianu Scietego. tatwiej jest
obliczy¢ objetosé tego graniastostupa niz oSmioscianu foremnego, wiec konstrukcja ta jest sporym
utatwieniem dla matematykdéw ktérzy chcg wyznaczyé objetosé oSmioscianu scietego.

Podsumowujac prace nalezy stwierdzi¢, ze opisane w tej pracy dynamiczne transformacje figur ptaskich
jednych w drugie i figur przestrzennych znalazty obok formy tamigtdwek i uktadanek swoje
zastosowanie praktyczne.
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