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Czym jest elipsa

Jednymi z elementarnych figur w matematyce sg krzywe, ktore nie tylko pojawiajg sie
w matematyce, ale obserwujemy jg na co dzien, np. gdy spoglgdamy z nadziejg w
niebo i widzimy slady samolotow, kiedy w euforii bawimy sie na stoku i widzimy nasze
wtasne slady.

Jednak jest taka konkretna krzywa o istnieniu ktérej nawet nie myslimy a bez niej zycie
mogto by by¢ wiele trudniejsze (wiem, wiem, brzmi goérnolotnie, ale postaram sie to
panstwu wyttumaczy¢). Bo jak idziemy sobie krakowskim parkiem doswiadczen i
widzimy dziwny ,talerz” zaczynamy do niego mowi¢ a osoba po drugiej stronie drogi
nas styszy, to cieszymy sie ze fajna zabawka a nie zastanawiamy sie w czym tkwi
sekret . Jak jedziemy samochodem to nie zastanawiamy sie dlaczego nie oslepiamy
Swiattem drugiego kierowcy po prostu przyjmujemy to za fakt. A my chcemy wam
dzisiaj przedstawic sprawce tych wszystkich zamieszan, szanowng panig Elipse.

Wedtug definicji elipsa to miejsce geometryczne ptaszczyzny dla ktérych suma
odlegtosci od dwoch ustalonych punktéw (ognisk elipsy) jest zawsze taka sama i réwna
wielkiej osi elipsy.

Nie wiem jak dla panstwa, ale dla mnie na razie ta definicja jest niezrozumiata, wiec
Swojg prace zaczniemy od przedstawienia panstwu elipsy w praktyce, oczywiscie
wrocimy do tej definicji, ale dopiero wtedy gdy w praktyce przedstawimy sobie
wszystko co jest w niej zawatrte.

Elipsa za pomoca sznurka

Na poczgtku sprobujmy sobie nakresli¢ przyktadowg elipse. Mimo ze jest to
skomplikowana krzywa to wystarczy zaopatrzy¢ sie w sznurek, deseczke i dwa
gwozdzie. Po prostu obieramy sobie dwa punkty (wbijamy w nie gwozdzie) bierzemy
sznurek (dtuzszy niz odlegto$¢ miedzy tymi punktami) i rozpinamy go miedzy dwoma
gwozdziami. Teraz, kreslgc linie, jakg wyznacza napiety szczurek mozemy bez
problemu nakresli¢ elipse.
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Mamy juz narysowang elipse w przestrzeni, ale jednak caty dzisiejszy Swiat opiera sie
na komputerach, wiec sprébujmy przeniesc to na ekran.

A teraz pokazemy jak stworzy¢ takg konstrukcje w GeoGebrze:

.na osi umiesémy punkty F1iF2.

Skonstruujmy odcinek AB (w tym rysunku bedzie stanowit role sznurka) ktéry
jest dtuzszy niz odlegtos¢ miedzy F1 a F2.

Umieszczamy punkt S na odcinku AB.

Za pomocg cyrkla kreslimy okrag o promieniu AS i srodku F1, i okrgg o
promieniu BS i srodku F2.

Otrzymujemy punkty P1 i P2 bedgce czescig wspolng tych okregdw.
Wigczamy slad punktéw.

Przesuwamy punkt S po odcinku AB.

Slad punktéw P1 i P2 utworzy nam elipse o ogniskach F1 i F2.



Uzyskalismy jedynie $lad elipsy ktéry sam w sobie elipsg nie jest. Aby uzyskaé elipse
zmieniajgcg sie dynamicznie uzywamy narzedzia GeoGebry ,miejsce geometryczne”.

Klikamy punkt P1i S i uzyskujemy potowe elipsy a nastepnie P2 i S i uzyskujemy drugag
potowe elipsy. Tym sposobem jesteSmy wstanie nakre$li¢ elipse w ktorej mozemy
zmieniaC potozenie ognisk albo dtugos¢ sznurka. Symbole ognisk elipsy F1 i F2
pochodzg od greckiego stowa Focus (ognisko).

plik elipsa_definicja.ggb
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Skoro juz wiemy czym jest ognisko to wyttumaczmy sobie kolejne pojecia. Na przykfad
odlegtos¢ ogniskowa to odlegtos¢ miedzy ogniskami elipsy i wedtug prawidet
rzgdzgcych matematykg oznaczamy tg odlegto$¢ jako 2c. Podobnie mianem 2b
okreslamy matg o$ elipsy, czyli odlegtos¢ miedzy parg blizszych wierzchotkow elipsy,
a odlegtos¢ miedzy parg dalszych odcinkdéw elipsy nazywamy wielkg osig i oznaczamy
jako 2a.
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Skonstruujmy sobie teraz elipse w programie GeoGebra i troche sie nig pobawmy. Na
poczagtku zmienmy odlegto$¢ miedzy ogniskami elipsy nie zmieniajgc dtugosci
,Sznurka”, otrzymamy wtedy rozne elipsy, nalezgce do tej samej rodziny. Mozna
zauwazyc, ze nie zmienia sie ich wielka 0$. Zmienia sie jedynie os mata. Z tego
mozemy wywnioskowac¢ ze dtugosc¢ ,sznurka” ma wpltyw na wielko$¢ elipsy zas
odlegtos$¢ ognisk na jej ksztatt.

plik elipsa_ksztait_elipsy.ggb




Obwiednia elipsy — sposé6b 1

Otwieramy plik z definicjg elipsy i tworzymy potproste P1F1 i P1F2 oraz P2F1 i P2F2.
Tym sposobem powstajg dwa katy F1IP1F2 i F1P2F2. W nastepnym kroku tworzymy
dwusieczne tych kgtéw. W punktach P1 P2 przeprowadzamy proste prostopadte do
dwusiecznej kata. Jezeli wigczymy slad i bedziemy poruszaé punktem S wykreslone
proste sg styczne do tej elipsy a elipsa jest obwiednig rodziny stycznych do tej elipsy.

Plik elipsa_obwiednia_sposob_1.ggb

Elipsa z kartki papieru

Odejdzmy na chwile od komputera, wezmy kartke w ksztaicie kota, zaznaczmy na niej
losowy punkt (nie bedgcy srodkiem tego kota) i zginajmy tg kartke tak oby ten punkt
zawsze stykat sie z krawedzig okregu. W ten sposob skonstruowaliSmy najprostszy
model obwiedni elipsy. Oczywiscie nie jest to doktadne, bedzie tym dokfadniejsze im
wiecej razy zegniemy kartke
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Obwiednia elipsy — sposob 2

Inng ciekawg konstrukcjg przy ktorej wykorzystamy obwiednie bedzie tworzenie
elipsy z dowolnego kota.

W GeoGgebrze rysujemy dowolny okrag.

Obieramy dowolny punkt F ktéry bedzie ogniskiem elipsy, i punkt M ktéry lezy na
okregu

Tworzymy odcinek FM i prostg m prostopadtg do niego i przechodzacg przez punkt
M

Teraz poruszajgc punktem M tworzymy obwiednie elipsy o ognisku w punkcie F.

Plik elipsa_obwiednia_sposob_2.ggb




Elipsa jako zbiér srodkéw okregow

Nastepng konstrukcjg ktorg wykonamy bedzie elipsa jako zbior srodkow
pewnychokregow.

e Utworzmy okrag o $srodku O i dowolnym promieniu R

e Obierzmy dowolny punkt M na tym okregu

e Obierzmy punkt F nalezgcy do wnetrza kota tego okregu

e Skonstruujmy okrag przechodzacy przez punkt F styczny wewnetrznie do
danego okregu w punkcie M.

Aby skonstruowacé taki okrgg musimy wyznaczyc¢ prostg normalng
przechodzgcg przez punkty O i M, to na niej bedzie lezat jego srodek. Skoro punkty F
i M majg leze¢ na konstruowanym okregu, to jego srodek bedzie lezat na symetralnej
odcinka FM. Teraz wystarczy znalez¢ punkt wspolny obu prostych — to srodek P
poszukiwanego okregu.

o Wykorzystujgc narzedzie wigcz slad mozemy zaobserwowac, jakg krzywa
wykresli punkt P w trakcie poruszania punktem M po okregu bazowym.

plik elipsa_zbidér_srodkow_okregu.ggb

|FP| + |PO| = const

(IPM| = |FP|)

|PM| + |OP| = OM = costans



Sprobujmy teraz wyciggng¢ punkt F poza okrgg. Ponownie poruszajmy punktem M po
okregu. Punkt P w tym wypadku wykresla hiperbole

Obwiednia elipsy — sposo6b 3

Gdyby sprébowacé stworzy¢ elipse wykorzystujgc opcje symetralnej dla odcinka FM, to
zauwazymy zwigzek miedzy tg konstrukcjg a poprzednig, wiec sprébujmy to umiescic
w jednym okregu.

Plik elipsa_obwiednia_sposéb_3.ggb

Uzyskane elipsy sg tego samego ksztattu ale jednoktadne. Majg wspolne ognisko F i
wydaje sie ze ono jest srodkiem tej jednoktadnosci.



Elipsa na bazie dwéch okregéw

Wiemy juz jak skonstruowac elipse za pomocg obwiedni, z dowolnego okregu. Teraz
sprébujemy nakresli¢ elipse z uzyciem dwoch okregow gdzie jeden znajduje sie w
drugim.

Kreslimy dwa okregi, wyznaczamy na wiekszym punkt M ktory porusza sie po okregu.
Promien tego kota przecina mniejszy okreg w punkcie N. Proste prostopadte do dwdch
osi poprowadzone przez te punkty przecinajg sie w punkcie P. Punkt P w trakcie
poruszania punktem M po okregu wykresla elipse. W tej konstrukcji mozna zauwazyé
powinowactwo osiowe prostokatne.

Plik elipsa_na_bazie_dwéch_okregow.ggb

Fl
/ .

Elipsa jako wierzchotek ruchomego kwadratu

Skoro jestesmy w stanie nakresli¢ elipse przy uzyciu dwoch okregéw to rodzi sie
pytanie czy mozna jg stworzy¢ przy uzyciu okregu i kwadratu. Akurat mozna. Bierzemy
koto o srednicy AB.

Na pétokregu tego potkola obierzemy dowolny punkt N. Budujemy kwadrat KLMN tak,
by punkty K i L lezaty na srednicy AB.

Kiedy my poruszamy punktem N po okregu to wierzchotek M kresli nam naszg
ukochang panig elipse.

Kiedy w tej konstrukcji poruszamy punktem N jego $lad kresli nam tak zwang ztotg
elipse, do dos¢ nowo odkryty obiekt charakteryzujgcy sie tym ze dtugosé wielkiej osi
podzielona przez $rednice daje nam zitotg liczbe oraz dtugos¢ srednicy do matej osi
daje nam ztotg liczbe

Plik elipsa_wierzchotek_kwadratu.ggb
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Cyrkiel eliptyczny

Czy mozna skonstruowac elipse za pomocg urzgdzenia mechanicznego?. Jednym z
nich ktére mogg nam do tego postuzyC jest cyrkiel eliptyczny nazywany tez
elipsografem. Zasada jego dziatania jest do$¢ prosta: na jednej listewce jest
zamontowany pisak ktéry kresli elipse w czasie gdy listewki slizgajg sie po krzyzu.

Utworzmy taki cyrkiel w programie GeoGebra.

Plik elipsa_cyrkiel _eliptyczny.ggb

e Na osi OY obieramy punkt O

e Konstruujemy pomocniczy odcinek a

e Konstruujemy okrag o srodku O i promieniu a

e Obieramy punkt C bedgcy punktem przeciecia powstatego okregu z osig OX i
tworzymy odcinek OC

e Obieramy punkt E na odcinku OC

e Konstruujemy okrag o srodku O i przechodzgcy przez punkt E

e Obieramy punkt D bedacy punktem przeciecia osi OX oraz wiekszego okregu,
rézny od punktu C

¢ Konstruujemy odcinek OD i punkt F bedacy punktem przeciecia tego odcinka z
okregiem przechodzgcym przez punkt E

o Wigczamy $lad punktéw E i F a nastepnie poruszamy punktem O po osi OY

o Wielkos¢ powstatej elipsy jest zalezna od dtugosci odcinka a, natomiast jej ksztatt
od potozenia punktu E na odcinku OC
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Roéwnanie elipsy

Skoro juz wiemy jak zrobic¢ elipse graficznie to poméwmy troche o jej wtasnosciach.

Wspotrzedne ognisk wynoszg wiec Fi(-c,0), F2(c,0).
Niech P(x,y) bedzie dowolnym punktem elipsy.

Z okreslenia elipsy wynika, ze: FiP + F2P = 2a = const
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Ale F,P = {J(xX+¢)?+y?,zas F,P = /(x — ¢)? + y?

Zatem: JE+o2+y2+(x—c)2+y2=2a

Podnoszgc to rownanie stronami do kwadratu otrzymamy:

X+ )2 +y*+(x -0 +y* +2-/(x+ 02 +y? |/ (x - 0)% +y? = 4a’

Co po przeksztatceniu daje réwnanie:

2-J(x+0)2+y2\J(x—c)2+y*=4a*—(x+c)?—y*—(x—c)? —y?
Podniesmy je stronami do kwadratu
4-[(x+0)?+y%] [(x—0? +y*] = [4a® — (x + ©)? — 2y* — (x — ©)*]?
| przeksztatcajmy kazdg z jego stron. Lewa strona przyjmie postac:
L=4"[x*+c*+2xc+y?] [x* +c* —2xc +y?] =
=4-[(x® +y*+c*) + 2xc][(x* + y* + ¢?) — 2xc] =
=4-[(x% +y? +c?)? — 4x2c?]
Natomiast prawg strone mozna doprowadzi¢ do postaci:
P =[4a? — x? — 2xc—c? —y?2 —x?2 4+ 2xc — c? —y?]> = [4a? = 2(x®> + y? + c?)]? =
= 4[2a% — (x? + y? + c?)]? = 4[4a* — 4a*(x? + y?> + c®) + (x? + y? + ¢?)]

Dzielgc obie strony rownania L = P przez 4 i redukujgc po obu stronach te same
wyrazenia otrzymamy wyrazenie w postaci:

(x%2 + y2 4+ ¢?)? — 4x%c? = 4a* — 4a%x? — 4a’y? — 4a’c*+(x? + y? + ¢?)?
—4x2c? = 4a* — 4a’x? — 4a’y? — 4a?c? (*)
Biorgc pod uwage znang juz zaleznosé:
c?=a?-b?

| wstawiajgc jg do rownania (*), otrzymamy:

—4x2%(a? — b?) + 4a%x? + 4a*y? + 4a*(a® — b?) = 4a*

—4a%x? + 4b*x? 4+ 4a®x? + 4a’y? + 4a* — 4a*b? = 4a*

4b%x? + 4a”y? = 4a*b?

Dzielgc stronami ostatnie rownanie przez 4a%b? otrzymamy réwnanie:
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x2 y2

a2+b2_

Zwane réwnaniem osiowym elipsy.

Gdy $rodek elipsy znajdzie sie w innym punkcie np. S(p,q) wéwczas réwnanie to
przyjmie postac zwang réwnaniem kanonicznym elipsy:

@-p* OG-0 _

a? b2 1

Wiasnosé optyczna i akustyczna elipsy

Przez catg prace pokazujemy rézne metody na uzyskiwanie elipsy, ale na poczatku
pracy przeciez obiecaliSmy ze przekonamy panstwa, ze elipsa jest bardzo wazna w
naszym zyciu. To teraz do tego przejdziemy. Elipse w réznych stylach wykorzystuje
sie w emisji gtosu i Swiatta, na przykfad jesli chodzi o blask swiatet samochodow, albo
jesli popatrzymy na muszle koncertowe. Ale jak to dziata.

Wréémy na chwile do dwusiecznej kagta FiP1F2. Potraktujmy fragment elipsy w punkcie
P1 jako bardzo kroétki odcinek. Jesli z punktu F1 poprowadzimy w kierunku P1 promien
Swietlny, to po odbiciu od dowolnego punktu elipsy przejdzie on przez drugie ognisko
F2. Wynika to zasady réwnosci kata padania FiPM i odbicia MPiF2. Podobnie glos
wydany z ogniska F1 po odbiciu od dowolnego punktu elipsy dojdzie do drugiego
ogniska. Wtasnos¢ ta byta juz znana w starozytnosci i wykorzystano jg do
zwielokrotnienia gtosu ludzkiego w budowlach, ktorych gbérne sklepienie byto
powierzchnig elipsoidy obrotowe;.

- - '

W ksigzce Bolestawa Prusa ,Faraon” ma miejsce zdarzenie, w ktérym kaptani egipscy
chcac zbuntowaé ttum egipski przeciw sprzeniewierzonego im wiadcy - Ramzesowi
XIII, zebrali ttum w Swiatyni, ktorej sklepienie miato ksztatt elipsoidy. W jednym z jej
ognisk usiadt kaptan , ktérego przed ttumem zastaniat posgg Ozyrysa, a w drugim
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znalazt sie skupiony ttum. Kaptan szeptat stowa ,.. Ludu mdéj ludu, jak mnie nie
postuchasz to smok potknie stohce..” Gtos kaptana zwielokrotniony na powierzchni
elipsoidy robit wrazenie, jakby sam Ozyrys przemawiat do ludu. W tym dniu miato tez
nastgpic¢ zaémienie stonca, co juz wowczas kaptani potrafili przewidzie¢ ma podstawie
obliczen astronomicznych. Lud byt zbuntowany, ale w momencie rozpoczecia
za¢mienia zrozumiat swoj ,btad”. Ozyrys ponownie ustami kaptana wyszeptat ... skoro
postuchacie to storice powrdci na swoje miejsce..” lud zbuntowat sie przeciw faraonowi
i tym samym kaptani osiggneli swéj cel. Tak wiec matematyka postuzyta do niecnych
rozgrywek politycznych.

W obecnych czasach nadal chetnie siegamy po elipse, na przyktad w budowie muszli
koncertowych gdzie w jednym z ognisk siedzi artysta a w drugim siedzg stuchacze.
Przez takie budowanie jestesmy wstanie uzyskac¢ o wiele lepsze efekty bez zadnego
nagtosnienia. A jesli umiescimy takie dwie muszle w odpowiedniej odlegtosci od siebie
i odpowiednio je wyprofilujemy, to osobe méwigcg do jednej z nich bedzie styszec tylko
osoba stojgca przy drugie;j.

Jednak elipsa oprocz wtasnosci akustycznych ma tez wtasciwosci optyczne dlatego
jest wykorzystywana w produkcji samochoddéw, a doktadnie w produkcji Swiatet
odpowiednim profilowaniu zeby sSwiatto oswietlalo droge a nie o$lepiato drugiego
kierowce. Tu jednak jest potrzebne jedno ognisko odpijajgce swiatto Zarowki od lustra
i dlatego jest to tym razem parabola.

Wiec jak wida¢ mimo ze przez niektorych niedoceniana i omijana, to jednak na
przyktadzie elipsy wida¢ ze geometria rzgdzi naszym zyciem, wiec warto jg znac i
stosowac na co dzieh.
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