MODELE PLASTERKOWE 3D

Praca wykonana przez uczennice XX Liceum Ogdélnoksztalcagcego im. L. Staffa
w Krakowie:

Czaplak Magdalene
Kajce Milene

Kowalska Karoline

Krakéw luty 2022






WSTEP

Nasza przygoda z brytami plasterkowymi rozpoczeta sie w pazdzierniku 2019 roku.
Byly$my wtedy uczennicami pierwszej klasy Liceum Ogdlnoksztatcgcego, Aktualnie
jesteSmy w klasie trzeciej. Nasza nauczycielka matematyki, pani mgr lwona Sitnik-
Szumiec, wspoétpracuje z panem dr Bronistawem Pabichem, pracujagcym w naszej
szkole - XX Liceum Ogolnoksztatcgcym jako wolontariusz. Wolontariat ten jest
realizowany w ramach patronatu, jaki Oddziat Krakowski Stowarzyszenia Nauczycieli
Matematyki, sprawuje nad nauczaniem matematyki w naszej szkole. Pan dr Bronistaw
Pabich prowadzi koto matematyczne dla zainteresowanych uczniow. ZgtositySmy sie
do prac w tym kole. Bardzo zaciekawity nas figury stworzone z form plasterkowych.
Chcialysmy dowiedzie¢ sie wiecej, jak doktadnie one powstajg oraz sprobowac
wtasnych sit przy wykonywaniu takich modeli. Jak sie okazato, wcale nie jest to taka
prosta sztuka, lecz do dzisiaj z przyjemnoscig, wraz z panem doktorem Pabichem,
obmyslamy powstawanie nowych form plasterkowych.

Czym jest w ogdle forma plasterkowa? Mozemy to opisa¢ wtasnymi stowami
jako specyficzny trojwymiarowy model bryty wykonany z ptaskich przekrojéw tej bryty,
ktére zawierajg sie w przecinajgcych sie prostopadle ptaszczyznach. Na ponizszej

fotografii przedstawiamy kilka takich modeli wykonanych przez nasz zespot.




1. FORMA PLASTERKOWA CZWOROSCIANU FOREMNEGO

Pierwszg formg slajsowg (plasterkowg), ktérg wykonatysmy, byt czworoscian foremny,
bryta, ktérg znamy jeszcze ze szkoty podstawowe;j.

Formy plasterkowe (z angielskiego sliceforms) mozna projektowac¢ na ekranie
komputera na kilka sposobdw. Jednym z nich jest uzycie darmowego programu do
konstruowania obiektéw przestrzennych SketchUp.

Opiszmy teraz sposob projektowania modelu w tym programie.

Kreslimy bryte, ktdrg chcemy podzieli¢ na plasterki. W naszym przypadku bedzie to
czworoscian foremny. Taki czworoscian mozna umiesci¢ w szescianie, tak, by jego
wierzchotki byty wierzchotkami szescianu. Dlatego najpierw konstruujemy w programie
SketchUp szescian. Przyjmijmy za dlugos¢ krawedzi szescianu wielkos¢ np.10 cm.

Rysunek 1 ilustruje te sytuacje.

Z tego wzgledu, ze sze$cian ma szesS¢ $Scian,
a czworoscian sze$¢ krawedzi, krawedzie tego
czworos$cianu muszg zawierac sie w Scianach szescianu,
a poniewaz tgczg wierzchofki szescianu, krawedzie te sg
przekatnymi scian szescianu. Dlatego tez wykreslimy
sze$¢ odpowiednio wybranych przekatnych szescianu,
by utworzy¢ krawedzie poszukiwanego czworoscianu rys. 1
foremnego.

Do kreslenia przekatnych szescianu uzywamy narzedzia Linia (Line)/Aby
prawidtowo wybrac te przekatne, postuzymy sie powyzszym rysunkiem.

p
Po wykresleniu przekatnych, bedziemy usuwacé narzedziem Gumka (Eraser) L*/
wszystkie krawedzie szescianu tak, by odstoni¢ szkielet czworoscianu foremnego.
Rysunki 2, 3 i 4 ilustrujg kilka faz tworzenia tego czworoscianu foremnego.

rys. 2 rys. 3 rys. 4

Czworoscian mozna plasterkowac roznie, ale interesujgcym bedzie pokrojenie go
ptaszczyznami rownolegtymi do jednego z kwadratowych jego przekrojow. Takich
przekrojéw czworoscian ma az trzy — rysunek 5. Sg one jednoczesnie kwadratowymi
przekrojami osmioscianu foremnego, ktéry wida¢ wewnatrz czworoscianu — rys. 6



rys. 5 rys. 6

Wybierzmy wiec jeden z kwadratowych przekrojow czworoscianu i utwdérzmy kilka
przekrojow réwnolegtych do niego. Bedg nimi prostokaty. Widac¢ ze prostokaty lezgce
nad kwadratowym przekrojem zwezajg sie w jednym kierunku (rys.7), a lezgce pod
nim w kierunku prostopadtym do niego (rys.8), rozszerzajq sie.

rys. 7 rys. 8 rys. 9

Uzywajgc pakietu narzedzi STYLE (wtgczamy je w opcji View / Toolbars/ Style),

LA A A

mozemy oglgdac¢ czworoscian w rozny sposob w zaleznosci od wyboru ikony:

@ (X-ray) przezroczyscie

@ (BackEdges) zastoniete tylne krawedzie

@ (Wireframe) widoczne sg tylko krawedzie obiektu

O (Hiden Line) ukryte tylnie krawedzie i kolory Scian

Q (Shaded) wyswietlanie bryly z kolorowymi scianami

e (Shadedwith textures) widoczne tylko Sciany z teksturami

@ (Monochrome) widoczna tylko przednia Sciana i tylne kolorowe.



Jesli uzyjemy narzedzia X-Ray, wowczas ujrzymy czworoscian z jego wewnetrznymi
przekrojami — rys. 9.

Teraz kolej na przekroje prostopadte do juz wykonanych (czerwonych). Utworzmy
najpierw ten najwazniejszy — kwadratowy i wyr6znijmy go innym kolorem (na przyktad
niebieskim). Zauwazmy, ze kwadrat czerwony i niebieski majg wspodlng przekatng i
dwa wspdlne wierzchotki — rys. 10.

rys. 10 rys. 12

Kolejne przekroje tworzymy prowadzgc odcinki rownolegte do bokéw utworzonego
niebieskiego kwadratu. Po wykresleniu wszystkich czterech odcinkdw ukaze sie nam
pierwszy przekroj prostokatny — rys. 11.

Tworzymy kolejne az bedzie ich tyle samo co czerwonych —rys. 12. Liczba przekrojéw
jest nieparzysta, bo kwadrat jest na Srodku, a reszta utozona symetrycznie wzgledem
niego.

Gotowg wersje plasterkowg czworoscianu ilustrujg rysunki 13 i 14. Na rysunku 14
usuniete zostaty wszystkie tréjkaty lezgce na scianach czworoscianu..

rys. 13 rys. 14 rys. 15

Rysunek 15 ilustruje prostokatne plastry niebieskie, niezbedne do stworzenia modelu
warstwowego, ale rysunek ten jest wykonany w perspektywie. Program SketchUp
pozwala spojrze¢ na te plastry w rzucie réwnolegtym (aksonometrii) — Camera /
ParallelProjection.



Rysunek 16 ilustruje taki rzut. Na jego podstawie,
mozna teraz uzyskacC te prostokagtne plasterki.
Podobnie rzecz ma sie z plasterkami
czerwonymi. W kazdym prostokgcie niebieskim
musimy wycig¢é szczeliny, w ktére wejdg
elementy prostokgtéw czerwonych,
zawierajgcych rowniez takie same szczeliny.
Umoéwimy sie, ze szczeliny prostokgtéw
czerwonych sg ustawione do gory a niebieskie w
dot.

Oto poszczegoblne szablony plastrow:

Teraz trzeba je nacigc¢:

Nastepnie wsungc¢ jedne w drugie (w ptaszczyznach prostopadtych).



2. KULA

Konstrukcje modelu plasterkowego bryly obrotowej omowimy na przyktadzie
plasterkowej kuli. Jest ona niezwykle symetryczng brytg zarbwno wzgledem trzech
gtbwnych ptaszczyzn przekroju, jak tez trzech osi i $srodka kuli, stad tatwo jg
zaprojektowac.

Projekt rozpoczynamy od wykreslenia okregu, ktory stanowi przekroéj kuli ptaszczyzng
przechodzacg przez jej srodek. Jedng ze Srednic tego okregu wybieramy umownie
jako 0s OX w ukfadzie XYZ przestrzeni trojwymiarowej. Poniewaz wskazane jest, by
plasterki krzyzowaty sie pod katem prostym tworzgc kwadratowg sie¢ swoich przeciec,
wiec najpierw dzielimy wybrang srednice AB na kilka przystajgcych odcinkow.

Rysunek 17 ilustruje gotowy model plasterkowy kuli z jej przekrojami, ktére bedag
stanowi¢ szablony plasterkéw kuli. Widaé, ze plasterki te sg kotami (czerwone i
niebieskie) o zmniejszajgcych sie srednicach —rys. 17.
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rys. 17

rys. 18

Rysunek 18 przedstawia ptaski obraz przekroju kuli ptaszczyzng przechodzacg przez
jej srodek. Srednice AB kuli dzielimy na réwng liczbe odcinkéw — w naszym przypadku
jest ich czternascie, po siedem po kazdej stronie $rednicy — rys. 18. Oznacza to, ze
plasterkow bedzie tgcznie 15 — najwiekszy, przechodzgcy przez srodek i siedem
przystajgcych po kazdej stronie wzgledem srodkowego plasterka. Tyle samo
plasterkow musi by¢ na drugiej ptaszczyznie prostopadtej do tej. Malujemy je innym
kolorem, gdyz wtedy bryta wyglada bardziej plastycznie.

Samo projektowanie bryty plasterkowej odbywa sie w programie GeoGebra,
Doktadno$¢ tego programu oraz narzedzia w postaci cyrkla i linijki pozwalajg z
tatwoscig zrealizowa¢ nasz zamiar. Plasterkami, ktére wykorzystamy do ztozenia
naszej kuli sg wspotsrodkowe kota o zmiennych srednicach — widoczne na rysunku 18.
Jedne z nich pomalujemy kolorem niebieskim, drugie czerwonym.

Teraz wystarczy je wycig€ i zrobi¢ w nich takie naciecia, by kazdy niebieski plasterek
,wchodzit” w odpowiedni plasterek czerwony.



Zasada tworzenia tych naciec polega na tym, by dtugos¢ naciecia jednego plasterka
plus dtugos¢ naciecia drugiego dawaty w sumie dtugo$¢ wspolnej cieciwy obu
plasterkow. Dla kuli naciecia te bedg miaty dtugo$¢ promienia kazdego okragtego
plasterka. Rysunek 19 pokazuje wspolne cieciwy niebieskich plasterkéw i

najwiekszego czerwonego plasterka, a rysunek 20 sposéb tworzenia nacie¢ jednego
Z niebieskich z czerwonym.

rys. 19 rys. 20

Efektem koncowym opisanej konstrukcji jest model plasterkowy kuli wykonany przez
nasz zespot.

rys. 21



3. PARABOLOIDA KOLOWA

Podobnie jak kule mozna zaprojektowac inng bryte obrotowg - paraboloide kotows.
Ma ona rowniez dwie prostopadte ptaszczyzny symetrii i jedng osiowg. Oto przebieg

konstrukciji:

e kreslimy w GeoGebrze wykres funkgciji
kwadratowej, np. o réwnaniu y= -x*

e wybieramy cieciwe tej paraboli
prostopadta do jej osi,

e dzielimy jg na parzysta liczbe réwnych
odcinkéw, np. 22,

e w ich koncach wystawiamy proste
prostopadte,

e przetng one te parabole w 17
punktach.
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“rys. 22

Zwrocmy uwage na rzut z gory na te paraboloide. Wida¢ w nim koto i linie pozostatych

parabol w postaci odcinkéw — rys.23.

Naszym zadaniem jest skonstruowanie paraboloidy kotowej ktérej osig obrotu jest 0$

Z.
W tym celu:

e Najpierw skonstruujmy wykres funkcji kwadratowej y = 0. 2 x?lezgcej w ptaszczyznie

XY

e Teraz obro¢my ten wykres wzgledem osi OX 0 90° niezgodnie z ruchem wskazéwek

zegara.
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o Jezeli wigczymy slad tej paraboli i zaczniemy jg obraca¢ wokoét osi Z, to otrzymamy
poszukiwang paraboloide kotowg — rys. 24.

-1

rys. 24

¢ Nam jednak nie chodzi o to, by oglgdac¢ jg w obrocie, ale o to, by utworzy¢ rodzine
parabol rownolegtych do paraboli lezgcej w ptaszczyznie XZ i paraboli lezgcej w
ptaszczyznie YZ.

e Ta parabola, ktéra lezy w ptaszczyznie XZ niech bedzie koloru czerwonego,
a lezgca w ptaszczyznie YZ koloru zielonego. Nazwijmy obie parabolami gtéwnymi.

e Mozemy zamalowaé obszar miedzy kazdg z tych parabol a pfaszczyzng
ograniczajgcg widok 3D (tzw box).

e Najwyzszy punkt dostepny w widoku 3D GeoGebry znajduje sie na wysokosci
z =6.45. Dlatego tez przez punkt (0,0,6.45) poprowadzimy ptaszczyzne rownolegtg
do ptaszczyzny XY i wykreslimy okrgg o osi Z przechodzacy przez jeden z punktow
przeciecia tej ptaszczyzny z dowolng parabola.

e Okrgg ten zamknie nam paraboloide.

e Teraz kolej na utworzenie parabol, ktére bedg stanowié¢ plasterki naszej
paraboloidy.

e W tym celu kreslimy okrgg bedgcy rzutem naszego okregu, wskazujemy na osi OX
punkty kratowe i wystawiamy w nich proste prostopadte do ptaszczyzny XY.

e Punty przeciecia tych prostych z parabolg bedg koncami wektoréw, o ktére musimy
przesungc zielong parabole

e Otrzymamy w ten sposoéb rodzine parabol - plasterkbw zielonych naszej
paraboloidy.

e Pozostate zielone parabole otrzymamy w symetrii wzgledem ptaszczyzny YZ —
rys.25.
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rys.. 25
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Teraz kolej na parabole réwnolegte do gtéwnej czerwonej paraboli. Czynimy to
podobnie jak w przypadku gtownej zielonej paraboli.

rys. 26

Jak wyznaczy¢ szablony tych plasterkéw zielonych i czerwonych?

Ponizszy rysunek obrazuje szablony poszczegdlnych plasterkéw paraboloidy

12



Wykonujemy dwie kopie jedng na czerwono drugg na zielono. Nastepnie wycinamy je
i nacinamy jeden komplet od dotu, a drugi od goéry. A oto model paraboloidy kotowej

13



4. DWUNASTOSCIAN ROMBOWY

Przekroje plasterkowe dwunasto$cianu rombowego mozna z tatwoscig uzyskac przy
pomocy programu SketchUp. Jest tam narzedzie przecinajgce bryte ptaszczyznami
réwnoleglymi do siebie, ukazujgce te przekroje. Zrzuty ekranu SketchUp na rysunku
29 ilustrujg przekroje dwunastoscianu rombowego z ktorych wykonamy szablony
modelu plasterkowego.

rys.29

A tak konstruujemy szablony w celu wykonania modelu dwunasto$cianu rombowego.

rys.30
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A to gotowy model plasterkowy dwunastoscianu rombowego.

rys. 32
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5. HIPERBOLOIDA

tatwg do wykonania wydaje sie hiperboloida. Wida¢, ze jej przekroje sg trapezami,
przy czym jedne ,wznoszg sie” a te z przeciwnej strony ,opadajg”. To daje pomyst na
stworzenie ich szablonow.

rys.33

Kolejne rysunki przedstawiajg szablony z zaznaczonymi wycieciami.

rys. 34
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rys. 35

rys. 36

A oto model wykonany przez nas.




6. PARABOLOIDA ELIPTYCZNA | HIPERBOLICZNA

2 2
X
W matematyce rozrézniamy paraboloide eliptyczng o réwnaniu Z=¥+b—2 oraz
- , . XY,
paraboloide hiperboliczng o réwnaniu Z ‘?‘F'

Ich dynamiczng grafike 3D uzyskujemy w programie DPGraph. Ponizsze rysunki
ilustrujg wyglad obu parabol.

rys.38 rys.39

Paraboloida eliptyczna dla a=2, b=3 w Paraboloida hiperboliczna dla a=b=2, w obszarze |-
obszarze [-5,5][-5,5] 5,5]'[-5,5]

Sprobujmy uzyskac ich rzuty w programie DPGraph.

rys.40

rys.41

Paraboloida eliptyczna Paraboloida hiperboliczna

Wykonajmy model paraboloidy eliptycznej.

18



Sprobujmy ,rozciggng¢ paraboloide eliptyczng w kierunku ,géra-dét”. Otrzymamy
w ten sposdb ksztatty poszczegdlnych plasterkéw na jednym rysunku.

rys.42

Teraz, wstawiajgc powyzszy rysunek do programu GeoGebra wprowadzamy
wszystkie parabole przedstawione na nim rozrysowujgc poszczegolne szablony
plasterkéw. Kreslimy je narzedziem Krzywa stozkowa przez 5 punktéw oraz kreslimy
je ponownie z wiekszg doktadnoscia.

Paraboloida eliptyczna rozni sie od kotowej tym, ze oba przekroje prostopadte nie sg
takie same.

Oto gotowy model tej paraboli:

rys. 43
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ZAKONCZENIE

Nasz zespo6t wspomagany naszg nauczycielkg matematyki — panig mgr Iwona Sitnik
oraz opiekunem zewnetrznym panem dr Bronistawem Pabichem pracowat nad
brytkami plasterkowymi przez niemal dwa lata. Niestety okres pandemii pokrzyzowat
nam szersze plany, jakie mieliSmy w zamiarze i nie zdgzylismy wykonac zbyt wiele
modeli. Mamy nadzieje do kwietnia ,odkurzy¢” nasze modele i dorobi¢ jeszcze nowe
i przedstawic je na sesji matematyczne;.

Milena Kajca Magdalena Czaplak, Karolina Kowalska
XX LO im L Staffa w Krakowie
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