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1. Tangramy

Tangramem nazywamy matematyczno-logiczng tamigtoéwke.
Pochodzi z Chin i powstat okoto 3000 Iat temu.
Prawdopodobnie wymyslili jg tybetaiscy mnisi. Klasyczny
tangram skfada sie z 7 elementdw, powstatych po rozcieciu
kwadratu. Dzieki swojej specyfice famigtdwka ta tgczy ludzi o
innych  zainteresowaniach i wyksztatceniu, a dla
matematykdw stanowi niewyczerpane zrodto informacji
geometrycznych. Kazda z siedmiu czesci to ,tan”. Oryginalna
nazwa tangramu to ,chi-chiao-tu”, co oznacza ,siedem
sprytnych czesci” lub ,pomystowa tamigtowka figurowa z
siedmiu czesci”. Zwykle tangram byt wykonywany z drewna,
cho¢ bogatsze tangramy rowniez z kosci stoniowej.
Tangramy byty czesto bogato zdobione. Do Europy tangram
dotart dopiero w XVIII wieku i stat sie znany pod roznymi
nazwami np. ,yum-yum”. Najwiekszg popularnoscig cieszyt
sie w XIX wieku. WSrod pasjonatow tej tamigtowki mozemy
wyrdzni¢ samego Napoleona Bonaparte.

W Stanach Zjednoczonych tamigtéwka ta uzyskata wielkg
popularnos¢ dzieki matematykowi Sam’owi Loyd’owi, ktory
przez wiele lat gromadzit swoje projekty na wzory do
uktadania, nastepnie w 1903 roku wydat ksigzke ,The 8t
Book of Tan” czyli ,Osma Ksiega Tandéw”, w ktdrej zawart
wszystkie projekty. Ksigzka zawiera ponad 700 projektow
pogrupowanych w rézne kategorie takie jak m.in. stworzenie
Swiata, ewolucja cztowieka, historia architektury, czy czarna
magia.

Jednak tangram najbardziej popularny jest w swojej
ojczyznie. W Chinach organizowane sg zawody polegajace
na utozeniu w jak najkrotszym czasie jak najwiekszej liczby
figur!



Na stronie
http://matematykainnegowymiaru.pl/open/zadania interakty
wne.php?mode=pokaz&id=44

znajdziemy interaktywny tangram z mozliwoscig przesuwania
tandw myszka. Przy zabawie tym tangramem nalezy zwracac
uwage na ufozenie rombu, poniewaz na dole strony
znajdziemy funkcje obrotu go. Inaczej nie wszystkie figury
sie tam da utozyC. Jest tam takze mozliwos¢ klikniecia po
lewej stronie ekranu w opcje ,kot” lub ,krolik” itp. i wtedy
komputer wyswietli nam obrazem jak powinno to wygladac,
ale obrazek bedzie jednokolorowy i bez rozmieszczenia
poszczegoOlnych tanow. Gdy natomiast damy ,krolik -
rozwigzanie”, wowczas pokaze sie nam, jak powinno to
zostac utozone. Pomocne takze jest to, ze tany sg kolorowe i
wygodnie sie uktada.

Geometria to z greckiego — geo= ziemia, metria = mierzenie
czyli geometria to dostownie znaczy ,mierzenie ziemi”.

Mam  tangram, ktory dostatam za udziat w
Miedzynarodowym Konkursie Kangur Matematyczny. Tamten
tangram ma jedynie 4 elementy. Jest podpisany tangram,
mimo ze tangram ma siedem lub wiecej elementow.

Ponizej przedstawiony jest tangram 2z Kangurka oraz
instrukcja, ktora byta do niego dotgczona. Na kartce z
instrukcjg jest przedstawionych 100 pomystéw na figure,
ktérg da sie utozy¢ za pomogg tego tangramu. Jest takze
Sredni czas ukfadania, z ktérym ja sie po czesci nie zgodze,
poniewaz figure, na ktorg Srednio przeznaczajg pie¢ minut
da sie utozy¢ w mniej niz minute. Do utoZzenia niektdrych
figur jeszcze nie dosztam, chociaz licze, ze za niedtugo
dojde. Tu jest instrukcja:


http://matematykainnegowymiaru.pl/open/zadania_interaktywne.php?mode=pokaz&id=44
http://matematykainnegowymiaru.pl/open/zadania_interaktywne.php?mode=pokaz&id=44
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Figura nr 1 w instrukcji

Figura nr 2 w instrukcji



Figura nr 59 w instrukcji

Figura nr 5 w instrukcji



Figura nr 14 w instrukcji (nieco znieksztatcona,
znieksztatcenie polega na tym, ze powinnam odwrdécic te
prostg linie do gory nogami i by wyszto).

Powyzej przedstawitam takze niektore figury, ktore utozytam
Za pomocg tego tangramu.

Jak tatwo zauwazy¢, w instrukcji jest podany przyblizony
czas na wykonanie figury. Do odstony 1 jest podane ,5
minut na figure”, ale ja uwazam, ze wiekszos$¢ figur tej
odstony da sie utozy¢ w krétszym czasie, np. do ufozenia
figury 1 dosztam wciggu 2 minut gdy pierwszy raz
otworzytam ten tangram.

Cel tangramu

Gtdbwnym celem tangramu jest odtworzenie wszystkich
elementow tak, aby utozyly sie w kwadrat, a takze
wymyslanie wiasnych wzorow.

Za pomocg tangramu mozna utozyc¢ tysigce obrazow.

Za pomocg tangramu mozna pokazaC réwniez utamki: >,
Va, %4, 4/4, ciekawym odkryciem moze by¢ pokazanie 2/4.



Wykorzystujac klocki P4 oraz P,
mozemy zaprezentowac utamki %
oraz %.

[ Wykorzystujac klocki P4, P2, i P4
mozemy pokazac utamki %, %, oraz
A 1/8.

Reguty:

- w przypadku ukfadania kazdego obrazka nalezy
wykorzystac wszystkie elementy,

- zaden element nie moze nachodzi¢ na inny,

- element w ksztatcie rownolegtoboku mozna odwraca¢ na
drugg strone.

Istnieje takze mozliwos¢ zrobienia tangramu samemu!

Nalezy wzig¢ tekture, papier, sklejke itp. i pocig¢ jg na
siedem czesSci sktadajacych sie w kwadrat. Taki materiat, z
ktorego robimy tangram musi by¢ w ksztatcie kwadratu!
Musi by¢ pociety na czesci, ktére sg odmierzone i spetniajg
warunki takie, ze pdzniej bedziemy mogli ztozy¢ z tego
kwadrat:

- dtuzszy bok rownolegtoboku musi by¢ tej samej dtugosci co
bok Sredniego trdjkata,



- obydwa duze jak i obydwa mate trdéjkaty muszg miel takie
same wymiary (duze muszg by¢ wieksze od Srednich i od
matych!),

- kwadrat musi mie¢ bok réwny krotszemu bokowi

rownolegtoboka. l
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Powyzej przedstawitam zdjecie tangramu ziozonego w
kwadrat. (www.wikipedia.org)

Na stronie https://www.domnaglowie.pl/tangram-wzory-i-
rozwiazania-pdf/ znajdziemy gotowe wzory tangramu do
utozenia takie jak ryba, drzewo, foka itp. Wraz z
rozwigzaniami, ktdre sg opisane jakd do wydruku.



http://www.wikipedia.org/
https://www.domnaglowie.pl/tangram-wzory-i-rozwiazania-pdf/
https://www.domnaglowie.pl/tangram-wzory-i-rozwiazania-pdf/

Przy tym tangramie obliczytam pola powierzchni
poszczegolnych tandw oraz pole catego kwadratu:

Pole catego kwadratu: 2a - 2a = 4a?

1
P1=Ea-2-a=a-a=a2

1 a a?
P2=—.a._=_

2 2 4

1 a?
Ps=--a-a=—

2 2

1
Psi=-a-a=-a?

Spr.

2Pi+2P2+ P3+ Ps+ Ps =4a?
2 2

20242 - L +L 42422 = 442
4 2 "2

2a% + a? + a® = 4a?

43’ = 4a?

Zauwazmy, ze pole S$redniego tréjkata P4 pole
rownolegtoboku Ps sg réwne!

Warto wspomnie¢ w tej pracy o paradoksach
zwigzanych z tangramem:

e Paradoks wedrowca
e Paradoks zbitego wazonu



Widzac dwie bardzo podobne figury, zastanawiamy sie,
dlaczego one sg tak podobne, jak wiemy, ze sg zlozone z
tych samych czesci. Ot6z wiele czeSci moze zoosta¢ na tym
samym miejscu tylko jak jeden, czy dwa tany przesuniemy
moze wyjsSC obraz podobny, ale z pewnymi roznicami.

Ciekawe jest to, ze tangram pozwala zobrazowac twierdzenie
Pitagorasa, aczkolwiek tylko dla trojkata réwnoramiennego.
W tym celu trzeba wykorzysta¢ dwie, czasami trzy uktadanki.

Ciekawostka:

W 1942 roku dwaj chinscy matematycy Fu Tsiang Wang i
Chuan-Chich Hsiung wykazali, ze z elementow tangramu
mozna ztozyC tylko 13 figur wypuktych! Rezultat swoich
badan opublikowali w 49. Tomie American Mathematical
Monthly.

Tangram fatwo mozna utozy¢ w Geogebrze.

Poza tradycyjnym tangramem powstatym 2z rozciecia
kwadratu na siedem czesSci istnieje takze wiele odmian
opartych na wersji starochinskiej. Figurami wyjSciowymi
mogg by¢: kwadrat, prostokat, koto, ktére sg podzielone na
siedem, lub wiecej czesci (dziewie¢ dziesie¢, a niektdre
nawet pietnascie).

2. Stomachiony

Stomachion jest podobng tamigtéwka do tangramu, ale
pochodzi ze starozytnej Grecji i sktada sie z az 14
elementow. Ukfadajgc stomachion takze nalezy uktadac
kwadrat lub inne figury, jak w tangramie. Stomachion
nazywamy takze ,loculus Archimedius”, co po facinie
oznacza ,pudetko Archimedesa”. Legenda gtosi, ze
pierwszym cztowiekiem, ktory odkryt wszystkie sposoby na



utozenie stomachionu byt wiasnie Archimedes. Obecnie
znamy 536 sposobdw na utozenie stomachionu w kwadrat,
ktore podat Bill Cutler w 2003 roku.

Oto stomachion znaleziony w internecie.

3. Brakujacy kawatek

Jest to uktadanka sktadajgca sie z 17 kawatkow, z ktérych
nalezy utozy¢ duzy kwadrat, nastepnie zabra¢ jeden z
kawatkow i sprébowac utozy¢ taki sam kwadrat, od ktdrego
zaczynaliSmy zabawe. A jak takie co$ utozy¢?

Ten kwadrat nie moze by¢ doktadnie taki sam, gdyz sktada
sie z innej liczby kawatkow. Moze ten poczatkowy ,kwadrat”
wcale nie jest kwadratem...

Obie figury przypominajg kwadrat, ale tak naprawde zadna z
nich nie jest idealnym kwadratem! I w dodatku nie mogg byc¢
takie same! Mowi nam o tym pole powierzchni... przeciez
skoro zabraliSmy jeden z kawatkow to musieliSmy zmniejszy¢
powierzchnie catej figury. Ta pierwsza na Srodku lekko
wybrzusza sie na zewnatrz, a ta druga do wewnatrz.

Mamy takze wersje tej famigtdéwki z trojkatem.



Te figury wydajg sie by¢ rowne, bo sg ztozone z
jednakowych kawatkdéw. Jednak, gdy sobie to dobrze
powiekszymy i przytozymy linijke Ilub gdy komputerowo
narysujemy prostg linie okaze sie, ze pierwsza figura jest
nieco wklesta, a druga nieco wypukta. Te wypuktos¢ jest
ciezko zauwazy¢ gotym okiem, poniewaz jest tak niewielka, a
robi wielkg rdznice, bo niby tréjkat ztozyliSmy z tych samych
kawatkow, a jednak powstaje ten brakujgcy kawatek. Katy w
tych figurach (w trojkatach czerwonym i niebieskim) sg
rozne, dlatego powstaje nam tamana, ktora do ztudzenia
przypomina nam linie prostg. Gdybysmy chcieli powiekszy¢
czerwony trdjkat dwukrotnie, obie przyprostokatne mnozymy
razy 2, lecz w tym przypadku ten sposdb sie nie sprawdza,
bo nie jest to idealny trojkat.

4. Samopowtarzajace sie wielokaty

Samopowtarzajgcy sie wielokat, brzmi ciekawie... jest to
po prostu figura na ptaszczyznie, ktdérg mozna podzieli¢ na
kilka identycznych jej kopii, tylko mniejszych. Te figury mogg



mie¢ wspolne granice, ale nie moga na siebie nachodzic!
Jesli wielokat ma s-bokow i dzieli sie na c-kopii to nazywamy
go c-powtarzalnym s-katem. Znamy kilka rdéznych
czworobocznych figur (czworokatow). Wiekszos¢ jest 4-
powtarzalna, ale istniejg takze k-powtarzalne dla kazdego k.
Kazdy trdjkat jest 4-powtarzalny. Niektore przypadki sg 3-
powtarzalne lub 5-powtarzalne. Na razie odkryto jeden
samopowtarzajgcy sie pieciokat: sfinksa, skltada sie z
czterech kopii. Znany jest tylko jeden 5-powtarzalny tréjkat i
doktadnie trzy 4-powtarzalne szesciokaty. Istnieje takze kilka
samopowtarzajgcych sie figur, ktére rozciggaja nazwe
»wielokat ” do granic mozliwosci! Niektore wrecz te granice
przekraczajg, bo majg nieskonczenie wiele bokow!

Przyktady samopowtarzajacych sie wielokgtéw pobrane ze
Strony https://www.geogebra.org/m/McDjmWbc

@



https://www.geogebra.org/m/McDjmWbc
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Ponizej przyklady samopowratzajgcych sie figur:
Sfinks
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Przyktady pokazujace, ze kazdy trdjkat jest 4-powtarzalny:

A A

Na geogebrze mozna znalezé jeszcze kilka innych
samopowtarzajgcych  sie  figur takich jak trapezy
rownoramienne.

Zadatam sobie pytanie, jakie bedzie pole poszczegdinych
wielokgtow.

Zatozmy, ze pole 1. figury wynosi X.
Pole 2. X:4

Pole 3. X:16

Pole 4. X:43

Pole 5. X:44



Pole 6. X:4°
Pole n. X:4"1

5. Origami

Jest to japonska famigtdwka bazujgca na kwadratowym
arkszu papieru, ktory trzeba zaginac (bez klejenia! i bez
rozcinania!) tak aby powstaty ryby, ptaki, czy co tam
chcemy. Dzisiejsze zasady origami wprowadzity mozliwosc¢
uktadania figur z prostokatnej kartki papieru. Jednym chyba
z najbardziej znanych przyktadéw origami jest zaglowka lub
pudeteczko.

6. Jak z kwadratu zlozy¢ oSmiokat?

Ciekawg tamigtowka jest, jak z kwadratu ztozy¢ oSmiokat.
Otdz, trzeba podzieli¢ go na piec czesci:




W taki oto sposdb mozemy potem zauwazy¢, ze z tych czesci
mozna ztozy¢ oSmiokat:

NS

Ten oto oSmiokat ztozytam z czeSci tamtego kwadratu.
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Opinia opiekuna

Temat pracy wybrany samodzielnie przez uczennice. Uczennica uczeszcza na
kotko matematyczne, systematycznie podejmuje si¢ rozwigzywania ciekawych i
trudniejszych zadan.

Praca pisana samodzielnie, w czasie pisania uczennica korzystata z konsultacji

z nauczycielem poglebiajac wybrane zagadnienia.
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