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Kim byt Fibonacci?

Byt stynnym wtoskim
matematykiem,
opracowat cigg liczb
Fibonacciego.

Nazywano go:
Leonardo Fibonacci
lub Leonardo z Pizy,
zyt na przetomie XI|

i XHI w.

Pod opieka
arabskiego mistrza
studiowat obliczenia,
a nastepnie
podrozowat studiujac
kolejne aspekty
matematyki.




FIBONACCI I... KROLIKI?!

W swoim dziele Liber Abaci (Ksiega liczydet) wydanym
w 1202 roku Leonardo Fibonacci uwzglednit miedzy
innymi odpowiedZ na zagadke dotyczacg wtasnie
KROLIKOW!

lle par krélikow moze sptfodzi¢ jedna para w ciggu roku, jesli:
- kazda para rodzi nowg pare w ciggu miesiqca,
- para staje sie ptodng po miesigcu,

- kroliki nie zdychajq?

Odpowiedzig na to pytanie jest nowy cigg jego autorstwa, zwany ciggiem Fibonacciego.
(0,1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, ...)

Liczba par

1

A0

Pierwszy miesigc: jedna para krolikdw rodzi nowq pare krdlikow. Razem: 2 pary
krolikow.

Drugi miesigc: dwie pary krdlikow plus nowa para krélikdw. Razem: 3 pary krolikow.
Trzeci miesiqc: trzy pary krolikow plus 2 urodzone. Razem:5 par krolikow.
Czwarty miesigc: pie¢ par krolikow plus 3 urodzone. Razem:8 par krolikow.
Pigty miesigc: osiem par krolikow plus 5 urodzonych. Razem: 13 par krolikow. itd.
Kolejne liczby krdlikow tworzq nam kolejne liczby pewnego ciggu!...
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CIAG FIBONACCIEGO

Kolejno odlicz! 1,2,3,4,5,6,7,8 .. A gdyby sprébowac¢ czegos innego? Zamienic
dodawanie do kazdej kolejnej liczby 1 na sumowanie dwdch poprzednich liczb?
Zaczynamy od 0 i tu zrobimy wyjatek, bo nastepna liczba to bedzie 1, a nie 0, wtedy
nie miatoby to sensu.

Mamy juz dwie liczby. Teraz czas utworzyc¢ kolejng

0+1=1 A zatem kolejna liczba naszego ciggu to réwniez 1.

1+1=2 na poczatku wszystko wyglada jak w zwyktym ciggu.

2+1=3 To takze wszyscy wiemy

Ale kolejna liczba bedzie inna niz w odliczaniu do 10....

2+3=5... W ciggu nie ma cyfry 4!

Teraz, kiedy juz znamy zasade tworzymy po prostu kolejne wyrazy: 3+5=8, 5+8=13
| tak dalej, i tak dalej. Na przyktad 140 wyraz ciggu wedtug Wikipedii to

81 055 900 096 023 504 197 206 408 605

Bardzo dtuga liczba! A to dopiero 140 wyraz!

W ten sposdb tworzymy kolejne wyrazy ciggu Fibonacciego. Tak, te kolejne cyfry
nazywajg sie wtasnie “wyrazy”.

Cigg Fibonacciego, jak wszystkie inne ciggi nie ma konca, to znaczy trwa
do nieskoniczonosci. Bo przeciez wszystkie kolejne liczby mozna do siebie dodawac
i otrzymywac zupetnie nowe, bardzo skomplikowane liczby, z ktérych przeczytaniem
niejeden z nas moégtby miec problem....

Podsumowujgc: jest to ciag liczb naturalnych, w ktérym pierwszg liczba jest 0, kolejna
to 1, a kazdy nastepny wyraz stanowi sume dwoéch poprzednich. Czasami za pierwsza
liczbe tego ciggu uznaje sie 1 i pomija sie pierwsze zero.

Ponizej prezentujemy 16 kolejnych wyrazen ciggu:

Numer |1 |2 |3 |4 |5|6 |7 |8 |9 |10|11(12|13 |14 |15 |16
Wyraz |0 |1 |1 |2 |3 |5 |8 |13 |21|34|55|89|144|233|377|610




WLASCIWOSCI LICZB CIAGU

W liczbach ciggu Fibonacciego szczegdlnie ciekawe sg ich wtasciwosci. DowiedziatySmy
sie, ze kazda z liczb podzielona przez te, ktdra jg poprzedza w mniejszym lub wiekszym
przyblizeniu daje liczbe @ (w przyblizeniu 1,618).

Np. 233:144=1,61805...

Znalazty$my takze kilka mniej znanych wtasciwosci, ktére maja liczby nalezgce do ciggu
Fibonacciego. Prezentujemy je ponizej i uzasadniamy:

Z wyjatkiem liczb jednocyfrowych zawsze cztery lub piec¢ nastepujgcych po sobie
liczb ma te sama liczbe cyfr w ukfadzie dziesietnym, np. 13, 21, 34, 55, 89 maja
po dwie cyfry

0, 1i 144 to jedyne liczby w catym ciggu, ktore sg kwadratami liczb catkowitych
(0'=0, 12= 1, 122= 144)

Co trzecia liczba z ciggu jest podzielna przez 2, co czwarta przez 3, czyli podzielne
przez2s3:1,2,3,5, 8, 13, 21, 34, 55, a podzielne przez3s3: 1, 2, 3,5, 8, 13, 21,
34,55

Kazda liczba catkowita oprdécz zera posiada wielokrotnos$é ktora jest liczbg
Fibonacciego,

np. 1 razy 3 to 3- liczba Fibonacciego

8 razy 18 to 144- liczba Fibonacciego

10 razy 61 to 610- liczba Fibonacciego

Najwiekszy wspolny dzielnik dwéch liczb Fibonacciego jest liczbg Fibonacciego.
Numer tej liczby jest rowny najwiekszemu wspdlnemu dzielnikowi numerdw
tych liczb,

np. wyrazy 34i 144

D34=(1,2,17,34),

D144=(1,2,3,6,9,16,24,48,72,144)

NWD-= 2 (liczba Fibonacciego)

144 to 12 wyraz ciggu.

34 to 9 wyraz ciggu.

NWD12i9) = 3 (liczba Fibonacciego)

Niektore z wyrazéw ciggu Fibonacciego s3 liczbami pierwszymi.
Nierozstrzygnietym problemem jest to, czy jest ich tutaj nieskonczenie wiele,
np.2,3,5, 13...

Wiadomo, ze jezeli dodamy do siebie dwie kolejne znane nam liczby ciggu to
utworzymy kolejng liczbe Fibonacciego, natomiast jesli jakies dwie od siebie
odejmiemy, wyjdzie liczba poprzednia.

np. 55+89= 144 wyraz 12 89- 55=34 wyraz 9



GEOMETRIA FIBONACCIEGO

Wyobrazmy sobie, ze dzielimy odcinek na dwie czesci

tak, ze stosunek dtugosci dtuzszej z nich do krétszej b

jest taki sam jak catego odcinka do czesci dtuzszej o b
i jest liczbg ®. Skomplikowane? Wocale nie! Na

przyktad, jesli nasz odcinek ma dfugos¢ 1m, ; _ azb = T8 =

to a=0,618m= 61,8 cm natomiast b=0,382=38,2 cm.

Dlaczego? Poniewaz jesli podzielimy 0,618 przez

0,382 wynik bedzie wynosit w przyblizeniu 1,618 (®).Te samg liczbe uzyskamy dzielgc
1 przez 0,618. Jest to zgodne z zasadg opisang powyzej i przedstawiong na rysunku.
Taki podziat nazywamy ztotym podziatem albo ztotg proporcja.

b W oparciu o cigg Fibonacciego oraz o ztotg proporcje mozemy
utworzy¢é ztoty prostokat. Jest to taki prostokat,

a W ktéorym stosunek jego bokéw to: b3=<D. Mozemy

do takiego prostokgta dodawac kolejne kwadraty o boku
a+b rownym dtuzszemu bokowi prostokata i zawsze wtedy
otrzymamy réwniez zfoty prostokat o bokach a+b oraz a

spetniajgcy warunek aaLbz ®. Mozemy takze porusza¢ sie w drugg strone

i odejmowac kolejne kwadraty, ale nadal powstata figura bedzie ztotym prostokatem.
Jesli kilkakrotnie powtdrzymy te czynnosci otrzymamy kolejne zmniejszajgce
lub zwiekszajace sie ztote prostokaty.

Przyjmijmy, Ze rysujemy nastepne kwadraty, tym samym powiekszajgc naszga figure.
W taki ztoty prostokat mozemy wpisac
spirale Fibonacciego, zwang takze zfota
spiralg. Takg samg spirale mozna utworzy¢ 8
rysujgc kwadraty o bokach odpowiadajgcych 19

kolejnym liczbom ciggu Fibonacciego. Jest to

bowiem graficzne przedstawienie liczb tego

. 2 5
ciagu. 3




Mozemy rowniez skonstruowac tak zwany ztoty kat, czyli kat sSrodkowy oparty
na mniejszym z dwéch fukéw ktdre powstang w wyniku ztotego podziatu okregu. Jego
miara to w przyblizeniu 137,5°. Takiej miary nie mozna wyrazi¢ w utamku zwyktym,
poniewaz jest to liczba niewymierna.

s O

% = ‘”a'b = ¢ (Phi) =1.61803399... © o =137.507764°... ~137.5°

lloraz miary ztotego kata oraz jego dopetnienia do kata petnego (w przyblizeniu jest
to 222,5°) jest réwny... oczywiscie ztotej liczbie i stad wtasnie pochodzi nazwa tego
kata.

Ztota proporcja jest szczegdlnie dobrze
widoczna /\

. Tebiesk - P
W matematycznej - niebieski _
. . czerwony‘q)
figurze zwanej czomwony _
pentagramem. Q

&1 - zlota liczba
Stosunek dtugosci =1,618033987...

26ttego boku do

niebieskiego to

ztota liczba. Stosunek boku niebieskiego do czerwonego

jest rowniez ztotg liczbg. Stosunek boku czerwonego

£ ' ” ﬁB, do zielonego rdéwniez daje nam ztotg liczbe.
. Przypomnijmy, ze pentagram to wielokat gwiazdzisty

ZtOWTROJKQTQ{ foremny. Jezeli narysujemy pieciokat foremny, to jego

przekatne utworzg wtasnie pentagram.

Ale na tym jeszcze nie koniec geometrii Fibonacciego! Istnieje takze ztoty trdjkat, czyli
tréjkat rownoramienny, w ktérym stosunek dtugosci boku do podstawy jest... znowu
rowny liczbie ®! Oba katy znajdujace sie przy podstawie tego tréjkagta majg miare 72°,
a kat pomiedzy ramionami to 36 °. W sumie, wszystkie katy tego tréjkata dajg 180°
i pamietamy, ze jest to suma katow w tréjkacie. Posiada on bardzo podobng wtasciwosé
co ztoty prostokat: mozna go dzieli¢ na coraz mniejsze trdjkaty, ktére nadal beda
ztotymi tréjkatami.



LICZBA ®

Liczba ®@ zwana jest ztotg liczbg i boska proporcjg ze wzgledu na to, ze wystepuje niemal
wszedzie! Wynosi ona w przyblizeniu 1,618.

Zaczynajgc od poczatku to jest ona dwudziestg pierwszg literg w alfabecie greckim,
a w systemie gregorianskim oznacza 500.

Bardzo interesujgce jest iz uzyskujemy jg (w przyblizeniu) np. gdy dzielimy przez siebie
dwa kolejne wyrazy ciggu Fibonacciego. Jednak najciekawsze jest to, iz im wyisze
wyrazy tego ciggu tym iloraz jest bardziej zblizony do liczby ® (1,618).

1123581321345589...
2/1=2

3/2=1,5

5/3=1,666...

8/5=1,6

13/8=1,625
21/13=1,615384615...
34/21=1,619047619...
55/34=1,617647058...
89/55=1,6181818181818...

Znalazty$my informacje, ze liczba @ jest rozwigzaniem pewnego réwnania.

x*—x—1=0

Pani pokazata nam sposdéb w jaki mozna rozwigzac takie rownanie:
1. Obliczamy delte.

A= (-1)%- 4*1 (-1)

A=5

2. Obliczamy pierwiastek z delty.

VA= V5



3. Wyliczamy x.

x = 1_2—\/5 (Jest to liczba ujemna)

_ 1+V5 142,236

= 1,618 —liczba @
2 2

4. Sprawdzamy czy x= 1,618.
1,618%-1,618-1=0,000076=0

TAK!!!
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ZASTOSOWANIA CIAGU FIBONACCIEGO

Cigg Fibonacciego otacza nas codziennie dostownie wszedzie! Gdziekolwiek
nie spojrzysz, tam mozna go znalez¢. Uzywany jest w sztuce, w architekturze,
w muzyce, spotykany w Swiecie roslin i zwierzat oraz w anatomii cztowieka, nawet
nasz mozg podswiadomie ,,woli” ztoty podziat!

Na kolejnych stronach pokazemy gdzie ,ukrywa sie” cigg Fibonacciego i zfota
proporcja. Wszystkie informacje znalaztySmy w Internecie, w ksigzkach
lub podpowiedzieli nam je rodzice i nauczyciele.
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CIAG FIBONACCIEGO W NATURZE

Rosliny wybraty sobie cigg Fibonacciego i liczbe ®. Widac to miedzy innymi w liczbie
pfatkdw kwiatow, poniewaz ich liczba u zdrowych i niezdeformowanych kwiatow
jest wyrazem ciggu. Dlatego tak trudno znalez¢ czterolistng koniczyne!

Oto przyktady kwiatédw o okreslonej liczbie ptatkow:

Kalia - 1 ptatek

Krwiowiec kanadyijski - Nagietek - 13 ptatkéw
8 ptatkéw
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Nie chodzi tutaj tylko o liczbe ptatkdw, caty proces wzrostu rosliny odbywa sie
wedtug ztotej proporcji. Liczby kolejnych gatezi oraz liczby lisci na poszczegdlnych
poziomach rozwoju rosliny sg po prostu kolejnymi liczbami ciggu Fibonacciego.
Podobnie jest w przypadku drzew. Bardzo dobrze wida¢ to na ponizszych
schematach:

$E 38 K8 3 3 38 R 35E 3 3E R RE R
13 AAIANA \NAA\PN

N WA A S

D\

NN T
R RSAA A, N\ /7

d Q
e
A

Liczba gatezi Liczba lisci

Liczba gatezi

A co ze ztotg spiralg w roslinach?

Odnajdziemy jg bez problemu w wiekszosci roslin: stoneczniki, szyszki, stokrotki,
ananasy, roze, brokuty, kalafiory... mozna by tak wymienia¢ bez konca...
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Nawet liczby lewo- i prawoskretnych
spiral s3 wyrazami ciggu Fibonacciego!

Wyrazy ciggu widac takze w sekcjach
owocow, czyli w ilosci fragmentow
na ktére podzielony jest dany owoc.
Wzrost owocéw daje przewidywalng
matematycznie liczbe ich sekcji.

grejpfrut =13

Dlaczego rosliny tak Scisle przestrzegajg liczb Fibonacciego?

Otdéz rozwdj taki pozwala maksymalnie wykorzysta¢ dostepne Swiatto, ktore jest
przeciez potrzebne roslinom do procesu fotosyntezy.

Wyobrazmy sobie, ze jesteSmy rosling.

Wyrasta nam pierwszy li$€. Jego miejsce na razie
nie ma wiekszego znaczenia. Czas zastanowi¢ sie,
gdzie powinien wyrosngc kolejny, aby oba liscie
miaty dostep do jak najwiekszej ilosci swiatfa.

14



Jedli wyrosnie tuz nad pierwszym on sam bedzie miat
dostep do swiatfa, ale catkowicie pozbawi pierwszego liscia
mozliwosci zachodzenia fotosyntezy (poniewaz nie moze
ona zajs$¢ bez dostepnosci Swiatta). To rozwigzanie sie nie
sprawdzi.

To moze kat 180°? Z pozoru
wydaje sie to idealnym
rozwigzaniem. Ale kolejny lis¢
wyro$nie  tuz nad tym
pierwszym i catkowicie pozbawi
go dostepu do swiatta. A wiec
i to rozwigzanie nie jest dobre!

Jesli spojrzymy na ten problem od strony matematycznej
okaze sie, ze zadna catkowita wartos¢ kata nie uchroni
kazdego liscia przed utratg dostepu do swiatta. Miara kata
musi  wiec by¢ liczbg niewymierng. Nadal jednak
nie wiadomo, dlaczego natura wybrata wfasnie liczbe ®
i ztoty kat (w przyblizeniu 137,508°). To wtasnie pod tym
katem wyrastajg kolejne liscie.
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Na stronach internetowych znalazty$my informacje, ze zgodnie ze zioty spiralg
formuja sie rédwniez huragany. Oto ich przyktfady:

Irene

t3czna liczba ofiar $miertelnych: 56
Ciénienie minimalne: 942 mb

Max. predko$¢ wiatru: 195 km/h
Data: 20.08. 2011 - 28.08.2011

Sandy

taczna liczba ofiar
émiertelnych: 285
Max. predko$¢ wiatru: 185 km/h

Ciénienie minimalne: 940 mb
Data: 22.10.2012 - 31.10.2012

Ztotq spirale moina dostrzec takze w niektdrych falach, szczegélnie w tych wielkich
oraz falach tsunami.

.* w

£

8
el
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CIAG FIBONACCIEGO W KOSMOSIE

Tak jak ztotg proporcje i cigg Fibonacciego mozna zaobserwowac¢ w zyciu roslin
na Ziemi, tak i w szerzej rozumianym wszechswiecie mozna dostrzec podobne
prawidfowosci.

Na poczatek zauwazono to w rozmiarze
Ziemi wzgledem Ksiezyca i odlegtosci od
tegoz satelity.

Przyjmijmy, ze promien Ziemi ma dfugosc¢ 1.
Wtedy odlegtos¢ mierzona od srodka Ziemi
do srodka Ksiezyca bedzie pierwiastkiem
kwadratowym z liczby O.

Wodwczas przeciwprostokatna tego trojkata
bedzie rowna liczbie .

Aby udowodnic¢ dtugosc
przeciwprostokatnej skorzystamy
z twierdzenia Pitagorasa, czyli:

a® + b? = ¢?

W naszym przypadku a= promien Ziemi, czyli 1. Natomiast b= odlegtos¢ mierzona od
srodka Ziemi do srodka Ksiezyca, ktéra wynosi VO (pierwiastek kwadratowy z liczby O©).
A c= przeciwprostokatna tego trojkata (D).

Podstawmy wiec teraz liczby do wzoru i sprawdzmy to!
12 + (V@)* = @?
L=1+(1,272)%>~ 2,618
P=(1,618)* ~ 2,618
L=P

Nasza teoria zostata wiec potwierdzona (uzyte przez nas liczby zostaty znaczaco
zaokraglone i stuzg tylko zaprezentowaniu zaleznosci).
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Ztotg proporcje mozna takze zaobserwowaé w naszym uktadzie planetarnym, czyli

w Ukfadzie Stonecznym.

108.21

149.60

[srednia odlegtosc]

Degree of vaniance

Refative

mean

1.61874
1.61803

(0.00043)

Wida¢ jg w odlegtosciach pomiedzy
planetami.

Weimy srednie odlegtosci w milionach
kilometréw podane przez NASA. Przyjmijmy,
ze odlegtos¢ miedzy Storicem a Merkurym to
1 i pozostate odlegtosci zostaty przeliczone
wzgledem tej.

Mozna sie zastanawiac czym jest Ceres? Jest
to planeta kartowata krgzgca wewnatrz pasa
planetoid pomiedzy Marsem a Jowiszem.

Jesli wyliczymy srednig odlegtos¢ pomiedzy
dwiema kolejnymi planetami otrzymamy
(w mniejszym lub wiekszym przyblizeniu)
liczbe O.

Oddalajgc sie jeszcze bardziej od naszej
planety Ziemi zauwazymy galaktyki spiralne.

Gdy sie im doktadnie przyjrzymy, zauwazymy spirale Fibonacciego. Oto przyktady tego

typu galaktyk:
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CIAG FIBONACCIEGO W MISTYCYZMIE

Liczby Fibonacciego obserwujemy réwniez w wierzeniach wielu kultur i religii, czyli
w mistycyzmie.

w Kabale, czyli
DI 100 mistycyzmie judaizmu, do
2 = Bet 200
3 = Gimel 300 kazdej litery Biblii jest

T = Dalet
7 = Hey
1 =Vav

e przypisana dana cyfra.

Final Letters: Mozna wigc zsumowac

1 =FinalChaf 20 wartosci liczbowe

Q = Final Mem 40 poszczegolnych wyrazow.
1 = Final Nun 50

f] = Final Peh 80
Y = Final Tzadik 90

T = Zayin
M = Het
O = Tet

O 0N oA WN -

Jednak gdzie w tym
wszystkim sg liczby
Fibonacciego?0t6z mozna
je znalez¢ w poszczegdlnych waznych dla judaizmu wyrazach:

- OGROD EDEN - suma wartosci liczbowych tego wyrazu wynosi 144

- DRZEWO ZYCIA W OGRODZIE EDEN - suma wartosci liczbowych tego wyrazu wynosi
233

Te liczby (144,233) nalezg do ciggu Fibonacciego, natomiast podzielone przez siebie
(233:144=1,618) dajg liczbe O.

Z kolei suma wartosci liczbowych nazwy DRZEWO WIEDZY | POZNANIA DOBRA | ZtA
to 932. Co prawda nie jest to liczba Fibonacciego, ale 932= 233*4,

W wymiarach Arki Przymierza i Arki Noego widac¢ liczbe O.
Arka Przymierza

Wj 25, 10:

I uczyniq arke z drzewa akacjowego;

Jej dtugosc bedzie wynosita 2,5 tokcia;

jej wysokosc 1,5 fokcia i jej szerokosc 1,5 tokcia.

2,5:1,5=1,666...=0
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Arka Noego

Rdz 6,15:

A oto, jak masz jg wykonac:
dtugosc arki- 300 tokci,

50 tokci jej szerokos¢

| wysokosc jej 30 tokci.
50:30=1,666...=0

W Apokalipsie znajdziemy informacje moéwigca o liczbie zbawionych.
Ap 7,4

| ustyszatem liczbe opieczetowanych:

144 tysiqce opieczetowanych

ze wszystkich pokoler syndow lzraela

144 = 122 - liczba Fibonacciego

Tak wiec liczba zbawionych 144 jest liczbg Fibonacciego. Jest réwniez kwadratem liczby
12, zresztg tyle wiasnie byto pokolen Izraela.
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CIAG FIBONACCIEGO W ANATOMII LUDZI

Ztoty podziat i liczbe @ odnajdziemy takie w proporcjach naszego ciata. Jednak
u niewielu ludzi sg one idealne, lecz zawsze bedgy zblizone. Idealny ztoty podziat
wystepuje w przypadku ,,idealnego” ludzkiego ciafa.

Stosunek wzrostu cztowieka
do odlegtosci od stop do

Stosunek odlegtosci od koniuszkéw
palcéw do tokci do odlegtosci od tokcia
Pepka=1,618 (D). do nadgarstka=1,618 (D)

Stosunek odlegtosci od ramion Stosunek odlegtosci od pepka
do czubka gtowy do odlegtosci do czubka gtowy do odlegtosci
od brody do czubka gtowy=1,618 od ramion do czubka

(D) gtowy=1,618 (D)
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Stosunek odlegtosci od kolana
do pepka do odlegtosci od
kolana do stopy= 1,618 (®)

Masz dwie rece, a kazda sktada
sie z pieciu palcéw. Osiem
palcow sktada sie z trzech
paliczkdw, dwa kciuki sktadajg
sie z dwodch paliczkow.

Stosunki dtugosci palcow odpowiadajg liczbom
Fibonacciego. Dtugos¢ srodkowego palca do
matego to liczba O.
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Stosunek dtugosci dwdch przednich

zebdw do ich wysokosci=1,618... (D) To tez liczba .

Stosunek wysokosci twarzy Odlegtos¢ od brwi do ust
do jej szerokosci= 1,618... (D) do dtugosci nosa= 1,618... (D)

Stosunek wysokosci twarzy
do odlegtosci od brwido
podbrdodka= 1,618 (D)

Szerokos$¢ ust do szerokosci podstawy nosa=
1,618 ()
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Stosunek odlegtosci miedzy W ramach ciekawostki znalaztySmy informacje,

oczyma do odlegtosci miedzy ze twarze osdb, ktore prezentowaty idealnie ztoty

brwiami= 1,618 (®) podziat i cechy wskazane powyzej zostaty najwyzej
ocenione przez ankietowanych pfci przeciwnej.

The Windp/i/pti/

Taka sama zasada jak przy wzroscie
roslin obowigzuje réwniez w tworzeniu
sie rozgatezien w naszych ptucach.

<Tu takie jest widoczna spirala
Fibonacciego.
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Struktura DNA Nawet spirale DNA zachowujg ztote
proporcje. Molekuta DNA ma 34
angstremy dfugosci na 21 angstremoéw
szerokosci dla kazdego petnego cyklu
podwodjnej helisy DNA.

Podziat komoérki rakowej

Na zdjeciu uzyto po klatkowej mikroskopii o
konfokalnej aby pokazaé dokonujacy sie podziat komérkowa
komorki rakowe] i po prostu mitoze komdrkowa.
DNA zaprezentowano w kolorze czerwonym, a
btona komodrkowa ma kolor niebiesko-zielony,
turkusowy. Okragta komodrka w srodku spirali ma
$rednice 20 mikrondw. Zdjecie jest autorstwa
Kuan - Chung Su (LRI).
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Nie konczy sie to na tych przyktadach! Jest ich

o wiele wiecej! Oto niektdre z nich:

Przez zacisnietg pies¢ cztowieka mozna
poprowadzié spirale Fibonacciego.

Ztotg spirale mozna tez odnalez¢ w ksztatcie naszego ucha.
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CIAG FIBONACCIEGO W SWIECIE ZWIERZAT

Tak jak w ciele cztowieka w wielu miejscach wida¢ ztotg proporcje, tak i w swiecie
zwierzat mozna jg zobaczy¢.

Ztota spirala wystepuje takze
w ksztatcie niektdrych muszli.

Te prawidtowosé
mozna réwniez
dostrzec w ogonach...

... oraz innych czesciach ciata zwierzat.
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W ciele zwierzat mozna takze odnalezc ztotg proporcje.

W stosunku gtowy do tutowia
i do odwtoku mrowki.
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CIAG FIBONACCIEGO W SZTUCE

Ztotg spirale i ztoty podziat mozina takie odnalezé w sztuce, miedzy innymi
w malarstwie i muzyce. Zgodnie z nig zostato stworzone wiele bezcennych dziet
znanych artystow.

Cztowiek witruwianski Mona Lisa

Leonardo da Vinci Leonardo da Vinci

Dziewczyna z pertg Madonna Aldobrandini

Jan Vermeer Rafael Santi
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Jan Chrzciciel Stworzenie Adama

Leonardo da Vinci Michat Aniot

Gwiazdzista
noc

Vincent van
Gogh

Ostatnia wieczerza

Salvador Dali
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1LOCA

Warto zaznaczy¢, ze rzeczy zawierajgce spirale Fibonacciego i ztotg proporcje
sg przyjemne w odbiorze i bardziej zapamietywane. Dlatego wielu projektéw log
korzysta z tego triku by przyciggna¢ uwage odbiorcéw. Oto przyktady takich symboli
znanych marek.

.

QO

A
o
Q

b
b % =1.618 111
% =1.618 1! ratio ratio
Logo Pepsi Logo iCloud
NATIONAL
GEOGRAPHIC

ratio

Logo Apple

@@ TOYOTA

Logo Toyoty Logo bp
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Muzyvka

Liczby Fibonacciego, a takze ztotg proporcje mozna odnalezé réwniez w muzyce czy
instrumentach muzycznych.

Ztoty podziat wystepuje
w skrzypcach.

Kanon D-Dur Pachelbela
At LI

13

WspotczesSnie odnajdziesz fragmenty kanonu w utworach:

Vitamin C - The Graduation Song Aerosmith - Cryin' The Original Caste - One Tin Soldier

Blues Traveler - Hook Green Day - Basket Case Matchbox 20 - Push Better than Ezra - Good
Bush - Machine Head U2 - With or Without You Natalie Imbruglia - Torn

Avril Lavigne - Sk8tr Boy Twisted Sister - We're Not Gonna Take It No Use for a Name -
Laverne and Shirley Bob Marley and the Wailers - Woman No Cry The Beatles - Let It Be

Jak widaé na ilustracji w uktadzie nut w Kanonie D-Dur Pachelbela réwniez wystepujg

liczby Fibonacciego. Jest on bardzo przyjemny dla ucha i z tego powodu wielu twércow
uzywa fragmentdow tego utworu w swoich piosenkach.
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CIAG FIBONACCIEGO W ARCHITEKTURZE

Tak samo jak w sztuce i muzyce takze w architekturze mozna odnalez¢ elementy ciggu
Fibonacciego i ztotg proporcje.

Partenon, Grecja

Katedra Notre Dame,
Francja

377.9

612.01 / 377.9 = 1.61950...

Piramidy, Egipt
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CIAG FIBONACCIEGO W MATEMATYCE

Modulo 7 liczb Fibonacciego

A teraz dokonajmy reszty z dzielenia wyrazow ciggu Fibonacciego przez dowolng
liczbe catkowita. Niech to bedzie 7. Wyznaczenie reszty z dzielenia w matematyce
nazywamy ,,modulo”.

MODULO 7 LICZB FIBONACCIEGO

Wyraznr 1: 1 mod 7=1 Wyraz nr 17: 1597 mod 7=1
Wyraznr2:1mod 7=1 Wyraz nr 18: 2584 mod 7=1
Wyraz nr 3: 2 mod 7= 2 Wyraz nr 19: 4181 mod 7= 2
Wyraz nr 4: 3 mod 7=3 Wyraz nr 20: 6765 mod 7=3
Wyraznr5:5mod 7=5 Wyraz nr 21: 10946 mod 7=5
Wyraznr6: 8 mod 7=1 Wyraznr 22: 17711 mod 7=1
Wyraz nr 7: 13 mod 7=6 Wyraz nr 23: 28657 mod 7=6
Wyraznr 8:21 mod 7=0 Wyraz nr 24: 46368 mod 7=0
Wyraznr 9: 34 mod 7=6 Wyraz nr 25: 75025 mod 7= 6
Wyraz nr 10: 55 mod 7=6 Wyraz nr 26: 121393 mod 7= 6
Wyraz nr 11:89 mod 7=5 Wyraz nr 27: 196418 mod 7=5
Wyraz nr 12: 144 mod 7=4 Wyraz nr 28: 317811 mod 7=4
Wyraz nr 13: 233 mod 7= 2 Wyraz nr 29: 514229 mod 7=2
Wyraz nr 14: 377 mod 7= 6 Wyraz nr 30: 832040 mod 7=6
Wyraz nr 15: 610 mod 7=1 Wyraz nr 31: 1346269 mod 7=1
Wyraz nr 16: 987 mod 7=0 Wyraz nr 32: 2178309 mod 7=0

Reszta z dzielenia 1:7 (ani jedna siddemka nie miesci sie w jedynce) wiec reszta to 1.
W ésemce miesci sie jedna siédemka i resztato 1. W trzynastce tez miesci sie jedna
si6demka i reszta to 6. | tak dalej wyznaczamy modulo 7 dla kolejnych liczb ciggu.
Zauwazymy wystepowanie cyklicznosci. Widzimy sekcje tych samych liczb co 16
wyrazen ciggu. Ten okres liczcbowy bedzie sie tak powtarzat co 16 w nieskoficzonosé.
Taki okres w matematyce nazywamy okresem Pasano. Co ciekawe, Pisano to
przydomek nie kogo innego jak Fibonacciego. Ta zaleznos$¢ jest przyktadem fraktalnej
natury ciggu Fibonacciego.

34




Aby sie upewnic, sprawdzitySmy takze modulo 2 tych liczb.

MODULO 2 LICZB FIBONACCIEGO

Wyraznr1: 1 mod 2=1

Wyraz nr 17: 1597 mod 2=1

Wyraznr 2: 1 mod 2=1

Wyraz nr 18: 2584 mod 2=0

Wyraznr 3:2mod 2=0

Wyraz nr 19: 4181 mod 2=1

Wyraz nr 4: 3 mod 2=1

Wyraz nr 20: 6765 mod 2=1

Wyraz nr 5: 5 mod 2=1

Wyraz nr 21: 10946 mod 2=0

Wyraz nr 6: 8 mod 2=0

Wyraz nr 22: 17711 mod 2=1

Wyraznr 7: 13 mod 2=1

Wyraz nr 23: 28657 mod 2=1

Wyraz nr 8: 21 mod 2=1

Wyraz nr 24: 46368 mod 2=0

Wyraz nr 9: 34 mod 2=0

Wyraz nr 25: 75025 mod 2=1

Wyraz nr 10: 55 mod 2=1

Wyraz nr 26: 121393 mod 2=1

Wyraz nr 11:89 mod 2=1

Wyraz nr 27: 196418 mod 2=0

Wyraz nr 12: 144 mod 2=0

Wyraz nr 28: 317811 mod 2=1

Wyraz nr 13: 233 mod 2=1

Wyraz nr 29: 514229 mod 2=1

Wyraz nr 14: 377 mod 2=1

Wyraz nr 30: 832040 mod 2=0

Wyraz nr 15: 610 mod 2=0

Wyraz nr 31: 1346269 mod 2=1

Wyraz nr 16: 987 mod 2=1

Wyraz nr 32: 2178309 mod 2=1

Okresy Pasano w tym przypadku majg dtugosc 3.
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Kolejnym przyktadem fraktalnej natury jest zapis w systemie
binarnym kolejnych liczb Fibonacciego. Dla lepszej przejrzystosci
kazde zero zastgpimy biatym punktem, a kazda jedynke czarnym.
Stworzymy w ten sposdb wydtuzajacy sie ku dotowi tréjkat ktérego
elementy powtarzajg sie fraktalnie.




TROJKAT PascaLh a
Kozda. Viccka m trojgde jest su
d?a:d\a ﬁ\;.h z:;édt\gch ohd‘&q um%k::?

ienovxq, lickbg,
Liczba 4 ?:Aude 4
o

Lczba no. drodxu

oo Jo4 | 4\ .
royq ¥a +0 2, ponewar nad
/] 2 T4\
jedynki a A+A =2

\ Pascala~ 2+4=19
Ocywiscie +rojrqt Pascala Nie brak +u ek
moina 4ok powigrezaé dodajqc Rbomacciego! 4,2,3 §...

natomiast 4+ 6= 40

Podobro odiagio g0 JO5t Mguany troyqtem

no. pagomie X| i Qu W. scam,?odewa-i Yo Blaise

w Chinach i jedmoedi® Poscal dokonal waosagch odknyé

poez Omara Ch:s‘)ona. X mim ’W"qm'ﬁch,m Yo sam
kgt odkrgto duzo wcredaig).

Zdjecie widoczne powyzej przedstawia tak zwany trojkat Pascala. Zasada tworzenia
kolejnych jego liczb jest bardzo podobna do tworzenia kolejnych liczb naszego ciggu:
na samej goérze znajduje sie 1, ponizej dwie jedynki. 1=1=2. Ponizsza liczba to 2. Teraz
z obu stron ponizej napiszemy 3. Dlaczego? Bo 1+2=3. Nastepnie 1+3=4, a 3+3=6. | tak
dalej, i tak dalej. Ow tréjkat zawiera takze liczby Fibonacciego, miedzy innymi 1, 2, 3
albo 5.
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BADANIE PROPORCIJI W CIELE CZLtOWIEKA

Nasze badanie proporcji w ludzkim ciele zostato przeprowadzone na kilku osobach
dorostych, lecz wiekszos¢ z badanych to nastolatki, ktdre sg dopiero w okresie wzrostu.

Jako ztotg proporcje uznajemy (ze wzgledu na przyblizenie i ewentualne btedy
w pomiarach) stosunek od 1,550-1,700. W tej sytuacji przyznajemy punkt.
W przeciwnym razie osoba nie otrzymuje punktu. Ponizej prezentujemy na tej
podstawie wyniki eksperymentu. Wszystkie odlegtosci zostaty wyrazone
w centymetrach.

Osoba | Osoba | Osoba | Osoba | Osoba | Osoba | Osoba | Osoba | Osoba | Osoba
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Wzrost: 150 149 149 156 168 155 163 164 175 161
Od stop 88 91 92 99 104 95 101 97 109 98
do
pepka:
Stosunek: | 1,704 | 1,637 | 1,619 | 1,57 | 1,615 | 1632 | 1,613 | 1,69 | 1,61 1,64
Punkty: 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Od 62 57 57 58 68 58 62 64 66 63
pepka do
czubka
gtowy:
Od 24 30 47 37 41 25 32 25 38 30
ramienia
do
czubka
gtowy:
Stosunek: | 2,583...| 19 1,212 | 1,56 | 1,658 | 2,32 | 1,937 | 2,56 1,7 2,1
Punkty: 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0
Od 49 45 48 54 53 47 54 53 61 54
pepka do
kolana:
Od 42 40 48 50 52 47 47 44 38 44
kolana
do stopy:
Stosunek: | 1,166... | 1,125 1 1,08 | 1,019 1 1,148 | 1,2 1,6 1,22
Punkty: 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Punkty 0 1 1 2 2 1 1 1 3 1
(tacznie)
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W przypadku naszych badanych zaobserwowalismy tylko jedna osobe, ktorej
budowa jest w 100% zgodna ze ztotym podziatem. Za to u kazdego byta ona
widoczna w stosunku wzrostu do odlegtosci od pepka do stopy. Wyjatkiem jest
Osoba 1, ktorej mimo to zabrakto do perfekcji bardzo niewiele. U nas zaledwie
10 % badanych miato budowe catkowicie zgodna ze ztotg proporcja, jednak
rozumiemy, ze prébka nie jest reprezentatywna (niestety z powodu pandemii
i zamkniecia szkot przeprowadzenie badania na wiekszej liczbie os6b okazato sie
niemozliwe) i w ogole spoteczenstwa wartos¢ ta moze by¢ zupetnie inna.
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EKSPERYMENT

W Internecie znalazty$Smy stwierdzenie, ze ludziom bardziej w pamie¢ zapadajg zdjecia,
ktore zawierajg spirale Fibonacciego. Postanowitysmy to sprawdzic.

Nasz eksperyment polegat na tym, ze pokazywatySmy osobom dziesie¢ par obrazkow,
z ktérych jeden zawierat co$ zwigzanego z Fibonaccim, a drugi nie. Ponizej
prezentujemy te zdjecia.

Jest spirala. Nie ma spirali.

Jest spirala. Nie ma spirali.

39



Jest spirala. Nie ma spirali.
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Jest spirala. Nie ma spirali.

N "
aqaiadas

Nie ma ztotego podziatu. Jest ztoty podziat.
Jest ztoty podziat. Nie ma ztotego podziatu.
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Nie ma spirali. Jest spirala.

Jest spirala. Nie ma spirali.
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Dzieci do lat 8 (kat.1)

Badanych oséb: 2, w tym 1 kobieta i 1 mezczyzna

Kobiety Mezczyzini

70% 50%
60%
50%
40%
30%
20%
10%
0%

40%

30%

20%

10%

0%
Marlena Henryk

H Kobiety W Mezczyzni

Srednia kobiet w tej kategorii to 60 %, a $rednia mezczyzn to 40 %. W takim razie $redni
wynik w tej kategorii wiekowej to 50%. Zdajemy sobie sprawe z tego, ze ilos¢ badanych
nie jest reprezentatywna i wiemy, ze przewaga kobiet moze by¢ skutkiem anomalii
ze wzgledu na matg ilo$¢ oséb. Wynika ona z pandemii i mozliwosci przeprowadzenia
badan wytgcznie na naszych rodzinach.

Dzieci do lat 11 (kat.2)

Badanych: 3, w tym 2 kobiety i 1 mezczyzna

Kobiety Mezczyzni
80% 80%
60% 60%
40% 40%
20% 20%
0% 0%

Klaudia Zuzanna Woijciech

B Kobiety B Mezczyzni

Srednia kobiet w tej kategorii to 55%, a mezczyzn to 60%. Sredni wynik w tej kategorii
wynosi okoto 57%. Wyzszy wynik uzyskali mezczyzni.
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Nastolatkowie do lat 18 (kat.3)

Badanych: 14, w tym 11 kobiet i 3 mezczyzn

Kobiet o
Y Mezczyzni
100%
: 60%
80%
60‘; 50%
40‘; 40%
20‘; 30%
()
0% 20%
()
XL R ER PR 10%
@ & N \/Q' ‘00 quo (\ﬁ @ RN &O\ OQ 0%
o @ 2 () &
v & 3 NI
N Emil Julian Antoni
B Kobiety W Mezczyzni

Sredni wynik kobiet w tej kategorii to 59%, a mezczyzn 50%. Sredni wynik w tej
kategorii wynosi wiec 57%. Wyzsza liczba badanych jest wynikiem tego, iz jest
to kategoria wiekowa przyjaciét z naszych klas.

Dorosli od lat 18 (kat.4)

Badanych: 5, w tym 3 kobiety i 2 mezczyzn

Kobiety Mezczyzni
85% 75%
80% 70%
75% 65%
70% 60%
65% . 55% -
Teresa Anna Agnieszka Marek Marcin
M Kobiety W Mezczyzni

Sredni wynik w tej kategorii kobiet to 77%, a meiczyzn 65%. Sredni wynik w tej
kategorii wynosi wiec 72%.
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50%
40%
30%
20%
10%

0%

Sredni wynik kobiet w tej kategorii to 40%, a meiczyzn- 60%. Sredni wynik w tej

Starsi powyzej 60 r. zycia (kat.5)

Badanych:2, w tym 1 kobieta i 1 mezczyzna

Kobiety

Krystyna

H Kobiety

kategorii wynosi wiec 50%.

W naszym eksperymencie zbadatysmy tacznie 26 oséb, w tym 18 kobiet i 8 mezczyzn.
Sredni wynik wszystkich badanych to 59%. Sredni wynik kobiet wynidst 60,5%,
a mezczyzn 55%. Widac tutaj sporg przewage kobiet, jednakze moze by¢ ona wynikiem
zdarzen losowych lub zbyt matej grupy badanych.

Skoro sredni wynik to prawie 60% mozna uznac, ze teoria zostata potwierdzona,

chociaz nie u wszystkich dziata.

80%

60%

40%

20%

0%

Mezczyzni

Szymon

B Mezczyzni

Ponizej prezentujemy ile oséb na 26 badanych wskazato poprawnie dany obraz:

llu lle kobiet? lle razem?
mezczyzn? (na 18) (na 26)
(na 8)
| para KOSMOS 4 4 8
Il para MUSZLE 5 12 17
lll para KAKTUSY 3 6 9
IV para OWOCE 2 11 13
V para NATURA 5 11 16
VI para LOGA 2 11 13
VIl para LOGA 6 8 14
SAMOCHODOW
VIl para OBRAZY 7 16 23
IX para ZABYTKI 4 14 18
X para POGODA 4 9 13
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Najwiecej osdb wybrato obraz ze spiralg w VIII parze, czyli tam gdzie przedstawiono
obrazy, a najmniej w | parze, czyli w obrazkach dotyczgcych kosmosu.
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PODSUMOWANIE

W ramach podsumowania chciatybySmy dodal pare stow. Szukanie
informacji do przygotowania pracy byto bardzo interesujgce i niezmiernie
ciekawe. Oprdcz tematu pracy znalaztySmy tez informacje z innych kategorii,
miedzy innymi biologii czy anatomii ludzi. Poznatysmy tez wiele niesamowitych
mechanizméw dziatania naszego swiata. W przysztosci planujemy zgtebiac
tematy zwigzane z tym zagadnieniem. Cieszymy sie, ze praca pomogfa nam
odkry¢ nowe zainteresowania. PoswiecitySmy kilkadziesigt godzin, by ja
przygotowac, ale jestesmy bardzo zadowolone 1z efektu koncowego.
Chciatybysmy tez podziekowac za pomoc Pani Matgorzacie Niewidok oraz Pani
Annie Tomasik, ktore bardzo pomogty w wykonaniu naszej pracy oraz wszystkim
badanym osobom, ktére poswiecity swdj czas, by uczestniczyé w naszym
projekcie. Bardzo dziekujemy réwniez naszym rodzicom, przyjaciotom
i wszystkim, ktorzy pomogli w napisaniu pracy za podpowiedzi oraz motywacje
do dziatania.
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https://www.youtube.com/watch?v=yy_E-dcfTzQ
https://www.youtube.com/watch?v=wb7kPaM8cfg
https://www.castorama.pl/kalia-ins-1048558.html
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Strona 13 (zdj. Stonecznika)
https://www.grupatopex.com/weztonawarsztat/ogrodnicy/slonecznik-
zwyczajny-wysiew-stanowisko-pielegnacja-wymagania/

Strona 13 (zdj. Stokrotki) https://www.weranda.pl/ogrody/rosliny/Stokrotka-
krolowa-polskich-lak

Strona 15 (zdj. Lilii wodnej) https://sadzawka.pl/Nymphaea Attraction-
Lilia_wodna

Strona 15 (ztoty kat) https://bigosmatematyczny.pl/zlota-proporcja/

Strona 16 (2 zdj. Fali) https://www.wodkany.pl/trzy-najciekawsze-krzywe-w-
hydraulice/

Strona 16 (1 zdj. Fali) https://www.swiatmatematyki.pl/index.php?p=1036
Strona 18 (zdj. Planet) https://fajnepodroze.pl/ciekawostki-uklad-sloneczny/
Strona 18 (galaktyka zdj. 1)
http://jaorazmojapasja.blogspot.com/2019/01/ciag-fibonacciego.html
Strona 18 (galaktyka zdj. 2) http://zloty-podzial-i-ciag-
fibonacciego.manifo.com/galeria

Strona 25 (zdj. DNA) https://fizjoterapeuty.pl/fizjologia/dna.html

Strona 26 i 27 https://treborok.wordpress.com/zaszyfrowane-prawo-przyrody/
Strona 27 (zdjecie muszli 1) https://treborok.wordpress.com/zaszyfrowane-
prawo-przyrody/

Strona 27 (zdjecie muszli 2) https://akademiaducha.pl/tag/ciag-fibonacciego/
Strona 29/30 http://nostresskat.pl/2020/05/22/zloty-podzial-matematyczna-
perfekcja-w-naturze-i-sztuce/

Strona 29 (zdj. Cztowieka Witruwianskiego)
https://www.obrazydeco.pl/reprodukcje-slawnych-malarzy/159-czlowiek-
witruwianski-reprodukcja-obraz-na-plotnie.html

Strona 30 (Gwiazdzista Noc) https://twoja-sztuka.pl/product-pol-8549-Vincent-
van-Gogh-Gwiazdzista-noc-50x70-cm-G92536.html

Strona 31 (logo Pepsi i logo Apple) https://www.pawelkepa.pl/pl,236,zloty-
podzial-w-marketingu

Strona 31 (logo iCloud)
https://tomscctwebblog.wordpress.com/2014/03/04/the-golden-ratio-and-
logo-design/

Strona 31 (logo National Geographic, Toyoty i

BP) https://c.mi.com/forum.php?mod=viewthread&tid=3146043&aid=612985
2&from=album&page=1

Strona 35 (zapis ciggu Fibonacciego w systemie binarnym)
https://pl.wikipedia.org/wiki/Ci%C4%85g Fibonacciego

Strona 36 (trdjkat Pascala)- rysunek wtasny

Zrédta zdje¢ z eksperymentu (strona 39/40/41/42):
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https://tvn24.pl/tvnmeteo/nauka/pelnia-ksiezyca-kiedy-pelnia-w-2021-roku-
co-to-jest-niebieski-ksiezyc-5435478
https://kuzniagrafiki.pl/pl/p/Muszla-62/566
https://www.kolorowankimalowanki.pl/kolorowanka-morskich-

muszli 16338.html
http://jaorazmojapasja.blogspot.com/2019/01/ciag-fibonacciego.html
https://zielonyogrodek.pl/dom-i-balkon/rosliny-w-mieszkaniu/7453-
najpiekniejsze-kaktusy-i-sukulenty
https://www.tajemnice-swiata.pl/ciag-fibonacciego/
https://zdrowie.wprost.pl/odzywianie/produkty/10153552/kiwi-wlasciwosci-
kalorie-zastosowanie.html
https://www.claudia.pl/artykul/slonecznik-jak-sadzic-i-pielegnowac-kwiat-
slonca
https://www.polityka.pl/tygodnikpolityka/rynek/1529597,1,cba-bierze-sie-za-
skup-zboza.read
https://thebait.no/en/product/apple-logo-sticker-for-computer-case/
https://pl.m.wikipedia.org/wiki/Plik:Adidas Logo.svg
https://www.toyota.pl/

https://pl.m.wikipedia.org/wiki/Plik:Logo Renault Fl.png
https://info.wyborcza.pl/temat/wyborcza/drzeworyt
https://www.bimago.pl/plakaty/japonski-drzeworyt-poster-137489.html
https://pl.wikipedia.org/wiki/Huragan
https://www.wirtualnemedia.pl/artykul/chinscy-naukowcy-uzyli-fal-
dzwiekowych-by-zwiekszyc-opady-deszczu
https://www.studiomkwadrat.pl/zloty-podzial-a-architektura-wnetrz/
https://naszkrakow.com.pl/2020/08/01/krakow-kaplica-zygmuntowska-
dostepna-dla-zwiedzajacych/
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