DLACZEGO 2+2=47

(I INNE TEGO TYPU PYTANIA)
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WSTEP

W tej pracy postaram sie zrealizowaé nastepujgce cele:
1. Zebranieinformacje dotyczgce aksjomatyki zbioréw liczbowych
2. Pokazanie konstrukcji zbioréw liczbowych
3. Ukazanie wzrastajgcej trudnosci w wykonywaniu dziatan na wzorach.
4. Udowodnienie, Ze niektére struktury sg liczbami wbrew intuicji.
5. Ukazanie wptywu réwnan potrzebnych do rozwigzania na
Ponadto chciatbym odpowiedzie¢ na nastepujgce pytania
1. Dlaczego 2+2=47
2. Dlaczego 3-4=127
3. Dlaczego nie mozna dzieli¢ przez zero?, czyli dlaczego 2=1
4. Jak mozna umrze¢ za odkrycia matematyczne?
5. Czy 1,000..=0,99999...7
6. Czy istnieje y/— 1?
7. Cooznaczae ?
8. Skad pochodzg wektory?
9. Czy rozwinigcie dziesietne moze by¢ na poczatku liczby?
10. Co to jest nieskonczonosc?

Mam nadzieje, ze udato mi sie tymi pytaniami zaciekawi¢ wszystkich, ktérzy beda czytac te prace.

Ponadto w tej pracy bedg uzywane miedzynarodowe symbole oznaczen zbioréw (czasami ze
wzgledu na ograniczenia techniczne nie bedg one pogrubione)
a. N liczby naturalne
Z liczby catkowite
Q liczby wymierne
R liczby rzeczywiste
C liczby zespolone
H kwaterniony
Qp liczby adyczne.

@ ~poovo

Obliczenia wykonane samodzielnie byty wzorowane na literaturze.
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Informacja nauczyciela.

Jakub jest uczniem klasy pierwszej o poszerzonym programie nauczania matematyki,
fizyki i jezyka angielskiego. W Maiopolskim Konkursie Prac Matematycznych startuje po
~raz pierwszy.

Jakuba poznatam w 2021 roku, gdy rozpoczat nauke w naszym liceum. Szybko dat sie
poznac¢ jako osoba utalentowana matematycznie, pracowita i zdyscyplinowana.
Przedstawiane przez niego rozwigzania zadan cechuje wysoki stopieri zrozumienia
przerabianego materiatu, precyzja i duza kultura matematyczna.

Uczen preferuje prace samodzielng, ale potrafi rowniez zgodnie pracowaé w grupie,
dzielgc sig swojg wiedzg i doswiadczeniem z innymi uczniami.

Jakub nieustannie poszerza swojg wiedze i umiejetnosci matematyczne, rozwija swoje
zainteresowania, czego dowodem jest niniejsza praca napisana przez Niego
samodzielnie. Treéci w niej zawarte wykraczaja poza podstawe programowg nauczania
matematyki w szkole ponadpodstawowej. Musze przyznaé, ze przeczytatam jg z
zainteresowaniem. W tej pracy wida¢ ciekawe podejécie do niektérych zagadnieri
matematycznych. Diatego tez praca z Jakubem daje duzo satysfakgiji.
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AKSJOMATY PEANO

Aksjomaty Peano-rygorystyczne podstawy w teorii liczb, bedgce odpowiednikiem poje¢
pierwotnych w geometrii euklidesowej
Aksjomaty Peano sg bardzo wazne dla matematyki. Definiujg one zbidr liczb naturalnych- najbardziej
intuicyjny zbiér niezbedny konstruowania innych liczb.
Aich tres¢ jest nastepujgca:

& 'jest liczbg naturalng.

Kazda liczba naturalna posiada nastepnik w zbiorze liczb naturalnych.

& nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalne;j.

Jesli nastepniki dwdch liczb naturalnych sg te same,to oryginalne liczby sg te same
Jesli zbidr zawiera ¢ i nastepnik kazdej liczby jest w zbiorze,to wtedy zbiér zawiera
liczby naturalne.

Naszym celem jest zdefiniowanie zbioru liczb naturalnych . Pozwole sobie oméwi¢ kazdy
z tych aksjomatéw pod katem jego przydatnosci w realizacji zatozonego zadania

¢ jest liczbg naturalng- ten aksjomat gwarantuje,ze zbiér liczb naturalnych nie jest
pusty, ze “bedzie na czym” konstruowac zbiér N

Kazda liczba naturalna posiada nastepnik w zbiorze liczb naturalnych- pomiedzy
elementami zbioru istnieje zwigzek. Niech podana bedzie liczba u. Liczba ta moze
miec tylko jeden nastepnik, ewentualnie zapisany w réznych formach. np S(u)
S(S....(S(P)).

& nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalnej- zbidr liczb naturalnych nie moze
w catosci by¢ petlg. Zbiér posiada najmniejszy element, ¢

Jesli nastepniki dwdch liczb naturalnych sg te same,to oryginalne liczby sg te
same-zeby zbior magt posiadaé zapetlenie, to liczba musiatoby by¢ nastepnikiem
dwdéch liczb, co nie jest mozliwe. Zatem tancuch wyglada tak:

a— b—c—d—e—fjesli g by wchodzito do ¢, to by réwnato sie b, wiec tancuch jest
pojedynczy?,

Aksjomat indukcji oznacza, ze utworzony zbior zawiera wszystkie liczby naturalne.
Ten aksjomat zamyka konstrukcje liczb naturalnych i potwierdza ksztait zbioru.

' w wiekszosci zrodet uzywa sie symbolu 0, ale symbol lepiej oddaje niezalezno$¢ matematyki od
przyjetych symboli
2 nie ma w nim zadnych zapetlen



Tak wiec powstat nam nastepujacy fancuch liczb:

$—S($)—S(S(¢))—>S(S(S($)))—S(S(S(S(9)))=S(S(S(S(S(P))))—-.--.-.

Teraz dla utatwienia zapisu nalezy kazdg z tych liczb oznaczy¢ odpowiednim
symbolem, np.

Psll—=l—=IVoV—VI-VIL....

Lub bardziej popularnie

0—1—-2—-3—-4—-5-6.....

Dopiero pod koniec tworzenia zbioru liczb naturalnych zaczelismy uzywac¢ symboli
znanych nam. Nie byty one po prostu wczes$niej potrzebne.

AKSJOMATY ARYTMETYCZNE

at+0=a
a+S(b)=S(a+hb)
ae0=0

a «S(b)=a b +a

© N

Te cztery aksjomaty definiujg mnozenie i dodawanie- najwazniejsze dziatania
arytmetyczne. Na pierwszy rzut oka wydajg sie one niezwigzane z tym, co znamy,
ale ja postaram sie udowodnic, ze jest inacze;.

% dla matematyki nie jest znaczace, czy 0 nalezy do zbioru liczb naturalnych, ale jednak wigkszo$é
matematykow uznaje 0 jako czesc¢ zbioru i tak tez w tej pracy bedzie uznawana



2+2=4 to dziatanie jest bardzo proste, ale dlaczego 2+2=47?*

§(1)+2=S(2+1)=5(S(1)+1)=S(S(1+1))=S(S(S(0)+1)))=S(S(S(0+1)))=
S(S(S(S(0+0))))=4

3 -4 =12 a oto dlaczego:

3.53)=3-3+3=3-S@) +3=3-2+3+3=3-S)+6=3-1+3+6=

=3-50)+9=3-04+434+9=3-0+ 12 =12

Te procesy mozna powtarzaé¢ dla kazdego dziatania z mnozeniem lub
dodawaniem, ale bytoby to zbyt Zzmudne, dlatego w procesie nauczania korzysta
sie z intuicyjnego rozumienia mnozenia lub dodawania.

Tak oto “stworzylismy” podstawy matematyki. W nastepnych rozdziatach zostang
omowione kolejne wnioski i liczby.

Kazdy sposdb “stworzenia matematyki” jest na swoj sposdb niepetny. Nie da sie
okresli¢ nim wszystkich przypadkéw. Mimo to aksjomaty Peano sg
najstynniejszymi aksjomatami i to o nich napisatem.

* Dowody wykonane wtasnorecznie



LICZBY CALKOWITE

W codziennym zyciu spotykamy sie z liczbami catkowitymi. Na przyktad kiedy ptacimy kartg. Na
koncie pojawia sie zapis np. -17 zt. Kiedy zaczynamy diete moéwimy, ze schudliSmy o 8 kg, czyli
“przytylismy” o -8 kg. Ale co wiasciwie ten zapis oznacza? Skad sie bierze? O tym opowiem w

dalszej czesci.

Liczby catkowite moga by¢ wyrazone aksjomatami. Oto one:

1. Liczba ¢ nalezy do zbioru Z

2. Dla kazdej liczby x nalezgcej do zbioru Z istnieje liczba S(x) zwana jej nastepnikiem

3. Dla kazdej liczby x nalezgcej do zbioru Z istnieje liczba P(x) zwana jej poprzednikiem, tak
ze S(P(x))=P(S(X))=x

4. jest rézne od wszystkich jego nastepnikéw (i poprzednikow)

5. Jesli zbior Z zawiera jedng liczbe catkowitg, i dla kazdego x € Z = P(x), S(x) € Z, to zbior
zawiera wszystkie liczby catkowite.

Zbiodr liczb catkowitych mozna utworzyé za pomoca konstrukcji Grassmanna. Po ukazaniu
konstrukcji udowodnie, iz zgadza sie ona z podanymi aksjomatami.

Niech bedzie dane rownanie x+2=7, wtedy x=5. A co z réwnaniem x+7=2? Zadna liczba naturalna
nie spetnia tego rownania. Dlatego przyjmijmy, ze rozwigzaniem tego réwnania jest symbol [2,7]
tj.

x+7=2=> x=[2,7].

Nie jest potwierdzone, ze wymieniony symbol jest poprawny matematycznie. Wtasciwie to jest
tylko wymyst. Zeby udowodnié jego poprawno$é nalezy sie zastanowié, czy podobne mechanizmy
istniejg dla liczb naturalnych?

Tak. Istniejg. Na przyktad x+2=7, rozwigzaniem tego rownania moze byc¢ twér powstaty na tej
samej zasadzie, tj [7,2]. Dla rownania x+3=8 rozwigzaniem tez jest x=5 lub [8,3]. Tak wiec
[7,2]=[8,3]=5
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Ogétem zapisaé mozna:Vx,y,Z E Nx + y =y + z=>x = [y + zy]°

Tak wiec 5=[5,0]=[6,1]1=[7,2]=[8,3]1=[9,4] itd. wedtug ponizszej ilustracji, gdzie 0§ pozioma to sg
liczby na poczatku notacji, a pionowo sg liczby na koncu notaciji.

N A

/%1/5345;,

Notacja uzyta przeze mnie jest po prostu kolejnym sposobem opisania liczby 5 , jest kolejnym (co
prawda bardzo niewygodnym) zapisem tej liczby. Cytujgc dr Tomasza Mullera: “To® nie jest liczba
naturalna” “To nie jest 5, to jest tylko cyfra arabska symbolizujgca 5.

Dla innych rébwnan mozna powtérzy¢ ten sam proces:

x+7=2=x=[2,7]=[1,6]=[0,5]=[3,8]=[4,9]=[5,10]..

® To zdanie logiczne sg odrobine nadmiarowe, gdyz przy nieuwzglednianiu y wiadomo, ze lub x=z, to
w tym zdaniu chodzi o to, aby matematycznie opisa¢ sposéb notacji dla kazdego podobnego
réwnania,

6 autor rzekt to wskazujgc na cyfre 5
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Tak wiec istnieje pewien twor zapisany w nawiasach. Zeby byt on nazywany liczbg, musi spetiaé
podstawowe dziatania arytmetyczne (tj. dodawanie i mnozenie, odejmowanie i dzielenie na tym
etapie pracy nie sg jeszcze zdefiniowane).

Definicje dziatan (a,b,c,deN):

Dodawanie [a,b]+[c,d]=[a+c,b+d]

mnozenie [a,b] - [c,d]=[a:c+Db-d,a -d+ b -C]
element neutralny dodawania [0,0]

element neutralny mnozenia [1,0]

liczba przeciwna do [a,b] to [b,a]

abkwbn -~

Teraz dla kazdej z tych definicji przedstawie sprawdzenie (ij. czy dziata to takze
dla liczb naturalnych?):

l.p. przyktad szczegoiny wzor ogolny
1 [5,0]+[7,0]=[5+7,0+0]=[12,0] Va,beE NAc=a+b
5+7=12 [a,0+b,0]=[a+b,0]=[c,0]
atb=c

2 [5,0] -[3,01=[3-5+0-0,5-0+30]= |Vabe NAc=a-b

[15+0,0+0]=[15,0] [@,0 - b,0]=[a b+ 0-0, a-:0 + b-0]=
3.5=15 [a-b, 0]=[c, 0]
a-b=c
3 [5 ,0]+[0 ,0]= [5+0,0+0]=[5,0] Va, € N
5+0=5 [a, 0]+[0,0]=[a+0 , 0+0]=[a,0]
a+0=0
4 [5,0] - [1,0]=[5:1+0-0, 5-:0+1-0]=[5,0] | Va,e N
5-1=5 [a,0] - [1,0]=[a:1+0-0, a-0+1-0]
=[a - 1,0]=[a,0]

Whiosek pigty nie istnieje bez liczb catkowitych i nie musi przej$¢ procesu
sprawdzania, bo nie jest on mozliwy do przeprowadzenia

" tabela wykonana wtasnorecznie
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Przyktadowe sprawdzenie, ze dla dowolnie wybranej notacji tej samej liczby to ma sens:

[6,0]+[7,0]=[5+7,0+0]=[12,0]=[6,1]+[8,1]=[6+8,1+1]=[14,2]=[7,2]+[9,2]=[7+9,2+2]=[16,4]

Za pomocg danych w tabelce i przyktadowego sprawdzenia udowodnilismy, ze ten twor
mozna nazwac liczbami(catkowitymi)®. Teraz mozna przejs$¢ do utworzenia waznego dziatania
zwanego odejmowaniem. Definicja odejmowania jest nastepujgca dla a,b,c,deN

[a,Db]-[c,d]=[a, b]+[d, c] odejmowanie to dodawanie liczby przeciwnej
Przyktadowe wykonanie dziatan:

wykonanie na notacji wykonanie typowe

[2,0] - [1,0]=[2,0]+[0,1]=[2+0,1+0]=[2,1] | 2-1=1

[1,0] - [2,0]=[1,0]+[0,2]=[1+0,2+0]=[1,2] | 1-2=-1

-[2,0] - [1,0]=[0,2]+[0,1]=[0,2+1]=[0,3] 2-1=13

Z tych przyktadowych dziatan, bardzo prostych i intuicyjnych wyniknat otrzymalismy i lepszy symbol
liczb catkowitych nienaturalnych, a mianowicie minus przed liczbg przeciwng do wyniku.
-1=[0,1]=[1,2]=[2,3]=[3,4]......

Nie jest on czyms$ pierwotnym, lecz czyms, co jest umowne i zostaje dopisane dopiero po
stworzeniu liczb catkowitych. Istotg liczb ujemnych nie jest minus, minus jest tylko dodatkiem. Istotg
sg liczby naturalne, to one tworzg liczby catkowite. To jest cos zupetnie innego niz to, co sie poznaje
w szkole, cos innego, co$ mniej intuicyjnego. | to jest piekne. Ja piszac te prace zachwycitem sie tym,
ale o tym napisze wiecej w zakonczeniu.

Tak wiec wracajgc mamy liczby catkowite w catej swej okazatosci. Teraz nalezy jeszcze
sprawdzié, czy spetniajg one aksjomaty liczb catkowitych. Dlatego przytocze je jeszcze raz i
skonfrontuje je z konstrukcja.

Aksjomatyka liczb catkowitych Dane z konstrukcji

Liczba 0° nalezy do zbioru Z Zbior Z jest niepusty, to jest powtdrzenie w
stosunku do aksjomatyki peano

Dla kazdej liczby x nalezgcej do zbioru Z istnieje S(x)=x+1

liczba S(x) zwana jej nastepnikiem S([x,0])=[x,0]+[1,0]=[x+1,0]

Dla kazdej liczby x nalezacej do zbioru Z istnieje P(x)=x-1

liczba P(x) zwana jej poprzednikiem, tak ze P([x,0])=[x,0]-[1,0]=[x,0]+[0+1]=[x,1]=[x-1,0]

S(P(x))=P(S(X))=x S(P(x))=P(S(X))=x & X -1+ 1=x + 1 - 1=x+0=x
[x,0]-[1,01+[1,0]=[x-0]+[0,0]=[x,0]=[x,0]+[1,0]-[1,0]

0 jest rozne od wszystkich jego nastepnikow i 0+S(0)#P(0)

poprzednikéw ??? 0%£1%(-1)

& podobne sprawdzenia mozna zrobi¢ dla kazdej definicji dziatania
® tutaj mozna uzy¢ symbolu zero a nie symbolu , gdyz nie jest dla nas wazne wykazanie
niezaleznosci liczb catkowitych od symboliki, gdyz wykazaliSmy to w konstrukcji Grassmana.
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Jesli zbior Z zawiera jedng liczbe catkowita, i dla Zbior jest poszerzany w nieskonczonos¢. Dla
kazdego x € Z = P(x),S(x) € Z, to zbiér zawiera x=0, P(x)=P(0)=-1 S(x)=S(0)=1
wszystkie liczby catkowite. dlax=1 P(x)=P(1)=0 S(x)=S(1)=2

Dla x=-1, P(x)=P(-1)=-2 S(x)=S(-1)=0

itd....

Tak wiec liczby catkowite zostaty utworzone. Pragne teraz napisa¢, co z tego wynika:

Dodawanie i odejmowanie

mnozenie

Dziatania pisemne (wiecej w dziale liczby p-adyczne)

Obliczenia dat

Obliczenia godzin, minut i sekund

Obliczenia pieniezne (liczby ujemne zostaty wymyslone na potrzeby kupcéw i bankierow)
Proste obliczenia wagi

Proste obliczenia odlegtosci

® N O ON =

Te zagadnienia nie sg czyms$ skomplikowanym, uczy sie o nich nawet dzieci. Te
zagadnienia sg niezbedne w zyciu. Juz w starozytnosci je realizowano..

Jeszcze zanim skonhcze pisaé o liczbach catkowitych chciatbym przypomnieé o jednej
naprawde waznej i rewolucyjnej wiasciwosci liczb catkowitych, a mianowicie kiedy wynik
mnozenia bedzie dodatni, a kiedy ujemny i dlaczego.

Najpierw nalezy przypomniec, ze liczba w notacji Grassmana jest dodatnia, kiedy jest
zapisana w postaci [a,0], a ujemna jest zapisana w postaci [0,a]. Dla wszystkich dowoddéw
a i b nalezg do liczb naturalnych wiekszych od zera.™

Dodatnia z dodatnig [a,0 ]- [b,0]=[a-b+0-0,a:0+b-0]=[a-b,0]wynik jest dodatni
Dodatnia z ujemng [a,0]-[0,b]=[a-0+b-0,a-b+0-0]=[0,a-b] wynik jest ujemny
Ujemna z dodatnig [0,a]-[b,0]=[0-b+a-0,0-0+a-b]=[0,a-b] wynik jest ujemny
Ujemna z ujemng [0,a]-[0,b]=[0-0+a-b,0-b+a-0]=[a-b,0] wynik jest dodatni

Pobdh=

Najbardziej zadziwiajgcym i nieintuicyjnym twierdzeniem jest twierdzenie numer 4.
Mnozenie dwdch liczb ujemnych jest liczbg dodatnig. Piszac te prace wiele razy
spotkatem sie z twierdzeniami nie wydajgcymi sie logicznymi, ale prawdziwymi.
Wiele rzeczy zrozumiatem, zrozumiatem wiele twierdzen przyjmowanych jak
dogmaty, a aksjomaty okreslajg tylko podstawy podstaw matematyki

' Dowody wykonane wiasnorecznie



Tak wiec liczby catkowite sg czym$ bardzo waznym, tworem, ktéry umozliwia doktadniejszy opis
matematyki i jg rozszerza.

LICZBY WYMIERNE

Liczby wymierne sg przetomemw matematyce. W minimalnym stopniu sg i byty one
rozrozniane przez plemiona pierwotne (np. jedna druga). Moga by¢ one przez nas
utworzone na rdzne sposoby- aksjomatycznie i konstrukcyjnie. Przedstawie skrétowo
konstrukcje liczb wymiernych- podobng do konstrukcji Grassmana.

3x=6 - rozwigzaniem tego réwnania jest liczba 2. A co z réownaniem 2x=3 ? Podstawienie
liczby 1 2:1=3 nie dziata, 2 2-2=3 tez nie dziata. Zgodnie z tym, co napisatem
dotychczas pracy rownanie nie ma rozwigzania. Dlatego nalezy zastosowac nowg
konstrukcje liczb.

2x=3 = x=[3/2]

Tak wiec powstat nam symbol™ [m/n], gdzie meZn € Z - {0}.

Teraz trzeba sprawdzi¢, czy tymi symbolami da sie wyrazi¢ liczby catkowite.

3x=18 & x=6 = [6/1]

Vx,y,z € Z: Xy=zy x=z=[z/1] atakze Vx,y,z,a € Z xy=zy x=z=[z/1]=[za/a]

Teraz najwazniejsze jest, czy jest mozliwe wykonywanie na nich dziatan?
Tak, a oto jest ich definicja'

" uzywa sie oznaczenia z przecinkiem, ale w celu zapewnienia przejrzystosci pracy wole uzy¢
tzw.slasha
2 Odejmowanie to nadal dodawanie odwrotnosci



Dodawanie [a/b]+[c/d]= [ad+bc/bd]
Mnozenie [a/b] - [c/d]=[a - ¢/b - d]

Element przeciwny [a/b] to -[a/b]
Element odwrotny [a/b] to [b/a]

R

Element neutralny dodawania [0/n] neZ
Element neutralny mnozenia [m/m] meZ

Tabela ponizej zawiera sprawdzenie, czy definicje zgadzajg sie dla liczb

catkowitych.™
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Ip. | przyktad szczegdlny

przykfad ogdiny

1 [B/11+[2/1]=[3- 1+2 -1/1-1]=[5/1]
3+2=5

[e/1]+[f/1]=[e- 1+ -1/1-1]=[e+f/1]
et+f=e+f

2 | [3/11[2/11=[3-2/1-1]=[6/1]
3-2=6

[e/1]-[f11=[e-f/1-1]=[ef/1]
e-f=ef

3 | [3/1+0/11=[3 -1+1-0/1-1]1=[3+0/1]=[3/1]
3+0=3

[e/1+0/1]=[e -1+1-0/1-1]=[e+0/1]=[e/1]
e+0=e

4 | [13M1][2/2]=[3-2/2-1]=[6/2]=[3/1]
3-1=3

[f/1]-[2/2]=[f-2/2-1]=[2f/2]=[f/1]
f.1=f

Oznaczenie liczb wymiernych to kwestia umowna. Matematycy rozwigzanie

réwnania cx=b oznaczajg jako % gdzie b,c € Z A ¢ # 0 Tak mozna utworzy¢

liczby wymierne i udowodni¢, ze to sg liczby. Mozna by to udowania¢ tak samo jak
liczby catkowite, ale sgdze, iz nie ma to sensu, gdyz jest to praktycznie to samo.
Mimo to istnieje problem, ktéry moze by¢ podstawg do uznania, iz liczby
wymierne nie sg poprawne matematycznie. A mianowicie, co zrobi¢, gdy

mianownik réwna sie 07

Moze najpierw przedstawmy, jakie problemy to za sobg niesie.

1. 2=1, co mozna przedstawi¢ za pomocg nastepujgcego “dowodu’:

' Wykonanie wiasnoreczne



a=b=>a-a=b-b>a-a—-—b-b=alb-a)=
(a + b)(a — b) = a(a — b) mnozenie obustronne przezrlb =
ata=a>2a=a=>2=1

2. lle réwna sie dzielenie %? Wynik tego dzielenia wydaje sie oczywisty-«,

zreszta, jesli liczba w mianowniku zbliza sie do zera, to wielko$¢ utamka
wzrasta do nieskoriczonos$ci wedtug stynnego réwnania:

Mimo to nie zgadza sie jeden fakt. A mianowicie jesli % = oo, to

1 = o - 0 ™ mimo,ze dowolna liczba pomnozona przez 0 réwna jest 0.
Zresztg czy nieskonczonosé to w ogole liczba.'® Czym jest

nieskonczonos¢? Stwierdzenie o = & tworzy tyle paradoksoéw i

niedopowiedzen, ze nie moze by¢ uznane za prawdziwe

3. Jaka jest odwrotno$¢ zera? Wydaje sie ze dla utamka % jestto % =0,a

. . . . . 1 . e
to stoiw Sprzecznoscl Zz rownaniem lim o= ©, CO najwazniejsze
a—0

odwrotnosci u+amk<’>w% % [ % neZ-{0} sg takie same

4. utamek % ma dwie wartosci catkowite, 0 i 1 % = 0—01 =0-0=0

0 m _
< = 1 bo -——=1 meZ-{0}

Uwzgledniajgc to wszystko trudno sie nie zgodzic, iz ilo$¢ problemow powstatych z zera w
mianowniku jest olbrzymia, co wazniejsze, problemy te nie mogg by¢ rozwigzane. Czy liczby
wymierne sg niepoprawne matematycznie?

Nie. Naukowcy widzac olbrzymig ilo$¢ problemdw generowang przez 0 w mianowniku uznali, iz po
po prostu bedzie trzeba narzuci¢ odgérne ustalenie, ze zera nigdy nie mozna umiesci¢ na dole
utamka. Jest to ograniczenie bolesne dla uczniéw i studentéw, zresztg matematycy nie lubig
ograniczen, ale jest ono konieczne. W powyzszych definicjach liczb wymiernych celowo nie
uwzgledniatem niemozliwosci wystepowania zera, gdyz w idei pracy byto, aby wiekszos¢
twierdzen wynikata z logiki i aksjomatyki.

4 jesli a/b=c to ab/b=cb to a=cb
15 zostanie to objasnione w dziale liczby kardynalne

16
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Oprécz tego problemu liczby wymierne(oznaczane przez naukowcéw literg Q)dziatajg. Dajg rade i
nie ma w nich wewnetrznych sprzecznosci. Liczby wymierne umozliwiajg wiele nowych dziatan i
dajg wiele mozliwosci. Przytocze jedna, gdyz przytaczanie wiekszej ich ilosci nie jest potrzebne.

Liczby wymierne utatwiajg porownywanie obiektow. Naprawde ciezko jest okresla¢
zaleznosci pomiedzy przedmiotami nie uzywajgc liczb wymiernych (wymaga to wielkiej
pomystowo$ci i jest czasochtonne i nieuzyteczne) a naprawde prosto korzystac z tych
liczb.

Liczby wymierne zmieniajg skale trudnosci matematyki. Sg niesamowicie rozwojowye. Ukazujg
nowe i nieznane wiasciwosci rzeczywistosci. Co ciekawe dzieki nim odkryte zostaje nowe oblicze
liczb naturalnych i catkowitych. W nastepnym rozdziale bede kontynuowat temat, ale nie
zastanawiajgc sie, jakie mozliwosci daje nam zbidr Q, ale jakich mozliwosci nam nie daje. Liczby
catkowite wymogty niejako stworzenie liczb wymiernych. Czy liczby wymierne wymogg istnienie
czegos wiecej?

CO NIE WYNIKA Z LICZB WYMIERNYCH

Tytut tego rozdziatu jest zagadkowy, zwtaszcza, ze napisze tu o mozliwosciach liczb wymiernych.
Mimo to kazda z przedstawionych tutaj mozliwosci liczb wymiernych bedzie niosta z sobg wniosek,
ze liczby wymierne nie wystarczg. W poprzedni dziale kazdy temat jest skonczonym dzietem. W
tym rozdziale kazdy temat jest niedokornczonym pytaniem.

Mam nadzieje, iz znana jest definicja potegowania i pierwiastkowania. Postaram sie to

przedstawi¢ jg pomocg tabeli, aby wiedza byta uporzgdkowana. Z dziatan potegowania wyniknie,
dlaczego liczby wymierne nie sg wystarczajgce

pod\wyk | naturalny catkowity ujemny wymierny
naturalny | »_ . . .. . n_ 1 Lo b
a =a-a-. aanrazy a = a’ :\/a
cg’fkowity —d = (@-a-.a g "=—L razy po_wiem o] _tym w
uemny | razy L, wed dziale co nie
( )n —a) - (-a) ( (—a) = Toco—ca " wynika z liczb
—a) =(Ca-(—a) . (—a rzeczywistych
n razy razy WISl
wymiern a v a podstawa
y (7) =" (7) =" ujemna-powiem
b a .
o tym w dziale
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co nie wynika z
liczb
rzeczywistych
podstawa
dodatnia
(& =
b %C

Czy wszystkie pierwiastki da sie przedstawi¢ za pomocg liczb wymiernych? Zeby to sprawdzié,
postaram sie uzy¢ rownan i sprawdzac, czy ich rozwigzania nalezg do liczb wymiernych.

Ns=xeox=125x=5

Ale+2 = x © x =+/2 Czy liczba +/2 jest wymierna? NIE! A mozna to udowodnié¢ za pomocg
dowodu nie wprost.

Niechq’ = 2 A q € Q,, czyli q = =, gdzie m,n € N, A== to utamek nieskracalny.

m 2 m’ 2 2
) =2=>—F=2=>m =2n
n

liczba m” jest parzysta, bo da sie jg wyrazi¢ jako iloczyn 2k, gdzie keZ. '

Kwadrat liczby nieparzystej (2u + 1)2 =4l A+ 1= 2(2u2 + 2u) + 1 jestliczbg
nieparzystg. Tak wiec liczba m tez jest parzysta.

Tak wiec m=2l, czylim” = 41°, czyli 41" = 2n° & n’ = 2"

'® w definicji podanej w dziale aksjomaty arytmetyczne napisatem, ze k nalezy do naturalnych, a to
dlatego, ze nie znane nam wtedy byty liczby catkowite
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n’ jest liczbg parzysta, a wiec n tez jest liczbg parzystg, czyli % jest utamkiem skracalnym, co nie

zgadza sie z wczesniejszym logicznym zatozeniem.

Tak wiec liczba \Ejest niewymierna.

Przytoczytem ten dowdéd w catosci, gdyz byt on przetomowy w historii matematyki. Napisano go w
starozytnej Grecji. Istniejg legendy, ze kiedy odkryt go Hippazos z Metapontu, to zostat on
zamordowany za jego odkrycie, a istnienie liczb niewymiernych byto skrzetnie ukrywane. Tak wiec
wykazano, iz liczby wymierne nie sg wystarczajgce.

Utamki dziesietne sg kolejnym tworem, ktory potwierdza niekompletnos$c liczb wymiernych. A
wiasciwie czym sg utamki dziesietne?Utamek dziesietny to twér liczbowy o postaci a + #

zapisany w postaci a,xeN gdzie n jest rowne ilosci cyfr w x. Pokaze to moze na przyktadzie

856
)

_ 2 _
0,12—0+F 3,856 =— (3 + 7550

Istniejg utamki, ktérych rozwinigcie dziesietne okresowe jest nieskoriczone, a mianowicie %

rozwiniecie tego utamka to 0, (3)

Kiedy rozwinigcie dziesietne jest nieskonczone, ale nie jest okresowe, to liczba jest niewymierna.
Na przyktad
0,5834954545674938465485384561842542188887225185487923121564765484829... lub
12,55588959927991427926365923924939299459292494193792397349727953294.....

Tych liczb nie da sie wyrazi¢ suma liczb wymiernych. Czy istnieje utamek 10% €0 on miatby

oznaczac? W dziale liczby kardynalne napisze o nich. Co jest pewne, takie stwierdzenia sg
zdecydowanie kontrowersyjne i paradoksogenne, dlatego uznaje sie, ze utamek 10ijest

niewymierny.

Trzecim przyktadem liczby, ktéra nie jest wymierna jest m, czyli stosunek dtugosci obwodu do
Srednicy. Istniejg skomplikowane formuty matematyczne pozwalajgce obliczy¢ jego rozwiniecie
dziesietne ,istniejg tez dowody, ze ta liczba jest niewymierna.
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Za pomocg tych 3 przyktadéw chciatem pokazaé, ze liczby wymierne nie sg wystarczajgce
dla matematykéw. W nastepnym dziale opowiem, jak utworzy¢ liczby rzeczywiste, jakie majg
wiasciwosci i czy one rozwigzg wszystkie nasze problemy

LICZBY RZECZYWISTE

W poprzednim dziale celowo nie pisatem, ze dane rozwigzania nie istniejg. Istniejg one, tylko ze
nie nalezg do zbioru liczb wymiernych. Nalezg do szerszego zbioru. Liczb wymiernych jest
nieskohnczenie wiele, ale nie zapetniajg catej osi liczbowej.Wrecz jest nieskonczenie wiele luk w osi
liczbowej. Czy liczby rzeczywiste zapetnig w korcu catg o$ liczb? Czy liczby rzeczywiste da sie
prosto skonstruowac? O tym opowiem w dalszej czesci rozdziatu

Poprzednie rozszerzenia zbiorow udawato sie konstruowac poprzez réwnania, ktére mogg one
rozwigzywac. Czy liczby rzeczywiste mozna skonstruowacé w ten sam sposéb? Na przyktad niech

wziete zostanie rownanie X =3 jego rozwigzaniem jest oczywiscie + \E Mozna wtedy stworzy¢
zbidr Q(\E) = {a + b\E|a, b € Q}. Mozna tez wykazac, ze mozliwe jest wykorzystanie dziatan
arytmetycznych w tym zbiorze. Mimo to nie jest zbior liczb rzeczywistych. Nie ma mozliwosci

konstrukgciji liczb rzeczywistych na podstawie rownan, ktére rozwigzujg. Niezbedne jest uzycie
matematycznych konstrukcji innego rodzaju.

Taka konstrukcjg jest konstrukcja Dedekinda. Przedstawie jg za pomocag listy krokdw:

1. Utworzy¢ podzbiory zbioru liczb wymiernych taki zbiér niech oznaczony bedzie A-zbior
wiedzie od “minus nieskonczonosci” do pewnego punktu wymiernego z wytgczeniem tego
punktu, ktory nie jest “plus nieskonczonoscig”, czyli matematycznie p,q € A
A+ONA#=QVpeEAVqgeE A,VpEA Jq ¢ A

2. Utozsamiamy dang liczbe rzeczywistg ze zbiorem, ktérego punkt krahcowy jest wielkosci
danej liczby.

3. Moze sie zdarzy¢, iz na granicy skonstruowanego zbioru nie bedzie liczby wymierne;.

Na przykfad Niech B bedzie zbiorem, ktéry zawiera wszystkie wartosci od (— oo, \E)

wtedy zbiér B oznacza liczbe \E Tak mozna utworzy¢ zbiory dla kazdej liczby
rzeczywistej.

Z5={p|p<5}" Z:/34 = {plp <34}

7 Niech oznaczenie Z5 oznacza zbior dedekindowski utozsamiany z liczbg 5
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Na tak okreslonych obiektach mozna wykonywac dziatania arytmetyczne:

ok wbd =

dodawanieC + D = {q + plp € C A q € D}
element przeciwny — D = {— f|f &€ D A qnie jest najmniejsza w zbiorze D}
odejmowanie C — D = C + (— D)
mnozenie C - D (C,D =20) C-D ={c-d|lc€ CAdE D}

mnozenie mniejszych od zera- zamieniamy na element przeciwny i wtedy

tworzymytak:C - D =— [C - (= D)]=—[-C-D]=[-C-(—D)] "®

o

7. Dzielenie mniejszych od zera:

A+~B= —[A+(—B)]=

dzielenieC ~+ D(C =20,D >0) C +~ D ={c ~d|lce€ CAd € D}

~-M+Bl=[-4+ (B °

Teraz trzeba sprawdzi¢, czy te dziatania sprawdzajg sie dla liczb wymiernych

Ip. | przyktad szczegdlny

przyktad ogoélny

T z5s+z5={zz<5+3

E+D={q+p€EQpeEANqEe€D}

2 |-1={-11¢z7} ®

— D =1{-flIf € D A fnjmw zbiorze Q}*'

3 |3-1=3+(-1)

E-D=E+ (- D)

4 |53 ={6|6 <15}

E-D(ED=0)E-D={e-deQle€EAdED}

5 15:3=—(5-(-3)=

3
~(-5-3)=(-5-3)

E-D=—[E-(-D)]=—[-E-D]=[-E (D)

C+=D({=0D>0)%2+D={c+deQceECAdED}

A+-B= —[A+(—B)]=

—[(=4) =Bl =[-4~+ (= B)]

Potegowanie liczb rzeczywistych o wyktadnikach wymiernych jest proste. Polega na doktadnie tym
samym, na czym polegato potegowanie liczb wymiernych. Problem jednak sie zaczyna, kiedy sam
wyktadnik staje sie rzeczywisty. Wtedy nalezy najpierw sprawdzic, czy wyktadniki nie sprowadzajg

V2:f2

sie do liczb wymiernych x

=" Kiedy nie da sie przeprowadzi¢ takiej procedury, to trzeba

skorzystac z jednego z dwoch sposobdéw. Pierwszy to znalezienie odpowiedniego zaokrgglenia

T
wymiernego liczby rzeczywistej i potegowanie jak wyktadnika wymiernego 2 =2

314159
100000

. Druga

metoda polega na uzyciu skomplikowanych wzoréw. Co najwazniejsze, nie jest mozliwe obliczenie

'8 prawa na mnozeniu opisane pod koniec dziatu liczby catkowite

% prawa z punktu 19 nadal obowigzujg

201 nie jest najmniejsze w zbiorze liczb wymiernych

2 nie jest najmniejsza

22 nadal obowigzuje nas ograniczenie 1/d d nie moze by¢ 0




do konca potegi liczby rzeczywistej, ale w fizyce i inzynierii wykorzystuje sie odpowiednie
zaokraglenia (zaokraglenie liczby m do 80 miejsc po przecinku wystarcza, aby obliczy¢ objetosé
obserwowalnego wszechswiata z doktadnoscig do jednego atomu).

Inng metodg jest udowodnienie, ze dana dziwnie wyglgdajgca wielkoS¢ jest wymierna, korzysta sie
z tego przede wszystkim na youtube, aby robi¢ wrazenie na widzach. Czasem to sg jednak
powazne teorie matematyczne ktére mogg by¢ pozyteczne dla ludzi.

W przyktadach ogolnych w tabeli bardzo czesto mozna uznaé, iz zmienitem po prostu jedng litere
w stosunku do definicji dziatan na zbiorach dedekinda. To dlatego, iz to nie jest nic nowego. To jest
to samo, tylko zapisane inaczej i dziatajgce dla liczb rzeczywistych. Podczas nauczania i podczas
dalszej czesci mojej pracy dziatania na liczbach rzeczywistych bede zapisywat w konwencjonalny
sposéb, zgodny z dziataniami na zbiorach dedekinda.

Konstrukcja dedekinda nie wydaje sie na pierwszy rzut oka prosta, ale jest logiczna. Dzieki niej
WSZYSTKIE miejsca na osi liczbowej zostajg zapetnione. Sg oczywiscie takze inne sposoby, aby
utworzy¢ liczby rzeczywistych, najstynniejsze to:

1. Aksjomatyka liczb rzeczywistych
2. Aksjomatyka tarskiego
3. Ciagi Cauchy'ego

Nie bede o nich pisat, gdyz wedtug mnie konstrukcja dedekinda jest prosta, ale skuteczna i
pokazuje, jak liczby rzeczywiste wywodzg sie z liczb wymiernych i doswiadczen nabytych podczas
ich konstruowania.

CALA SZKOLNA WIEDZA (I NIE TYLKO)

Ten dziat mégt zosta¢ nazwany co wynika z liczb rzeczywistych. Mimo to ten tytut ma zaznaczy¢,
iz liczby rzeczywiste sg czyms, co jest dzietem prawie ze catkowitym. Czyms, co wystarcza do
przezycia a nawet do uprawiania duzej czesci tzw. wyzszej matematyki. Za pomocg liczb
rzeczywistych mozna definiowac funkcje, przedziaty. Dziata cata geometria i rownania
kwadratowe. Nie o wszystkim napisze ale pokaze, jak liczby rzeczywiste zmieniajg otaczajgcy nas
Swiat.

Geometria: liczby rzeczywiste umozliwiajg naprawde wiele rzeczy. Po pierwsze obliczanie
obwoddéw trojkatow prostokagtnych oraz ich trzeciego boku. Znane wszystkim jest twierdzenie

22
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pitagorasa- a + b = ¢ ktore po przeksztatceniu jest nastepujgce: ¢ = \/az + bz, ktore w
zdecydowanej wiekszosci rozwigzan jest niewymierne. Twierdzenie pitagorasa jest
wykorzystywane w zyciu codziennym naprawde czesto- obliczanie odlegtosci i dystansu do
przejscia, obliczanie dtugosci konkretnych odcinkow w domu i np.desek do przyciecia.

Pola okregdw i dtugosci srednicy oraz dtugosci obwodow. Dla promienia (oznaczanego literg r)

prawdziwe sg zaleznosci: P = nr’ oraz O = 2mr. Wywodzg sie

z nich twierdzenia w naukach o brytach, katach, odlegtosciach. W

zyciu codziennym to obliczanie pomiaréw do utworzenia w domu *
konkretnych elementow itd.

Dlaczego P = nr’ ? Pokazanie tego jest banalnie proste. A
mianowicie dzielimy okrag na kawatki, jesli dzielimy na wiekszg
ich ilos¢, tym bardziej przypomina on prostokgt o boku r(srednica
okregu) i mr(potowa dtugosci obwodu). Istniejg
troche bardziej formalne dowody, ale ten jest prosty do
zrozumienia i intuicyjny.

Sztuka uzycia liczb niewymiernych w zyciu codziennym polega na stosowaniu odpowiednich
zaokraglen. Z wlasnego doswiadczenia wiem, ze kiedy jade na rowerze, to nie obchodzi mnie, czy
przejade 3,14159 km czy 3,14163 km. Potrzebuje jednak wiedzie¢, ze do przejechania mam
jeszcze mniej wiecej 3 km i potrzebuje to wiedzie¢ bedac na rowerze, czyli liczy¢ w gtowie nie
doktadnie, ale skutecznie i bez uzycia kalkulatora.

Kwestig matematyki sg rownania kwadratowe, a mianowicie rownania w postaci

ax’ + bx + ¢ = 0 moze nie sg one szczegolnie uzyteczne w zyciu codziennym, ale stanowig
wazng czes$¢ problemdéw matematycznych. Bardzo sentymentalne jest dla mnie opisanie réwnan
kwadratowych w tej pracy, gdyz to z rownan pochodzity liczby catkowite i wymierne. Poza tym
sgdze, ze ilos¢ i poziom skomplikowania réwnan swiadczy o tym, jakie liczby majg mozliwosci
ogolnie.

—bi\/b2—4ac

2a
nie by¢éw liczbach rzeczywistych, kiedy warto$¢ pod pierwiastkiem jest mniejsza niz zero, jedno,
kiedy wartos¢ pod pierwiastkiem rowna jest zero i dwa, kiedy warto$¢ pod pierwiastkiem jest
wieksza niz zero. Co najwazniejsze kazde rownanie kwadratowe mozna przeksztafci¢ w forme

Wzdr na rozwigzanie takiego rownania jest prosty, a mianowicie x = rozwigzah moze

ax’ +bx+c=0 , wystarczy tylko umiejetnie odejmowac i dodawac¢ wspoétczynniki przerzucajgc
je na jedng strone.



Ale skad taki wzor, dlaczego? Jak wiekszos¢ rzeczy w tej pracy tak i to postaram sie udowodnic.

Przyznam sie, iz tutaj nie wymyslitem tego dowodu autorsko, a “inspirowatem sie” filmikiem na
kanale khan akademy.

2 2 2
ax +bx+c=0 [+a >2x +2Z+5L=0 /-< x5 +L2==
a a a a a

2
po tym kroku nalezy doda¢ do obu stron dopetnienie do kwadratu (%) , zeby mozna byto

zastosowaé wzor skréconego mnozenia

2 b b2 ¢ b 2 b2 b’ b % b—4ac
X +—x+ (z) =—+ (E) = (x + ) T + ?ﬁ (x +E) ==z /\/7
ostatni etap-doprowadzenie do odpowiedniej postaci

2 2
b +\b —4 b —b+"\/b"—4 . s
Xtom=—— [ — 2 = B co nalezato udowodnié

O liczbach rzeczywistych mozna by pisa¢ mnostwo, ale nie sgdze, zeby byto to niezbedne,
zwilaszcza, ze opisanie wszystkich zagadnien nawet skrétowo nie jest mozliwe. Na sam koniec
podam jedng ciekawostke. Istnieje dyskusja, czy 1=0,(9)...?

Najpierw trzeba wprowadzi¢ pojecie funkcji podtoga i funkcji sufit. Korzystajg one ze zbioréw
Dedekinda [R] = max(Z N R) [R] = max(Z n R) + 1. Dziatanie tej funkcji jest proste.
[3,65] = 3 [3,65] = 4 |-71]= —-8[—-711=—7 |eJ]= 2 [e] =3

X =X ,X X weeueee Te funkcje pozwalajg wprowadzi¢ dwa wzory obliczajgce zaokraglenie liczb

rzeczywistych. Oto one (przedstawie je w formie prostszej do zrozumienia, dostepnej dla
przecietnego zjadacza matematycznych memow)

1. Zaokraglenie sufitowe
x, =[x — 1] x =[10(x —x) — 1] x, = [100(x — x, -=5) — 1] itd.

2. Zaokraglenie podiogowe X, = [x] X, = [10(x — xO)J X, = [100(x — Xy~ To |

24

3 znak plus-minus dlatego, ze niezaleznie, czy dana liczba jest dodatnia czy ujemna, to jej kwadrat

zawsze jest dodatni
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Teraz wykorzystajmy ktorys$ z tych wzoréw dla losowej liczby wymiernej, ktorej rozwinigcie
dziesietne znamy, na przykfad %

x,= 131 = 0x = [10( — 0)] = [5-] = 3x,= [100(5¢ — 0 — =5)] = |5~ = 3 Tak wiec

rozwiniecie dziesietne liczby % =0,03)

x, =[0G -0 -1 =[10(3-0) - 1] =[2++] =3

_ 1 3 _ 1 _ 24
XZ— [100(?_0_E)_ 1] = [100W_1] = [2 +?] =3

Wzér dziata dla liczb wymiernych. Tak wiec podstawmy teraz do wzoru liczbe 1

Wzér podiogowy Wzor sufitowy
X, x0=[1j=1 x0=[1—1]=0
x, x =101 = D] =0 x, =[101 - 0) = 1] =[9] = 9
0 9
%2 x, = 11001 =1 ==9) = 0| x =[100(1 — 0 —7¥) — 1] = 100(5) — 1] 5
=[9] =9

Tak wiec liczba 1 ma dwa rozwiniecia dziesietne, a mianowicie 1,00000... i 0,999999....

Sadze, iz jest to dobry moment, aby zamkng¢ ten rozdziat. Pokazatem tu, jak liczby
rzeczywiste wptywajg na geometrie, pokazatem, jaki majg wptyw na réwnania i
rozwigzatem meczacy internet od wielu lat problem matematyczny.
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LICZBY ZESPOLONE

Poprzednie rodzaje liczb powstawaty z potrzeby rozwigzywania nowych roéwnan. Liczby zespolone
nie sg pod tym wzgledem wyjgtkiem. Réwnania liniowe (ax+b=0) dato sie rozwigza¢ za pomocg

liczb wymiernych. Réwnania kwadratowe ax™ + bx + ¢ mozna w duzej czesci rozwigzac za
. . . . .. 3 2 .
pomocg liczb rzeczywistych. W rownaniach szesciennych ax™ + bx + cx +d =0iw

. . . 4 3 2 . .
réwnaniach czwartego stopnia ax + bx  + cx + dx + h = 0 zdarza sie bardzo czesto,ze
rozwigzanie nie nalezy do liczb rzeczywistych .

Réwnanie potwierdzajgce to, co napisatem e re e T

powyzej to X' =1 Podstawiajgc do wzoru na
rownanie kwadratowe. R ) e T

= ‘°+V° —= = /- 4 =/~ 1Dlaczego -/~

nie jest rzeczyW|sty'? Poniewaz nie istnieje Zzadna liczba rzeczywista, ktéra podniesiona do
kwadratu daje liczbe ujemng

Wszystkie liczby do liczb rzeczywistych utworzy¢ mozna byto za pomocg zapetniania osi
liczbowej. Jednak liczby rzeczywiste zapetnity catg 0$. Na niej nie ma juz miejsca. Postanowiono,
iz utworzony zostanie nowy wymiar liczb.

Im
z=a+bi
b

Tak wiec liczby zespolone to sg liczby sktadajgce sie z dwdch
wyrazéw wyrazone w formie z=a+bi gdzie a,beR zeC (c to
jest oznaczenie zbioru liczb zespolonych) a i to jest jednostka
urojona o wartosci \/—71 Liczby te sg rozpisane na
ptaszczyznie liczb zespolonych (Re to 0$ rzeczywista a Im to 0$
urojona). 0 a Re

Czy na liczbach zespolonych mozna wykonywa¢ dziatania? Mozna i przedstawie je.?*

szczegolne 0golne
dodawanie 14+3i+4+4i= (a + bi) + (c + di) =
=14+4+@B+4)i=5+7i =(a+c)+ ((b+ di)
element - (3 + 5i)) =—3 —5i — (a+ bi) =—a — bi
przeciwny

24 Wykonanie w tabeli wtasnoreczne
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odejmowanie |1 + i — (3 + 4i) =

(1-3)+ (1 —4)i=—2-3i

(@a+ bi) — (c+di)=(a—c)+ib—d

_ (5+30)(6+41)
- 52

- . N 2

mnozenie G+30d+30 = (a + bi)(c + di) = ac + adi + bic + bdi’ =
=5+ 15i+ 3i 4+ 9 = (ac — bd) + i(ad + bc)
=5+18i —9=18i — 4

Dzielenie 5430 _ _(5+30)(6+4D) _ (5+30)(6+4) _ | (atbi) _ (atbi)(c—di) _ _ac—aditbic=bidi _ _(actbd)+i(bc—ad)
6—4i —  (6-4D)(6+4) ~  36-16i% | (c+dd) T (c+di)(c—di) Fdi? - Erd?

Te 4 podstawowe dziatania nie sg niczym nowym. Kojarzg sie z tym, co dobrze znane, np.
usuwanie niewymiernosci (dla liczb zespolonych i) z mianownika.

Kiedy ustalilismy juz, ze liczby zespolone sg liczbami, to bardzo wazne jest pytanie: Do czego one

stuzg?

Po pierwsze, wielkie twierdzenie algebry. W wielkim skrocie ujmujgc kazde rownanie w postaci

2 3 . . . . . . . . . . .
a + bx + cx + dx ..=0 dla nieskonczenie wielu jednomiandw ma rozwigzanie w zbiorze liczb

zespolonych. Postaram przedstawié¢ tutaj dowéd.

Na poczatek 2 definicje. Jednomian to liczby i zmienne(litery) potgczone miedzy sobg mnozeniem.

Wielomian to suma od dwoch do nieskonczenie wielu jednomianéw.Oznaczy¢ jg mozna jako v(x).
W tym przypadku przyda sie nam jednak inna, troche bardziej skomplikowana definicja
wielomianu. Chodzi w niej o to, aby dany wielomian przedstawi¢ w postaci funkcji?®. A mianowicie

n
v(x) = ax +a

X+ ax+a, Czyli kazdemu elementowi x przyporzadkowujemy sume

tego diugiego wyrazenia. Zmienna a i niewiadoma x nalezg do liczb zespolonych,a n jest nie

mniejsze niz 1.

Zasadnicze twierdzenie algebry stwierdza, ze dla kazdego wielomianu stopnia n istnieje n miejsc
zerowych w zbiorze zespolonych. Czyli istnieje x, ktéry spetnia dowolne rownanie w postaci

a+bx+cx' +dx..=0 (przyporzadkowuje zeru). My skupimy sie na pokazaniu, iz dla kazdego
wielomianu istnieje co najmniej jedno rozwigzanie- to odkrycie jest zdecydowanie najwazniejszym
skutkiem tego twierdzenia. Twierdzenie zapisane matematycznie jest nastepujace:

ax, € C | v(x0)| = 0 W dowodach podaje sie czesto lematy- twierdzenia pomocnicze

przyspieszajgce konstrukcje dowodu. Lemat ten jest nastepujgcy;

@Ar >0 (VxeO)|x| >r=|vx)| > v0) = a,

% funkcja to jest przypisanie elementow zbioru X elementom zbioru Y
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n n—1
v(x) = ax +a x +.+a +a

wtedy [v()| = x"la_+a__ (). ao(i)"| = |x["|a_+ w(x)| gdziew(y) =a__y..ay" Czyli

X

zapisalismy jg nie na sposob rosngcego x, a na sposéb malejgcego x.

la |
Dla pewnego R>0 spetniony jest warunek, ze w(y) <——jesli |y| < R, czyli I_il > % czyli

1 la,|
w(5) >——

la |
Wracajgc do poprzedniego punktu mozna zauwazy¢, ze y = % Z tego wynika, ze w(x) >—-dla

1
lx|] >—

. n n n n |an| n
Tak wigc v(x) = |x["la, +a__ (+).. ao(i) |2 x"(a | - la,_ (). ao(%) ) =2Hx|" Z tego

X

. . . R nf 2la
za pomocg tancucha rzeczy wiekszych lub rownych wynika, ze #|x|n > |a0| = x| > la—‘;'

n 2|a

0\}

I

Z tego tez wynika, ze istnieje r>0 ze twierdzenie lematu jest spetnione. r = max{%,

Udowodnione. Uff. Ciezko byto, ale sie udato. Dowdd oczywiscie nie jest przeze mnie wymyslony.
Zrozumienie go jest ciezkie i wymaga chwili analizowania, ale warto. Postaram sie teraz opisac
ten dowdd tak, aby byto prosto zrozumieé, co sie tu dziato.

Na poczatku ustalilismy twierdzenie, ktore tatwiej jest udowodnié, a jego udowodnienie jest
réwnoznaczne z udowodnieniem twierdzenia poczgtkowego. Po tym rozbilismy funkcje na
czynniki pierwsze. Pdzniej stworzylismy funkcje pomocniczg w. Z tej funkcji wyprowadzilismy
wiasnosci, ktére pomogty nam udowodnié wniosek, ze |x|>... . Potem ustalilismy, jakie musi by¢ r,
aby lemat byt spetniony, czyli aby pierwsza teza byta udowodniona.

Jestesmy w stanie rozwigzywac rownania, ktére sg niesamowicie skomplikowane. Réwnania
nieskonczonej dtugosci. Wielomiany z liczbami zespolonymi. To jest wedtug mnie niesamowite.
Liczby zespolone dajg olbrzymig ilo$¢ nowych mozliwosci dla matematyki.
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Poczatkowe zbiory liczb oprocz liczb naturalnych miaty za zadanie rozwigzywac réwnania.
Kolejne zbiory liczbowe odchodzity od tego pierwotnego zadania, znajdujgc inne. Liczby
zespolone oprécz rownan majg bardzo wiele zastosowan w trygonometrii. Liczby na ptaszczyznie
umozliwiajg zapis réznych tozsamosci.

Liczbe zespolong mozna przedstawi¢ jako punkt na ptaszczyznie zespolonej. Ten punkt oprécz
wspoétrzednych jest potozony w pewnej odlegtosci od srodka uktadu. To jednak pozostawia
nieskonczenie wiele punktéw do wyboru®. Dlatego drugg informacjg niezbedng do ukazania jest
odchylenie od osi rzeczywistej. Przedstawie to na podstawie pierwszej ¢wiartki, gdyz jest to
najtatwiejsze do zrozumienia. Niech o$ y bedzie osig urojona.

Na pokazanej z boku sytuacji F = x + iy

2 2 . . .
r =A/x" +y"~ ztwierdzenia pitagorasa. '

X =71-cosa y=r71"sina
F=x+1iy =r1r-cosa+ ir - sina = r(cosa + i - sina)

Powyzsze proces miat na celu pokazanie postaci
trygonometrycznej liczb zespolonych, czyli formy
r(cosa + i - sina). r to jest modut liczby?, a argument to

a spetniajgca dwa warunki-sina =< cosa = = Czy

na tej formie liczb da sie wykonywaé dziatania? TAK!

A przynajmniej mnozenie i dzielenie:.
r(cosa + i - sina) - p(cosp + i - sinfB) = rp(cos(a + B) + isin(a + B))

(cosactisina) isi
% = %(cos(a + B) + isin(a + B))

Nigdzie niestety nie mogtem znalez¢ informacji, jak dodawac i odejmowac liczby zespolone w
postaci trygonometrycznej. Dlatego sam sprobowatem takowy wymysli¢. Rysowatem na kartce
dwie liczby, ustalajgc ich sume metodg zwyczajng (postacig algebraiczng), a potem szukajgc
miedzy nimi zaleznosci trygonometrycznych. Przeksztatcatem uzyskane wzory na wiele réznych
sposobdéw. Po diugich poszukiwaniach stwierdzitem jednak, iz nie istnieje metoda dodawania liczb
zespolonych w postaci trygonometrycznej ktora nie korzystataby z przeksztatcania jej na posta¢
algebraiczna.

% promien wytycza koto, na ktorego brzegach jest nieskonczenie wiele punktow
27 Wykonanie wtasnoreczne
2 modut liczby q czesto jest oznaczany |q|
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Do czego stuzy jednak postac trygonometryczna? Pozwala ona w prosty sposob uzyska¢ wzory
na sumy trygonometryczne- wystarczy zapamietac¢ tylko dwa wzory- na mnozenie i na dzielenie
postaci trygonometrycznych. Powstato wiele teorii dotyczgcych tych liczb- ale to temat na
oddzielng prace.

Trzecim sposobem zapisania liczby zespolonej to posta¢ wyktadnicza. Funkcje trygonometryczne
da sie zapisa¢ w radianach- wartos¢ takiej funkcji to od — m do m. Wtedy posta¢ wykfadnicza to

o . . . .
¢ = |cle gdzie ceC e to stata Eulera a |c| to jest modut z ¢, a to miara kata wyrazona w
radianach. Jej forma wynika z postaci kilku ciggéw nieskonczonych-tak wiec ta postac tez jest
poprawna.Na postaci wyktadniczej mozna wykonywa¢ mnozenie i dzielenie:

o o)
=lclle,l e "7

Co ciekawe wszystkie te wzory dziatajg dla liczb rzeczywistych.
dz 2™ 12 0(0-0) _ 12 . . . S
6 e N e N 1 Moduly liczb rzeczywistych sg réwne wartosciom liczb

rzeczywistych, a argumenty obu liczb rzeczywistych sg réwne zero.

Z postacig wyktadniczg liczb zespolonych wigze sie jeden z P
najpiekniejszych wzoréw matematyki e™ + 1 = 0 = ™ =— 1 ’f/ , /___:_K\ \\_\
Y | W
-1 0 1
Kat o mierze Pi radianéw odpowiada Katowi180 stopni.
€ osmkimana = 111 ° e™ = ¢™ liczba ta lezy w tej samej odlegtosci

od 0 co 1, ale w przeciwnym kierunku®, czyli jest to -1 |1|=]-1].

Podstawiajgc inne liczby jako moduty uzyskany bedzie wynik uzyskany w ten sam sposoéb (liczba
przeciwna do modutu).

2 liczba e”(ai) to argument liczby zespolone;j
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Liczby zespolone majg wiele zastosowan i matematycznych, i fizycznych i kosmologicznych.
Gtéwnym celem tego dziatu byto ukazanie liczb zespolonych, a przede wszystkim ich
majstersztyku konstrukcyjnego. Majg one trzy postacie, a kazda z nich jest uzyteczna. Kazda daje
nowe mozliwosci. W tej pracy mam nadzieje, ze wida¢ wzrastajgcy poziom skomplikowania
konstrukgji. Od tych najprostszych naturalnych az po trzy postaciowe liczby zespolone. A to
jeszcze nie koniec...

KWATERNIONY

Po nieoczywistym na poczgtku sukcesie liczb zespolonych matematycy poszukiwali nowych
rodzajéw liczb liczagc na to, iz bedg one tak wazne jak liczby zespolone. Poszukiwania trwaty, ale
nikt nie potrafit nic nowego wymysli¢. William Hamilton- irlandzki matematyk tez poszukiwat liczb
trojwymiarowych, ale nic nie przychodzito mu do gtowy, gdyz w kazdym systemie liczbowym
tréjwymiarowym istniaty problemy ze zdefiniowaniem mnozenia. Pewnego dnia,kiedy szedt na
posiedzenie wpadt na genialny pomyst, uznat, iz liczby mogg mie¢ cztery wymiary- jeden to 08
liczb rzeczywistych. Pozostate trzy to jednostki urojone i,j,k. William wyryt scyzorykiem na moscie
wzory. A wracajgc do kwaterniondw...

Sa to twory w postaci a + bi + ¢j + kd gdzie a, b, c,d € R ai,jk to jednostki
urojone.Kwaterniony(ich zbior) oznacza sie literg H.Te twory sg liczbami, mozna na nich
wykonywaé podstawowe dziatania.Przedstawie je w ponizszej tabeli

dziat | ogolny przykiad szczegolny przyktad
doda |(@+bi+ci+d)+(e+fitgi+hk)= |@6+5i+8 —3k+@+7i+8+7k =
wanie |=@+e)+ b+ fi+Cc+gj+d+hk |=@6+4)+G+7i+@+8)j+(—3+Nk=
10 + 12i + 16j + 4k

odej (a+ bi+cj+dk) — (e + fi+gj+ hk) = (6+5+8 —3k)— (4 +7i+8 +7k)=
mowa |=(@—-e +b-fit+c—gj+@-Wk |=6-4)+G-7)i+@B-8)j-(—3+7Nk=
nie 2 — 2i — 4k
mnoz | (@+bi+cj+dk)-(e+fi+gi+hk)= |(6+5i+8 —3k - (4+7i+8+7k =
enie ae + afi + agj + ahk + 6-4+6-71+6-8 +6-7k+

bie + bfi’ + bgji + bhki+ 5-4i+5-7+5-8i+5- Tki+

cej + cfij + cgj’ + chkj+ 8.4/ +8-7ij+8 -8 +8-7kj+

dek + dfik + dgjk + dhk’ —3-4k—3-7ik—3 8k—-3-7k

W mnozeniu pojawiajg sie wyrazenia, ktérych wartosci nie da sie podac, na przyktad ij,jj,kk,ii,kj,ki.
Mnozenie tych wyrazen byto zmorg matematykdéw. Nikt nie wiedziat, jak przejs¢ przez ten problem.
Dopiero po wielu latach pracy Rowan William Hamilton znalazt rozwigzanie. To podczas spaceru
mostem- o ktérym napisatem wczesniej, przyszto mu do gtowy rozwigzanie tego problemu. A

.2 2 2 ..
mianowicie: I =] = k = l]k =— 1 Ponadto prawdziwe s3 nastepujgce réownosci:
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Podane wzory na mnozenie jednostek urojonych nie wydaja sie logiczne. Przeciez z tego wynika,

ze ijk =— ijk Mimo to wykonujgc dziatania mozna przekonac sie, ze zastosowane wzory dziatajqg i

nie tworzg paradoksow. Np.ij -~— ij =— 1 - i -j2 =—1-—1-—1==1 = ijk Wszystkie

warunki, ktére liczby muszg spetnia¢ (oprécz przemiennosci mnozenia) sg spetnione.
Tak wiec ze zdobytg wiedzg mozna powrdcié do mnozenia kwaternionow.*

(a+bi+c+dk) - (e+ fi+gj+ hk)=
ae + afi + agj + ahk +

bie + bfi’ + bgji + bhki+

cej + cfij + ng2 + chkj+

dek + dfik + dgjk + dhk’ =

ae + iaf + jag + kah +
ibe — bf + kbg + jbh
jce + kcf — cg + ich
kde + jdf + idg — dh =

(ae — bf — cg — dh) + i(af + be + ch + dg) + j(ag + bh + ce + df) + k(ah + bg + cf + de)

Te przeksztatcenia pozwolity na uczynienie wzoru bardziej przejrzystym. | utatwia korzystanie z niego.
Mimo to ten wzér nadal jest bardzo skomplikowany. Czy da sie go jako$ uprosci¢? Tak. Nalezy do
tego uzy¢ wektorow.

Czilowiek nie jest w stanie wyobrazi¢ sobie czterowymiarowej przestrzeni, a tym bardziej skuteczniej
w niej wykonywac dziatania. Dlatego Hamilton wymyslit, iz kwaterniony mozna podzieli¢ na dwie
czesci. W rownaniu na niebiesko zaznaczona jest czes$¢ skalarna (potozenie na osi rzeczywistej), a
na czerwono wektorowa (potozenie w przestrzeni trzech wymiaréw urojonych).

a+xityj+zk

Wektor wedtug Hamiltona to czysto urojony kwaternion (xi+yj+zk). Opisa¢ go mozna jednak
jako odcinek od punktu (0,0,0) do punkty w przestrzeni reprezentujgcego czysto urojony kwaternion.
We wspotczynnikach x,y,z zaprogramowane sg kierunek, zwrot i punkt przytozenia i dlugos¢ wektora.
Takie wektory mozna wykorzysta¢ do uproszczenia dziatarn na kwaternionach:*'

(a+vl)-(b+v2)=(a-b—vlovz)(a-v2+b-v1+v1><v2)

@+v)+GB+v)=(a+v) - (b +52)_1

- 1 - 3 = =
(b-}-vz) _m(b_%)/\b +Ul°172¢0

%0 Wykonanie wtasnoreczne
31 ze wzgledu na ograniczenia techniczne strzatka nad wektorem zastgpiona bedzie kreska



gdzie - to iloczyn skalarny, a x to iloczyn wektorowy. lloczyn skalarny jest sumg iloczynow
sktadowych wektora (czyli xi,yj,zk). lloczyn wektorowy to inny wektor spetniajgcy okreslone
wiasciwosci.

lloczyn wektorowy jest opisywany przez macierze- nowg strukture matematyczng. Kwaterniony
pokazaty matematykom, ze liczby nie sg wystarczajgce do opisu teorii matematycznych.

Powstanie nowych struktur byto tylko kwestig czasu. Wtedy powstaty na przyktad algebry Clifforda.

Nowe konstrukcje zaczety wypiera¢ kwaterniony, ktérych uzycie stawato sie coraz mniejsze,

Wektory powstaty na potrzebe kwaternionéw. Podziat kwaternionéw na czesc skalarng i
wektorowg przypomina podziat czasoprzestrzeni na czas i przestrzen. Hamilton sgdzit, iz jego
liczby stuzy¢ beda do ich opisu. Olivier Heaviside stwierdzit jednak, ze wektorow mozna uzy¢ w
oderwaniu od kwaternionéw. Miat racje. Dzisiaj wektoréw uzywa sie naprawde czesto-uczy sie o
nich nawet w szkole podstawowej. Weszty one nawet do codziennego uzycia, w przeciwienstwie
do kwaterniondw.

Kwaterniony stracity na znaczeniu w obliczu powstania nowych struktur i nowych systemow
liczbowych. Wykorzystuje sie je jednak w jednej dziedzinie. Sg one tam niezastgpione. A
mianowicie opis rotacji w trzech wymiarach. Przedstawienie obrotu w dwoch wymiarach jest
prosty. Wystarczy wybra¢ punkt na figurze wokot ktérego jg obrécimy i podac kgt obrotu. W trzech
wymiarach jest to trudniejsze. Bryta obraca sie wokot prostej. Trzeba utworzy¢ prostg
przechodzacg przez dwa punkty w przestrzeni. Jeden z tych punktéw ma wspétrzedne (0,0,0).
Drugi punkt to wtedy a,b,c. Istniejg wzory, ktére pozwalajg obliczy¢ wspodtrzedne kohcowe punktu
na podstawie wspétrzednych poczgtkowych, lokalizacji punkty drugiego i kgta obrotu.

Istniejg inne sposoby na opis obrotu w trzech wymiarach, ale sg one zdecydowanie bardziej
skomplikowane niz kwaterniony. Istnieje olbrzymia infrastruktura informatyczna (silniki 3D)
obstugujgca kwaterniony.

Kwaterniony sg liczbami czterowymiarowymi. Mozna je takze przedstawi¢ w dwuwymiarowej
przestrzeni, w ktorej kazdy wymiar to wymiar liczb zespolonych. Czyli:
g € H=>g = (a + bi)1l + (c + di)j definiujgc k=ijtog = a + bi + ¢j + dk

Kwaterniony rozszerzajg liczby zespolone i dajg wiele nowych mozliwosci. Istniejg takze inne
zbiory rozszerzajgce zbioér C, lecz one odchodzg od tematu pracy. Pomimo wykonalnosci na nich
wiekszosci dziatan matematycznych ich funkcje coraz bardziej odbiegajg od funkgiji liczb, a
przyblizajg sie do innych, bardziej skomplikowanych tworow.
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LICZBY P-ADYCZNE

Liczby rzeczywiste majg rozwiniecie dziesietne

. S . . System Zapis licz Zapis
po przecinku. Czy istniejg liczby, ktére maja Iié’zbowy prz@k&adol:vyy doguszczalny
rozwiniecie dziesietne przed przecinkiem? Tak
¢ Q, ...0000001 ...0000001,

istnieje taki sposdb. Sg to liczby p-adyczne.

Litere p zastepuje sie dowolng liczbg-najczesciej Q, ---210001,21  ...210001,21,
pierwszg*?. Tak wiec istniejg liczby 3-adyczne, Qs (44322),1221  (44322),1221,
liczby 5-adyczne itd. Oznacza sig je Q, (6456),54 (6456),54,

Qz, Q3, QS, Q7, Qg,..., Liczby te zapisuje sie w

systemie liczbowym odpowiednim dla danej liczby pierwszej p, czyli cyfry w tym systemie to
(0,1,2,...,n-1). Przedstawiony jest przyktadowy zapis liczb i system zapisu oraz jego dopuszczalna
forma. Ale teraz najwazniejsze pytanie. Czy liczby p-adyczne to liczby? Tak! Dziatania na nich
definiuje sie poprzez dziatania pisemne. Podam je na przyktadach®, gdyz zapis symboliczny jest
trudny i niepotrzebny. Wykorzystam rézne systemy adyczne. Pogrubione liczby to liczby
przeniesione z poprzedniej kolumny. Pierwsze dwa rzedy to liczby dodawane, a trzeci to ich suma.

dziatanie pisemne1 zapis symboliczny
2+1 3 0+1 2+1 1+1 3 0 2 3 ..23021,3023 +..14343,212 =
..43430,0143
+ 1 4 3 4 g : 2 1 2
4 2 4 3 0 , 0 1 4 3
dla liczb 5-adycznych
2.1 31 01 21 1 31 0 2 3 .23021,3023 —..14343,212 =
..02012,0203
- 1 4 3 4 3 , 2 1 2
0 2 0 1 2 , 0 2 0 3
dla liczb 5-adycznych
5333 D51 5E ..153203,125 - 10100101,12 =
1010010112 = 66633,33333
X .33664 06 253
dla liczb 533203125
_ .33203 125
7-adycznych S G031 35
.1 25
.5
.6663333333

%2 kiedy p jest liczbg pierwszg, wtedy w takim systemie liczbowym nie istniejg dwie niezerowe liczby,
ktére pomnozone przez siebie dajg zero
3 Szare tabele w tym dziale i nastepnym wykonane wtasnorecznie
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Dzielenie liczb p-adycznych istnieje, ale jest ono stosunkowo skomplikowane i wymagatoby
dtugiego opisu. Najwazniejsze jest, ze x,y € Qp ANy #= (0),0= % € Qp

Liczby p-adyczne sg rozszerzeniem liczb wymiernych, ale nie sg réwne liczbom rzeczywistym, nie
kazdy element liczb rzeczywistych jest p-adyczny i nie kazdy element liczb p-adycznych jest
rzeczywisty. Aby to pokazac, to podam nastepujgce przyktady:

\/(4)5=V—1 \/(4)5€Q5Ax/— 1 &R

\E ERA \E € Q. bo nie istnieje liczba 5-adyczna, ktéra pomnozona przez siebie daje 2.

Tak wiec pokazatem, ze liczby p-adyczne i rzeczywiste to zbiory, ktére zdecydowanie sie od siebie
réznig. Nawet zbiory p-adyczne réznig sie miedzy sobg, ale to mysle temat na zupetnie inng
prace.

Po co liczby p-adyczne? Najstynniejszym miejscem, w ktérym wykorzystano liczby p-adyczne to
wielkie twierdzenie fermata, ktére jest nastepujgce:

nie istniejen = 3 A x,y,z,n € N, ze a+b =c"

Z liczbami p-adycznymi jest zwigzana cata arytmetyka tych liczb, ktérej gltdwnym elementem sg
dziatania pisemne.

Dziatania p-adyczne sg zwigzane z nastepujgca zaskakujgcg tozsamoscia:

XA XX It S+ = A A=A A - 1) =0 (x #1234 =0)
X X

Istniejg takze inne zastosowania liczb p-adycznych, takie jak kryptografia i informatyka
teoretyczna. Liczby p-adyczne sg naprawde ciekawym i nietypowym tworem, nad ktérym warto sie
pochyli¢. Sg przydatne w wielu miejscach, a nawet, gdyby nie byty teraz przydatne to kto wie,
moze za sto lat?
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LICZBY KARDYNALNE

Nieskonczonosc¢. Co to? Nieskonczonosé jest paradoksogenna i nieintuicyjna. Mézg cztowieka nie
jest przyzwyczajony do liczenia w takich kategoriach. Mimo to naukowcy, tacy jak Cantor
podejmowali sie tego tematu. Nawet skutecznie.

lle dany zbidr ma elementow? Jedli jest to zbiér skonczony np. A={1,2,3} to liczba jego elementéw,
tj. moc zbioru rowniez jest skonczona. Ale co zrobi¢, kiedy moc zbioru jest nieskonczona-kiedy
zbiér ma nieskonczonos$c elementéw? Cantor postanowit zaradzi¢ temu problemowi w
nastepujgcy sposob.Ustalit, ze moc zbioru liczb naturalnych oznaczona bedzie jako X, (alef 0),a

inne zbiory bedzie poréwnywat do alefa.

Nadchodzi zatem pytanie, jak poréwnac ilos¢ elementéw w zbiorze,jak stwierdzi¢, ze zbidor A ma
moc zbioru takg sama jak moc zbioru B. Cantor wymyslit sposdéb logiczny i intuicyjny. Chodzi o to,
ze zbiory sg réwnoliczne, kiedy kazdemu elementowi zbioru A przyporzgdkowa¢ mozna element
zbioru B. Kiedy mozna te elementy pogrupowac w pary.

Za przyktad niech postuzy, nam codziennos$¢. Chcemy sprawdzié, czy truskawek w koszyku jest
tyle samo co malin. Tworzymy pare truskawka-malina. Tworzymy je do czasu, kiedy zostanie tylko
jeden rodzaj owocow. Wtedy ten rodzaj, kiéry zostat w koszyku jest tym, z ktérego owocow jest
wiecej.

Dla liczb skonczonych czesciej chcemy znaé ilo§¢ obu rodzajéow elementéw, a dopiero potem je
porownywaé. W przypadku liczb nieskonczonych to nie jest mozliwe. llo$¢
elementow zbiory liczb naturalnych oznaczono symbolem alef. Nie mozna

Z N z
wyrazi¢ w liczbach jego wartosci. Mozna natomiast poréwnywac dane zbiory i
rupowac ich elementy w pary.
grup y W pary 5 1 1 1
4 2 3 -2
Oczywistym wydaje sie, ze liczb catkowitych jest dwa razy wiecej niz
naturalnych. Cantor udowodnit jednak, ze liczb catkowitych jest tyle samo co 6 3 5 -3
naturalnych. Przyporzgdkowat je w sposob przedstawiony z boku . Zero z liczb
naturalnych zostato przyporzgdkowane do zera z liczb catkowitych. Tak wiec 2k k  2k-1 -k
[N| = |Z]. Czyli moc zbioru N jest taka sama co moc zbioru Z.%*
Zs i Bs 1 By 1 8ys 1 Bys 1% 1%ys 1Pays
llos¢ liczb wymiernych jest taka sama co ilosc¢ liczb T 6 ] e ¥ 13 777
naturalnych.Przyporzgdkowanie jest proste. A '3/4: 1=1/4 i 1/4 | 3/4
, _ o 23 } %3 | L i 581/3 592/3 4/3
3% symbol mocy zbioru |X| przypomina symbol warto$ci =~ 1 T sy 51 REEENE
odczytywanie zalezy od kontekstu. g 2 31 2 521 /2 1% 2
SniSBn  2pthn Sonthn SaiBa ap !
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mianowicie nalezy zrobi¢ to zgodnie z metodg pot nieskonczonej szachownicy- przedstawiong na
rysunku obok. Kazda strzatka to przeskok na nastepng liczbe naturalng. Przyporzagdkowanie sig
udato. Teraz pytanie, czy liczby rzeczywiste tez uda sie tak przyporzgdkowac?

NIE! Dowdd Cantora jest prosty-sprowadzenie do sprzecznosci. Niech wszystkie liczby
rzeczywiste zostang przyporzgdkowane liczbom naturalnym w dowolny sposéb. Niech
przyktadowo 1 - 0,01 2 - — 17,55546433.... 3 - 12,(74) itak dalej. W tym momencie mozna
stworzy¢ nowa liczbe rzeczywistg. Z pierwszej liczby bierzemy liczbe catosci, z drugiej pierwszg
liczbe po przecinku, z trzeciej druga liczbe po przecinku i tak dalej. Potem te liczby powigkszamy o
1 (dla dziewigtki odejmujemy). Tak wiec powstata liczba 1,65.... itd. Liczba ta jest rézna od
wszystkich liczb rzeczywistych przyporzadkowanych. Tak wiec nie wszystkie liczby sg
przyporzadkowane i zawsze stwierdzenie, ze WSZYSTKIE liczby rzeczywiste sg
przyporzadkowane bedzie nieprawdziwe.

Co wtedy zrobic¢ z liczbami rzeczywistymi. Moc ich zbioru to -I: ,ktérg w tym rozdziale oznaczac
bede literg c. Moc liczb rzeczywistych réwna jest mocy liczb zespolonych |R|=|C|=|H|=|Qp|.

Czy istniejg inne liczby kardynalne? Tak, ale trzeba poszukaé w podzbiorach liczb. A mianowicie
robi sie to metodg podzbioréw liczb naturalnych. Dziatania na liczbach kardynalnych istniejg, ale
sg niewazne. Wazne sg za to zbiory potegowe zbioru.

Zbior A moc |A| | zbiér podzbioréw zbioru P(A) moc [P(A)|
{a} 1 {©.{a}} 2
{a,b} 2 {0 {a}.{b}.{a,b}} 4
{a,b,c} 3 {@,{a}.{b}.{c}.{a.b}.{a,c}.{b,c}.{a,b,c}} 8

Nasuwa sie prosty wniosek 2 = |P(A)|. Dla liczb kardynalnych ta réwnos¢ sie tez sprawdza.

N
2°=P(x0)=c.

Ciag liczb kardynalnych przedstawia sie nastepujgco:

c

c 2

N0<c<26<22 <2° <.
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Hipoteza continuum stawia pytanie, czy to sg juz wszystkie liczby kardynalne? Naukowcy sadzg,
ze tak. Udowodniono jednak, ze nie jest mozliwe dowiedzenie jej matematycznie. Hipoteza ta to
jest jedno z najwiekszych pytah matematyki.

Liczby kardynalne sg czym$ niesamowitym jak i cata nieskoriczono$¢. Nie jest to praca o
nieskonczonosci, wiec tylko zahaczytem o ten temat. Mimo to to zahaczenie byto czyms
niesamowitym.

Istniejg takze inne sposoby reprezentacji wielkosci nieskoriczonych- liczby porzgdkowe. Istniejg
takze wielkosci nieskonczenie mate. Nawet naukowcy nie sg pewni, jakie wtasnosci majg tamte
liczby. Badania caty czas trwajg, dowody ciggle powstajg.

ZAKONCZENIE

To nie jest praca historyczna- rozwigzania rownan kwadratowych znano w starozytnym Babilonie.
Definiowanie aksjomatoéw to historia wspotczesna-do dzis$ nie zakohczono tego procesu. Ta praca
nie jest chronologiczna- nie o to w niej chodzi. Nie chodzi tez o to, aby odkry¢ cos
nowego-wiekszosc, jesli nie wszystkie z tych faktow sg znane przecietnemu licealiscie z klasy
pierwszej. Mimo to ta praca ma mie¢ wartos¢ dla kazdego- od licealisty az po profesora
matematyki. Ta praca ma by¢ powrotem do korzeni. Nie odpowiada ona na pytanie co? Nie
odpowiada na pytanie kiedy. Jedyne, ale najwazniejsze pytanie matematyki, na ktére jest tutaj

X
odpowiedz to dlaczego. Wtasnos$¢ tatwo zauwazyc, na przyktad 2 ° = c, ale ciezko jg udowodnic.
Udowodnienie wymaga myslenia ogolnego i kreatywnosci.

Konwencja tej pracy byto pokazanie znanych wiasnosci, ale z innym nastawieniem. Nie wystarczy
nam ich poznanie. Trzeba je zrozumiec€. Trzeba poznac¢ konstrukcje liczb catkowitych, by
zrozumie¢ szanse wyptywajgce z kwaternionéw. Matematyka jest czyms pieknym i tak
niesamowicie logicznym, ze zapiera dech w piersi i zachwyca kazdg linijkg rownan. Dzieki pisaniu
tej pracy zrozumiatem, co sie z czego wywodzi. Zrozumiatem,ze wszystko w matematyce
pochodzi z czegos.
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Zrédta, ktére stuzyly jako zrodio informacii, a takze jako zrédto inspiracji do wiekszosci dowoddw
(wiekszos¢ dowoddw i definicji jest autorska, ale wykorzystujg one informacje ze stron napisanych
ponizej). W przypadku wiekszos$ci zrodet korzystano z fragmentéw prac a nie catych prac.

1) internetowe:
a)
b)

h J/www.britannica.com/science/Peano-axiom

https://pl.wikipedia.org/wiki/Zasadnicze twierdzenie_algebry
https://eia.pg.edu.pl/documents/184139/28394338/PA_2009_2010_CW_T8 Material
—komocniczy%201.pdf

https://en.wikipedia.org/wiki/Quaternion

2) llustracje (czasami strony lub filmy, z ktérych pochodzg ilustracje).

a)
b)

https://www.geogebra.org/m/yrGZgF4S

https://pl.wikipedia.org/wiki/Liczby zespolone
https://ichi.pro/pl/geometria-liczb-i-kwaternionow-186602691161996
https://pl.wikipedia.org/wiki/Liczby_rzeczywiste

. 2v=i
https://www.youtube.com/watch?v=IsOpyWmkUOQo

3) Wideoteka:
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b)
c)
d)
e)
f)
9)
h)

i)
)

https://www.youtube.com/watch?v=0MjpPB3yDRg
https://www.youtube.com/watch?v=rYcueOPIMdg
https://www.youtube.com/watch?v=DY-bxOFqiOw
https://www.youtube.com/watch?v=6-Wmlj4rUdw

https://www.youtube.com/watch?v=HMDb9zJ2BdA
h N .com/watch?v=I Wmk

https://www.youtube.com/watch?v=iINMyy9fZpZk

https://pl.khanacademy.org/math/algebra/x2f8bb11595b61c86:irrational-numb
rs/x2f 11 1 :proofs-concerning-irrational-numbers/v/proof-that-

uare-root-of-2-is-irrational
https://www.youtube.com/watch?v=EyQ69Ms2EoY
https://www.youtube.com/watch?v=XXRwlo_MHnI



https://www.britannica.com/science/Peano-axioms
https://pl.wikipedia.org/wiki/Aksjomaty_i_konstrukcje_liczb
https://www.matematyczny-swiat.pl/2017/08/nie-mozna-dzielic-przez-zero.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Construction_of_the_real_numbers
https://pl.wikipedia.org/wiki/Zasadnicze_twierdzenie_algebry
https://eia.pg.edu.pl/documents/184139/28394338/PA_2009_2010_CW_T8_Material_pomocniczy%201.pdf
https://eia.pg.edu.pl/documents/184139/28394338/PA_2009_2010_CW_T8_Material_pomocniczy%201.pdf
https://www.geogebra.org/m/yrGZgF4S
https://pl.wikipedia.org/wiki/Aksjomaty_i_konstrukcje_liczb
https://pl.wikipedia.org/wiki/Liczby_zespolone
https://ichi.pro/pl/geometria-liczb-i-kwaternionow-186602691161996
https://pl.wikipedia.org/wiki/Liczby_rzeczywiste
https://www.youtube.com/watch?v=iNMyy9fZpZk
https://www.youtube.com/watch?v=lsOpyWmkU0o
https://www.youtube.com/watch?v=0MjpPB3yDRg
https://www.youtube.com/watch?v=rYcueOPlMdg
https://www.youtube.com/watch?v=DY-bxOFqiOw
https://www.youtube.com/watch?v=6-Wmlj4rUdw
https://www.youtube.com/watch?v=HMDb9zJ2BdA
https://www.youtube.com/watch?v=lsOpyWmkU0o
https://www.youtube.com/watch?v=iNMyy9fZpZk
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