CHIRURGIA CZWOROSCIANU FOREMNEGO

Joanna Dobrowolska
Victoria Center Primary School, Wrzgsowice, klasa 7






Czworoscianem foremnym zainteresowatam sie w momencie, gdy podgladnetam w
czasie przerwy, jak uczniowie z klasy czwartej ztozyli te bryte na dodatkowej lekcji
matematyki z kartek papieru formatu A4 a potem skonstruowali jg z patyczkow.

Gdy méj nauczyciel zauwazyt, ze bardzo zainteresowat mnie ten wieloscian, zrobit
kilka krétkich spotkan dla grupy moich kolezanek i kolegow z klasy VIl i VIII, na ktérych
pokazat nam troche wiecej tajnikbw czworoscianu.

Wczesniej — bo juz od wrzesnia poznalismy bardzo fajny program GeoGebra, w ktérym
wszystkie utworzone bryty moglismy obraca¢ i widzie¢ z réznych stron. Nie
wiedziatam, ze tak mozna na komputerze oglgdaé to co trudno czasem narysowac.
GeoGebra stata sie na naszych lekcjach matematyki nieodtgcznym programem ktérym
postugiwat sie nasz nauczycieli nie tylko na lekcjach matematyki ale rowniez fizyki.
Nie dos¢ tego, ..... moglismy sie nim postugiwa¢ w domu konstruujgc rozmaite
problemy matematyczne, gdyz program ten jest darmowy.

W styczniu dowiedzieliSmy sie o konkursie prac matematycznych i pomyslatam sobie,
ze czworoscian foremny bytby dla mnie przystepnym tematem do napisania pracy
konkursowej.

rys. 1

Co to jest czworoscian foremny?

Czworoscian foremny jest to bryta przestrzenna, nalezgca do jednego z pieciu
wieloscianéw foremnych, ktére badat juz w Starozytnosci Platon, skad nazwa tych bryt
— platonskie. Wieloscian foremny ma zawsze przystajgce $ciany, bedgce wielokgtami
foremnymi i naroza tez sg przystajgce.

Czworoscian foremny ma dokladnie 4 $ciany bedace trojkagtami rownobocznymi, 4
wierzchotki i 6 krawedzi.

Jest on szczegdlnym przypadkiem znanego nam z miodszych klas ostrostupa
prawidtowego trojkgtnego.

Jak zbudowa¢ model czworos$cianu?

Czworoscian mozna zbudowac z kartki papieru formatu A4 jak rowniez z patyczkow,
ktéry wéwczas nazywamy wowczas modelem krawedziowym, gdyz widoczne sg w nim
tylko krawedzie.

Ponizsze rysunki ilustrujg wykonane w ten sposdb modele.



rys. 2 rys. 3

Ciekawostkg jest, ze model czworoscianu mozna wykona¢ takze z odpowiednio
przygotowanego paska z kartonu —rys. 4.

Budujemy go na bazie tréjkagta foremnego — (czerwony tréjkat na rys. 3). Cztery
prostokaty (szaro zotty i biato niebieski majg wymiary h x a, gdzie h to wysokos¢
trojkata rownobocznego, za$ a to potowa jego podstawy.
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rys. 4

Po zagieciu tego paska papieru wzdtuz wszystkich linii wykreslonych w prostokatach
sktadamy czworoscian — rys. 5.

rys. 5

Czy istniejg przekroje czworoscianu bedace czworokatami?

Model krawedziowy czworoscianu foremnego umozliwia udzielenie odpowiedzi na
kilka waznych pytan:

e Czy istnieje przekrdj czworokgtny czworoscianu foremnego?

e Czy przekrojem tym moze by trapez, prostokat, kwadrat?

e Kiedy otrzymamy przekroj kwadratowy?



W tym celu wykonajmy najpierw model krawedziowy czworoscianu, gdyz wtedy
bedziemy mogli na nim fatwiej eksperymentowac. Przygotowujemy 6 patyczkow
(takich od szasztykow) tej samej dlugosci i wigzemy je ze sobg matymi recepturkami,
az otrzymamy model przedstawiony na rysunku 3.

naktadamy na ten model dtuzszg recepturke i naciggamy jg tak, by utworzyta
czworokatny przekrdj modelu. Okazuje sie ze moze nim by¢ trapez, prostokat, a jesli
recepturka przechodzi przez srodki czterech krawedzi czworoscianu, wowczas
przekrojem jest kwadrat — rys. 6, 7, i 8.

rys. 6 rys. 7

rys.8

Tu pojawia sie kolejne pytanie:

e Czy to jedyny kwadratowy przekréj czworoscianu?
Zaktadamy kolejng recepturke innego koloru i jeszcze jedng i okazuje sie ze istniejg
trzy takie kwadratowe przekroje. Tworzg one nowy wieloscian — odmioscian foremny
—rys. 9.



rys. 9 rys. 10

Do osmioscianu doklejone sg cztery mniejsze czworosciany. Ale osmioscian ma 8
Scian , wiec mozna doklei€ jeszcze cztery takie mniejsze czworosciany.

Tak utworzony osmioscian z czterema ,rogami” tworzy przestrzenng osmioscienng
gwiazde zwang stella octangula. Odkryt ja w 1609 roku Johannes Kepler — niemiecki
astronom i matematyk.

W GeoGebrze stelle mozna utworzy¢ rowniez z czworo$cianu foremnego przez jego
obrét wokét jego ,pionowej” osi symetrii o kgt 90° — rys. 11.

rys. 11

Wroéémy jednak do kwadratowego przekroju. Jesli utworzymy wszystkie przekroje
réwnolegte do jednego wybranego kwadratowego przekroju czworoscianu, wowczas
okazuje sie, ze majg one ten sam obwdd.

Co ciekawego, jego dtugos¢ stanowi podwojong dtugos$¢ krawedzi czworoscianu.
Wida¢ to wyraznie na dynamicznej konstrukcji GeoGebry, ktorej zrzuty ekranu dwoéch
réznych etapow konstrukcji ilustruje rysunek 12 i 13.

Na jednym przekrojem jest kwadrat, a na drugim prostokat. Ale siatka dorysowana do
czworoscianu ukazuje odcinki bedgce bokami kazdego z tych przekrojow i widaé
wyraznie, ze suma tych odcinkow daje ten sam wynik: 2a.



rys.12 rys. 13

Jesli méwimy o siatce czworoscianu, to wykonujgc eksperyment wyraznie widac, ze
czworoscian foremny ma dwie siatki.

Na jednej z nich cztery jego sciany tworzg trojkgt rownoboczny (rys. 11).

Mozna te trojkaty rowniez utozy¢ jeden za drugim (rys. 12). Wystarczy odcig¢ jeden
maty tréjkat duzej siatki trojkatnej i przyklei¢ go np. tasma klejgcg do potowy innego
boku tego duzego trojkata i otrzymamy siatke widoczng na rysunku 15.

rys. 14 rys. 15
Czworoscian foremny jest przestrzennym odpowiednikiem ptaskiego wielokata -
trojkgta réwnobocznego. Wysokosci czworoscianu, podobnie jak w tréjkgcie
réwnobocznym przecinajg sie w jednym punkcie.
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rys.l.

Dowiedziatam sie od nauczyciela matematyki, ze wysokosci w trojkacie
réwnobocznym przecinajg sie jednym punkcie w stosunku 1:2. Punkt przeciecia sie
wysokosci matematycy nazywajg ortocentrum tréjkata.

Wiem tez jak to udowodni¢. Wystarczy roztozy¢ trojkat na trzy mniejsze tréjkaty
przystajgce. Ich wysokosci h sg takie same i podstawy a tez sg rowne, bo sg bokami

trojkata rownobocznego. Pole catego trojkata jest rowne sumie pél trzech mniejszych

7



trojkatow — zielonego, niebieskiego i czerwonego. Niech wysokos$¢ duzego trojkata jest
rowna H - rys.17.
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rys. 17

Zatem
SAABC'= a - H=3:a-h

A to znaczy, ze

H =3h
Czyli w catej wysokosci H tréjkgta mieszczg sie 3 wysokosci h. Odlegtos¢ punktu
przeciecia sie wysokosci trojkgta rownobocznego od jego boku jest 1/3 catej jego
wysokosci, a odlegtos¢ od jego wierzchotka 2/3 wysokosci. Zatem kazda wysokos$é
dzieli inne w stosunku 1:2.

Teraz nasuwa sie pytanie: jak przecinaja sie wysokosci czworoscianu?

Zauwazmy przede wszystkim, ze ortocentrum H trojkagta bedgcego podstawg
czworoscianu jest spodkiem wysokosci tego czworoscianu.
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rys. 18 rys. 19
Jezeli zmierzymy w GeoGebrze diugosci |OD] i |OH|, to zauwazymy, ze:

l0D] _
o —3

a to oznacza, ze iloraz odlegto$ci ortocentrum O czworoscianu podzielona przez
dtugos¢ wysokosci ostrostupa jest rowna 4. Czy tak faktycznie jest?



Fakt ten tatwo udowodniC opierajgc sie na poprzednim rozumowaniu dla trojkata.
Teraz dzielimy czworoscian o wysokos$ci H na cztery ostrostupy, ktére majg takie same
podstawy o polu S jak podstawa czworoscianu i wysokosci o dlugosci h. To oznacza
podobnie jak powyzej, ze:

V caworoscianu = Spodstawy "H=4- Spodstawy “h

Z tego wynika, ze
H=4h

Czyli w catej wysokosci H czworoscianu foremnego mieszczg sie 4 wysokosci h.
Odlegtos¢ punktu przeciecia sie wysokosci czworoscianu foremnego od jego sciany
stanowi 1/4 catej jego wysokosci, a odlegtos¢ od jego wierzchotka 3/4 tej wysokosci.
Zatem kazda wysokosc¢ dzieli inne w stosunku 1:3.

rys. 20

Rozktad czworoscianu foremnego na cztery przystajgce ostrostupy mozna fadnie
pokaza¢ w programie GeoGebra, postugujgc sie suwakiem, ktory obraca kazdy z
czterech mniejszych czworosciandw na ptaszczyzne ich podstawy — rys. 211 22.

rys. 21 rys. 22

Kazdy z tych ostrostupdw ma objeto$¢ rowng 1/4 objetoSci catego ostrostupa.
Podstawy tych czterech ostrostupow sg przystajgcymi tréjkgtami rownobocznymi,
takimi jak kazda $ciana czworoscianu foremnego, wiec zachodzi H = 4h



Wysokosci w dowolnym czworoscianie

Czy wysokosci w dowolnym czworoscianie tez tak samo jak w foremnym przecinajg
sie ze sobg w jednym punkcie? Inaczej mowigc, czy kazdy czworoscian jest
ortocentryczny? Prosty eksperyment z GeoGebrg przekonuje nas, ze nie zawsze tak
musi by¢.

rys.23 rys. 24

Nie wdajgc sie w szczegodty warunkiem na to, by wysokosci przecinaty sie jednym
punkcie jest, by dwie pary przeciwlegtych krawedzi tego czworoscianu (tzw. skosne)
byty widoczne pod katem prostym. Oznacza to, ze jezeli wykonamy z patyczkow model
dowolnego czworoscianu, to bedzie on wtedy ortocentryczny, gdy bedziemy tak
przesuwaé te patyczki, by cienie dwoch par przeciwlegtych krawedzi tego
czworoscianu byly na scianie odcinkami prostopadtymi. Okazuje sie wtedy, ze trzecia
para krawedzi tez jest ,prostopadta” i czworoscian jest ortocentryczny. Widziatam
dowdd tego faktu, ale nie potrafie go jeszcze zrozumieé, gdyz jest dla mnie zbyt
skomplikowany.

Kwadratowy przekrdj czworoscianu rozcina go na dwie przystajgce czesci. Jesli
wykonamy modele tych dwdch wieloscianoéw, to okaze sie ze dla kogos, kto nie zna
tego rozciecia trudnosc sprawia ponowne ztozenie z nich czworoscianu.

Te dwa pieciosciany ilustruje rys. 25 i 26.

rys. 25 rys. 26

Istnieje problem polegajgcy na tym, by da¢ komus$ do ztozenia z takich dwdch
kawatkow czworoscian. Okazuje sig, ze nie jest to takie fatwe.

10



Rysunek 27 i 28 ilustrujg sposob sktadania czworoscianu z tych dwoch przystajgcych
piecioscianow.

rys. 27 rys. 28

W sytuaciji, gdy przytozymy do siebie te dwa wielo$ciany wspdlng sciang kwadratowa,
wowczas nasze oczy widzg symetrie catego uktadu a dopiero obrot jednej brytki
wzgledem drugiej bez odrywania ich od siebie daje rozwigzanie. Ale ten pomyst nie
przychodzi nam tak szybko do gtowy.

CZWOROSCIAN FOREMNY W SZESCIANIE

Czy mozna tak umiesci¢ czworoscian w szescianie, by wierzchotki czworoscianu byty
réwnoczesnie wierzchotkami szescianu?

rys. 29

Na pierwszy rzut oka, gdy ustyszatam to pytanie, wydawato mi sie, ze odpowiedz jest
negatywna, gdyz liczba wierzchotkbw w obu wieloScianach jest rozna. A to by
oznaczato, ze w szescianie powinny znalezc¢ sie dwa takie czworosciany. Zatem jeden
z nich mozemy na pewno umiesciC w szescianie. Zauwazmy, ze liczba krawedzi
czworoscianu jest rowna 6 a tyle samo ma Scian szescian. Oznacza to, ze kazda
krawedz czworoscianu powinna leze¢ w jednej Scianie szesScianu, a poniewaz jej
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konce muszg by¢ wierzchotkami szescianu, to krawedz ta musi by¢ przekgtng jednej
ze $cian szescianu.

Po takich przemysleniach tatwo juz umiesci¢ czworoscian w szescianie. Z tatwoscig
wykonatam to w GeoGebrze 3D —rys. 29.

Po umieszczeniu czworoscianu foremnego w szescianie widac, ze czworoscian ten
uzupetniajg do szescianu cztery ostrostupy — tez czworosciany, ktérych trzy $ciany sg
trojkatami prostokatnymi. Latwo wyznaczy¢ ich objetosc. Jezeli krawedz szescianu ma
dtugosc¢ a, wowczas objeto$¢ kazdego z nich to wartosc:

1 a? 1

3

Vostr=§'7'a g'a

.a3

wIiN

Cztery takie ostrostupy dajg w sumie objeto$é g- a® =

. ;s ;s . .1 . P P
Zatem objeto$¢ czworoScianu stanowi reszte, czyli ; objetosci szescianu.

rys. 30

Rozwigzanie umieszczenia czworoscianu w szescianie daje odpowiedz na kolejne
pytanie:

Czy mozna tak umiesci¢ czworoscian w ukfadzie wspofrzednych 3D, aby jego
wszystkie trzy rzuty na ptaszczyzny XY, YZ i ZX byty kwadratami?

Rzutami szescianu patrzgc z przodu, z gory i z boku jest zawsze kwadrat. Odpowiedz
na to pytanie jest natychmiastowa, jesli wiemy juz, ze czworoscian miesci sie w
szeScianie. Tak wiec patrzac z tych trzech kierunkdw a nawet z wszystkich szesciu
kierunkow bedziemy widzieli rzut czworoscianu jako kwadrat. Mozna to tadnie
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rozwigzacC w programie GeoGebra. Rzecz polega na tym, by tak ustawi¢ czworoscian
chwytajgc myszg za punkt K, by rzuty na 3 ptaszczyzny byty kwadratami. — rys. 31.

Joanna Dobrowolska
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