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1. Wstep

Kiedy zaczynatam szukac tematu na prace myslatam, ze twierdzenie Pitagorasa to
tylko wzor i kilka zadan, do ktérych mozna go wykorzysta¢. Jednak w miare
zapoznawania sig¢ z materiatem dotyczgcym Pitagorasa, jego osiagniec i twierdzenia
ktére udowodnit, bardzo wciagnat mnie ten temat. Twierdzenie Pitagorasa okazato sie
by¢ tak szerokim zagadnieniem, ze aby opisa¢ wszystko, co z nim zwigzane,
musiatabym napisa¢ ksigzke wielko$ci stownika jezyka polskiego. Wielorako$é
zastosowan czy liczba oséb, ktérych zainteresowanie wzbudzito twierdzenie na
przestrzeni wiekow, to wystarczajace powody aby odkry¢, co kryje sie pod wzorem

a?+b?2=c?,

2. Kim byt Pitagoras?

Pitagoras pochodzit z Grecji. Urodzit sie ok. 580 r. p.n.e., w Samos. Pitagoras otrzymat
wszechstronne wyksztatcenie. Umiat gra¢ na lirze oraz cytowaé dzieta Homera.
Matematyki, kosmologii i astronomii nauczali Pitagorasa m.in. Tales i Anaksymander
z Miletu. Ok. 535 p.n.e. Pitagoras udat sie do Egiptu by dyskutowaé¢ z tamtejszymi
kaptanami. W Egipcie Pitagoras rozszerzyt swojg wiedze geometryczng. Niestety w
525 r. p.n.e. perski krél Kambyzes |l podbit Egipt. Podczas tej wojny Pitagoras zostat
wziety do niewoli i osadzony w Babilonii. Tam poznat perskich kaptanéw Magoi, oraz
dzigki Babiloriczykom osiagnat szczyt swojej wiedzy matematycznej. Po $mierci
Kambryzesa Pitagoras udat sie do Krotonu i tam zalozyl szkote filozoféw i
matematykow zwang ,Pd6tokrag”. Czlonkowie jego szkoly nazywali sie mathematikoi
(lub pitagorejczykami). Zyli oni jak zakonnicy, byli wegetarianami oraz mieli bardzo
ubogie i surowe warunki zycia. Kazdy z cztonkéw ,Pétokregu” musiat przysiac, ze nie
wyjawi sekretow nauki szkoty. Nawet po $mierci Pitagorasa zdrada nauk bractwa byta
karana utopieniem. Nalezy zaznaczyé, ze ,Pdélokrag” nie zajmowat sie ,otwartymi”
problemami, a jego czionkowie nie starali sig¢ ich formutowaé, ani rozwigzywad.
Pitagoras preferowat zajmowanie si¢ prawami i regutami matematycznymi, koncepcja
samej liczby, oraz rozmaitych figur geometrycznych m.in. tréjkatow. Ponadto,
pitagorejczycy uwazali, ze liczby majg wiasng osobowo$¢ zenska lub meska @), petna
lub niekompletna, piekna lub brzydka @), np. liczbe 10 uwazali za liczbe doskonata,
poniewaz zawierata ona 1 oraz 0 (poczatek i koniec). Zawierata réwniez cztery
pierwsze palce 1, 2, 3, 4 (1+2+3+4 = 10), a te liczby pisane w notacji kropkowej tworza
trojkat rownoboczny.



3. Twierdzenie Pitagorasa - historia prawdziwa

Najprawdopodobniej autorami twierdzenia Pitagorasa byli Babiloriscy matematycy.
Zanim filozof przyszedt na $wiat twierdzenie znali réwniez Egipcjanie wykorzystujac je
do wyznaczania katéw prostych o czym $wiadczg zachowane tabliczki z pismem
klinowym, Chiriczycy i Hindusi. Dlaczego w takim razie twierdzenie przypisuje sie
Pitagorasowi? Najpewniej, poniewaz matematyk jako pierwszy udowodnit
prawdziwos¢ twierdzenia. Gdyby nie zainteresowanie Pitagorasa wzorem a2+b?=c?
mozliwe, ze twierdzenie nazywatoby sie np. twierdzeniem Babiloriskim lub nazwano
by je imionami wszystkich Babiloriczykéw, lecz wtedy trudno byloby zapamietaé petna

nazwe twierdzenia ©).

Oprocz Pitagorasa prawdziwo$¢ twierdzenia udowodnito réwniez wielu innych
matematykow. Kazdy dowdd jest inny i kazdy bardzo ciekawy, o czym przekonamy sie
w dalszej czesci pracy.

4. Czym jest twierdzenie Pitagorasa?

Twierdzenie Pitagorasa — a w zasadzie tak zwane ,twierdzenie Pitagorasa” dotyczy
trojkatéow prostokatnych i méwi o tym, ze suma kwadratéw dtugosci przyprostokatnych
jest rowna kwadratowi diugosci przeciwprostokatnej:

C

D

Definicje twierdzenia Pitagorasa mozna zilustrowa¢ réwniez w nastepujacy sposéb:




Czyli: pole powierzchni kwadratu, zbudowanego na przeciwprostokatnej jest réwne co
do warto$ci sumie pol powierzchni kwadratéw, zbudowanych na przyprostokatnych.
Tak podang definicje dobrze obrazuje ponizszy rysunek.

5. Dowody na twierdzenie Pitagorasa

Istnieje ponad 200 opublikowanych dowodéw na twierdzenia Pitagorasa. Ponizej
przedstawiam te, ktére moim zdaniem sg najciekawsze.

1) Dowdd ktéry prawdopodobnie przeprowadzit Pitagoras — wg przypuszczen
Szczepana Jelenskiego w jego ksigzce ,Sladami Pitagorasa’.

Wewnatrz duzego kwadratu buduje sie 4 odcinki o takiej samej dtugosci ,c”, ktére
tworzg kwadrat o boku c i polu powierzchni c? oraz 4 tréjkaty o bokach a, b, c. Kazdy
bok duzego kwadratu ma diugos¢ ,a + b”. Przesuwajac tréjkaty w taki sposéb, aby
utworzyty dwa prostokaty przylegajace do $cian duzego kwadratu powstang dwa
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kwadraty o polach a? i b2 Biorac pod uwage fakt, ze w duzym kwadracie po
przesunigciu nadal znajduja sie te same 4 trojkaty o tej samej tacznej powierzchni, to
suma pél kwadratow powstatych po przesunieciu jest rowna polu kwadratu przed
przesunieciem trojkatow.

Sytuacje te mozemy zapisa¢ zatem w nastepujacy sposéb: ¢2 = a2 + b2,
Ta réwnos¢ jest prawdziwa, poniewaz w identycznym najwiekszym kwadracie z lewej
jak i z prawej strony wystepujg takie same cztery trojkaty. Zatem jesli od najwiekszego

kwadratu odejme zaréwno z lewej jak i z prawej strony takie same cztery tréjkaty
wowczas pozostate pola z obu rysunkéw bedg rowne, czyli

c?=a?+ b?

2) Dowéd Leonarda da Vinci

Dany jest trojkat prostokatny ABC

C

Jezeli na jego wszystkich bokach zbudujemy kwadraty.

G




Nastepnie potaczymy wierzchotki H i G oraz na przeciwlegtym do AB boku kwadratu
zbudujemy identyczny do trojkata ABC tréjkat DEJ
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To po pofaczeniu punktéw | z F oraz C z J, otrzymamy cztery czworoboki: ABFI, FIHG,
BCJE oraz ACJD, o réwnych polach powierzchni (z czego FIHG stanowi odbicie
lustrzane ABFI wzgledem osi Fl)




Kontynuujgc dowéd trzeba zauwazyc¢, ze czworokaty ABF! i FIHG, oraz BCJE i ACJD
tworzg dwa takie same szesciokaty (ABFIHG oraz ACBEJD)

J

Nastegpnie nalezy od pola szesciokata ABFIHG nalezy odja¢ pola trojkatow ABC i CGH,
a od szesciokata pola ACBEJD nalezy odja¢ pola tréjkatéow ABC i DEJ. Po tej operaciji
otrzymamy trzy kwadraty : ACHI, BCGF oraz ABED, z czego trojkat ABED jest suma
tréjkatow ACHI i BCGF (zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa).



3) Kolejnym z dowodéw na prawdziwosé twierdzenia jest dowdéd Jamesa
Abrama Garfielda - dwudziestego prezydenta USA ogloszony w roku 1876.
Mamy dany trojkat prostokatny o bokach a, b, ¢

Na przedtuzeniu przyprostokatnej b odkfadamy dlugo$¢ a, nastepnie na korncu
dtugosci a rysujemy odcinek prostopadty o diugosci réwnej b i taczymy tego odcinka z
wierzchotkiem pierwszego tréjkata — w ten sposéb powstaje nam drugi identyczny
trojkat prostokatny.




Po potaczeniu wierzchotkéw trojkatow powstaje nam trapez o wierzchotkach ABCD:

Pole trapezu ABCD jest rowne sumie pol trzech tréjkatow prostokatnych:

Pasco = Pape + Psce + Poec
>(@a+b)a+b)=-ab+>ab+:c?
~(a2+2ab+b?)=2(2ab+c?) |e2
a?+2ab + b% = 2ab + c?

a2+ b2 =2

co konczy dowdd.

4) Inne dowody, tzw. ,mozaikowe”:

Annarizi z Arabii
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6. Szczegdlne przypadki

W zwigzku z Twierdzeniem Pitagorasa mozna zauwazy¢ szczegélne przypadki ktére
spetniajg to twierdzenie. S nimi:

« Trojkat pitagorejski i trojki pitagorejskie
o Trojkat egipski

Trojkat pitagorejski to taki trojkat prostokatny, ktorego boki sa wyrazone liczbami
naturalnymi.

Trojki pitagorejskie s3 to liczby naturalne, ktére moga byé dtugosciami bokéw trojkata
prostokatnego. Trojki pitagorejskie tworza diugosci bokéw tréjkatow pitagorejskich.

Trojkat egipski jest szczegoélnym przypadkiem tréjkata pitagorejskiego. Jest to trojkat
prostokatny, ktérego boki sa wyrazone przez kolejne liczby naturalne. Jest to tréjkat o
bokach: 3, 4, 5.

Najprostsze tréjki pitagorejskie:
e 3,45
Bo 3%2+42=9+16=25=52

e 512,13
Bo 52+122=25+144=169=132
e 7,24 25
Bo 72+242=49+576=625=252
« 9,40, 41
Bo 92+40?=81+1600=1681=412
« 11,60, 61
Bo 112+602=121+3600=3721=612
itd.

https://matfiz24.pl/twierdzenie-pitagorasa/trojkat-pitagorejski-i-eqipski
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Dodatkowo z kazdej trojki pitagorejskiej mozna utworzy¢ kolejne, poprzez pomnozenie
jej przez dowolng liczbe naturalng. np. jezeli trojke 3, 4, 5 pomnozymy przez 2,
otrzymamy trojke pitagorejskg 6, 8, 10. Gdy tréjke 3, 4, 5 pomnozymy przez 3
otrzymamy inna trojke pitagorejskg 9, 12, 15 itd.

7. Do czego moze nam sie przydac twierdzenie Pitagorasa?

WyobraZzmy sobie, ze widzimy spacerujgca muche. Mucha spaceruje po powierzchni
szescianu o krawedzi 10 cm. Ktérg drogg powinna poj$¢ ta mucha, aby przej$é miedzy
dwoma przeciwlegtymi wierzchotkami sze$cianu najkrotsza droga?

Mucha miedzy wierzchotkami moze pdéjs¢ 3 krawedziami, przej$¢ przez przekatna
jednego z bokéw, a nastepnie krawedzig doj$¢ do punktu docelowego lub...
poj$¢ jeszcze inng drogg. Tylko ktdra jest najkrotsza?

Jezeli mucha podazataby krawedziami jej droga wynositaby 30 cm

J

:‘9#7

Drugg droge musimy obliczy¢ stosujac twierdzenie Pitagorasa do obliczenia
przekatnej boku.

"
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Droga = 10 cm (dtugosé krawedzi) + x (dtugo$¢ przekatnej boku)

x? =102+ 102= 100 + 100 = 200

X =200
X~ 1414

Droga = 10cm + 14,14 cm = 24, 14 cm

Okazuje sig jednak, ze mucha wybrata zupetnie inng droge:

Do obliczenia dtugosci trzeciej drogi réwniez musimy wykorzystaé¢ twierdzenie
Pitagorasa. Aby przekona¢ sie czy instynkt naszej muchy dziata sprawnie: najprosciej
bedzie roztozy¢ dwie $ciany po ktérych idzie mucha na ptasko.
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Na rysunku mozemy zobaczy¢, ze droga muchy sklada sie z dwoch
przeciwprostokatnych w tréjkatach, ktérych boki majg diugos$¢: krawedzi szesciokata
(przyprostokatna), potowy diugosci krawedzi szesciokata (przyprostokatna) oraz x.

Droga = 2x

= 52+102

x2=25+100=125

X =125

x=11,18 cm

2x=11,18 cm + 11,18 cm = 22,36 cm

Dzigki zastosowaniu Twierdzenia Pitagorasa mozemy sie przekonaé, ze mucha jest
bardzo madra, poniewaz wybrata najkrétsza droge.

A teraz przeniesmy sig do 1800 roku i problemu ktéry w zadaniu opisat Sam Lloyd.

http://pitagoras.pl/twierdzenie-pitagorasa.php

Wyobrazmy sobie tréjkatne jezioro otoczone z trzech stron kwadratowymi dziatkami
przylegajacymi do jego brzegéw. lle wynosi pole jeziora jezeli przylegajace do niego
kwadratowe dziatki majg pola: 370 akrow, 116 akrow i 74 akry?

370 ak
74 ak &

116 ak
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Zanim zaczniemy rozwigzywac zadanie krétkie wyttumaczenie. Akr to jednostka miary
powierzchni uzywana w krajach anglosaskich. Byt to obszar, ktéry mégt zostaé
zaorany przez ptug zaprzegnigty w woly w ciggu jednego dnia. 1 akr to 4046,86 metrow
kwadratowych, czyli inaczej 0,40 hektara.

http://pitagoras.pl/twierdzenie-pitagorasa.php

Zacznijmy od wypisania danych. Na podstawie rysunku mozemy zauwazy¢, ze :
a=V116~ 10,77

h =74 ~ 8,60

c =370 ~ 19,23

Na podstawie wypisanych danych mozemy obliczy¢ pole jeziora. Wiemy, ze jezioro
jest trojkatem prostokatnym, wigc do obliczenia jego pola wykorzystamy wzor
P =% *a*h.

P= % *10,77 * 8,60 = 46,311 akra

A teraz zamierimy nasz wynik na jednostki uktadu metrycznego (uzywanego w Polsce)

1 akr to 0,40 ha wigc aby otrzyma¢ wynik w hektarach musimy pomnozyé 46,311 *
0,40.

46,31 akra * 0,40 = 18, 74 ha

Skoro znamy juz wielkos¢ pola jeziora mozemy sformutowaé odpowiedz. Pole jeziora
wynosi 18, 74 ha.

Zmieniajgc troche dziedzing w ktorej wykorzystywane jest twierdzenie Pitagorasa
przejdzmy do budownictwa. Wyobrazmy sobie dach karmnika dla ptakéw w ksztaicie
trapezu. Ramiona trapezu i krétsza podstawa majg po 13 cm, a wysoko$é ma dtugo$é
5 cm. Jaka diugos¢ bedzie miata diuzsza podstawa trapezu tj. podstawa naszego
dachu?

13 cm

13 cm 13 cm
Scm

Vv
X

Patrzac na rysunek wiemy, ze x=2a + 13
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa mozemy obliczyé a.

16



a’?=132-52=169 - 25 =144

a=V144=12

Znajac a mozemy obliczy¢ diugos¢ podstawy naszego dachu.
x=2*12cm+13cm=24cm+ 13 cm =37 cm

Zgodnie z powyzszymi obliczeniami diugo$¢ podstawy dachu karmnika wynosi 37 cm.

Link do zadania

8. Twierdzenia pochodne do twierdzenia Pitagorasa.

W praktyce, twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa méwiace ze: jesli
dtugosci bokéw a, b, c tréjkata spetniaja zalezno$¢ a? + b? = ¢? , to trojkat jest
prostokatny, przy czym boki a i b sg najkrotszymi bokami tego trojkata, a bok c jest
najdtuzszym, wykorzystywano prawdopodobnie juz w Egipcie do wyznaczania katow
prostych. Egipcjanom stuzyt do tego prawdopodobnie tréjkat o bokach 3, 4 i 5
jednostek zwany obecnie tréjkatem egipskim, ktérego konstrukcje pokaze przy

wykorzystaniu czerwonego sznurka ©).

Na sznurku w réwnej odlegtosci wykonujemy 13 weztéw w réwnych odlegloéciach.
Dadza nam one 12 rdwnych odcinkow.

Pierwsze 3 odcinki beda stanowity najkrotszy bok trojkata (przyprostokatny), kolejne 4
odcinki to drugi bok tréjkata (przyprostokatny), a kolejnych 5 odcinkéw bedzie
stanowito przeciwprostokatna.
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Po naprezeniu sznurka otrzymamy trojkat o bokach 3,4,5 — ktory jest na pewno
prostokatny. Ja do pokazania kata prostego wykorzystatam ekierke. Dowodem
Egipcjan sa piramidy, ktére stojg do dzis!!!

Kolejnym pomocnym twierdzeniem (szczegdlnie przy rozwigzywaniu zadan na
matematyce @)) jest twierdzenie méwiace, ze jesli dlugosci bokow trojkata oznaczymy
literami a, b, c w taki sposéb, ze a<b < c oraz a? + b? < ¢?, to trojkat jest rozwartokatny,
jesli zas a? + b? > c?, to trojkat jest ostrokatny.

9. Podsumowanie.

Jak wida¢ z na podstawie przytoczonych przyktadéw, Twierdzenie Pitagorasa jest
bardzo wazne i przydatne w zyciu codziennym.

Mam nadzieje, ze po przeczytaniu tej pracy wszystkie osoby, ktére do tej pory nie
pamietaly réwnania a2 + b2 = ¢2 juz nigdy o nim nie zapomng ).
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Opinia opiekuna

Temat pracy wybrany samodzielnie przez uczennicg w uzgodnieniu z nauczycielem.
Ewa uczgszcza na kétko matematyczne, systematycznie podejmuje si¢ rozwigzywania

ciekawych i trudniejszych zadan.

Praca pisana samodzielnie, w czasie pisania uczennica korzystala z konsultacji

z nauczycielem poglebiajac wybrane zagadnienia.

Opiekun:
0. Sturouy O@ALLQ@UL lp

mgr Stawomir Dziadkiewicz
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Zalacznik nr 1.

Dane uczestnika do celéw realizacji Matopolskiego Konkursu Prac
Matematycznych zakoriczonego Matopolska Sesjg Matematyczna

Imie i nazwisko autora pracy Ewa Smietana

Adres do korespondenciji 0$. 2 Putku Lotniczego 1/49, 31-867 Krakéw
Adres e-mailowy akwietniewska@wp.pl

Numer telefonu 730 255 700

Dane adresowe Szkoty Szkota Podstawowa Zakonu Pijarow w

Krakowie, ul. Dzielskiego 1, 31-465 Krakéw
Telefon: 12 413 66 44

e-mail: sekretariat.sp@pijarzy.pl

Imig i nazwisko nauczyciela (opiekuna) mgr. Stawomir Dziadkiewicz
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Ewa Smietana Krakéw, 27.02.2022

(imie i nazwisko uczestnika Konkursu) (miejscowosé i data)

Zgoda

na przetwarzanie danych osobowych do celéw realizacji Matopolskiego Konkursu Prac
Matematycznych zakonczonego Matopolska Sesjg Matematyczna.

Wyrazam zgode na przetwarzanie danych osobowych mojego dziecka —
uczestnika Konkursu dla potrzeb niezbednych do realizacji Konkursu,
zgodnie z Ustawg o ochronie danych osobowych z dnia 10 maja 2018 r.

Wyrazam zgode na otrzymywanie informacji marketingowych droga
e-mailowa o kolejnych edycjach Konkursu.

Wyrazam zgode na zamieszczanie wizerunku mojego dziecka utrwalonego
na zdjgciach i filmikach — uczestnika Konkursu dla potrzeb niezbednych do
realizacji Konkursu, zgodnie z Ustawg o ochronie danych osobowych z dnia
10 maja 2018 r.

Zostatam poinformowana ze podanie danych jest dobrowolne i

przystuguje mi prawo dostepu do treéci danych mojego dziecka oraz ich
poprawienia.

(czytelny podpis sktadajacego oswiadczenie)



