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Wstep

Przed dwoma laty, przygotowujgc sie do Matopolskiego Konkursu Prac
Matematycznych po raz pierwszy szerzej zajgtem sie liczbami - woéwczas zerem
i jedynkg - matymi liczbami o wielkich mozliwosciach. Z biegiem czasu moje
zainteresowanie liczbami zaczeto sie rozwijac i tak stopniowo poznatem liczby
zaprzyjaznione, blizniacze, przestepne czy doskonate. W czasie poszukiwan
i zgtebiania tego niezwyktego Swiata liczb natrafitem na liczby urojone
i zespolone. Wtedy narodzita sie moja fascynacja, ktérg postanowitem teraz
przenies¢ na karty swojej pracy, zatytutowanej na wesoto ,,Chory z urojenia”.

Moja tegoroczna praca sktada sie z trzech czeSci. W pierwszej krétko
przedstawiam podstawowe] pojecia o zbiorach liczbowych, rodzaje zbiorow
oraz dziatania, ktére mozna na nich wykonywac.

W drugiej czesci zajmuje sie podstawowymi zbiorami liczbowymi, ktore fgcznie
tworzg zbidr liczb rzeczywistych. Poszukuje tez odpowiedzi na kilka pytan
zwigzanych z tymi zbiorami.

Trzecig, najobszerniejszg cze$¢ mojej pracy poswiecitem liczbom zespolonym,
ktore krélujg nad wszystkimi zbiorami liczbowymi. Chce pokazaé czytelnikowi,
ze to, czego nie da sie wykona¢ w S$wiecie liczb rzeczywistych, jest jak
najbardziej mozliwe do wykonania w Swiecie liczb zespolonych. Poszukiwanie
ciekawych problemoéow sprawito mi wiele radosci i mam nadzieje, ze przy
lekturze mojej pracy wzbudzg one zainteresowanie czytelnikéw.

Pawet Nawrocki



ZBIORY

1. Pojecie zbioru nalezy do tych poje¢ matematycznych, ktdrych sie nie

definiuje. Uznajemy je za tak zwane pojecie pierwotne.

Zbiér mozemy okresli¢:

— poprzez wymienienie wszystkich jego elementéw, np.:
X={1,2,3,4,5}
N={0,1,em,i}

—> opisujgc wiasnosci, ktdre majg wszystkie jego elementy, np.:
P={x:x=2"nAn€C}

Zbidr elementéw x majgcych wtasnos¢ W(x) oznaczamy symbolem { x : W(x) }
Y={x:x>0AXx<6AXEN}

Wzdér Y zawiera wszystkie x, takie ze 0 < x < 6 oraz x nalezy do zbioru liczb

naturalnych.

Moc zbioru to ilos¢ elementdéw zawartych w konkretnym zbiorze liczbowym.

2. Rodzaje zbiorow

— Zbiér, ktéry ma skonczong liczbe elementédw, nazywamy zbiorem
skonczonym, np.:

Z={x:x>-10Ax<10AX€EC}
Z={_9; _81 -71 _6; _5; _4r _3r _2r _11 OI 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 819}

Szczegdlnym zbiorem skorczonym niemajgcym zadnych elementéw (zawiera
0 elementdw) jest zbidr pusty.

— Zbior, ktdry nie jest skonczony, nazywamy zbiorem nieskonczonym, np.:

W={1,v2,3,2,V5,V6 ..}




3. Przyktady zbiorow

e zbidr liczb naturalnych: A={1,23,4,5,..}

e zbidr liczb catkowitych: B={..,-2,-1,0,1,2, ..}

e zbidr liczb podzielnych przez 3: c={..,-6,-3,0,3,6, ..}

e zbidr liczb pierwszych: D={2,3,5,7,11, ..}

e zbidr liczb ztozonych: E={24, 36, 81, 256, 1000, ... }
o zbidr liczb rzeczywistych: F={3,9.4,16 % 3.(3), ... }

e zbidr liczb wymiernych: G={2,6.3,T, V2, e, ... }

e zbidr liczb zespolonych: H ={3+2i, 10+0.5i, i+, 5, ... }
e zbiér moich ulubionych liczb: P={x:x=2"nAn€C}

N={Olllelnli}

Graficzne przedstawienie zaleznosci miedzy poszczegoélnymi zbiorami liczb:

VA

R
W
N C NW
Zrédto: opracowanie wiasne
N — zbidr liczb naturalnych
C — zbidr liczb catkowitych
W  —zbidr liczb wymiernych
NW —zbidr liczb niewymiernych
R — zbior liczb rzeczywistych
U — zbidr liczb urojonych

Z — zbidr liczb zespolonych



4. Dziatania na zbiorach

Na zbiorach, jak i na liczbach, mozna wykonywac dziatania, np.:
a) dodawanie (suma),

b) mnozenie (iloczyn),

c) odejmowanie (rdznica),

d) dopetnienie.

a) Suma zbioréw nazywa sie zbidr ztozony ze wszystkich elementdéw nalezacych
do pierwszego albo drugiego zbioru.

A={1,2,3}

B={2,3,45}

AUB=C,wiec: C={1,2,3,4,5}

Zrédto: opracowanie wiasne

b) lloczynem zbioréw nazywa sie zbiér ztozony ze wszystkich elementéw
nalezacych do pierwszego i drugiego zbioru.

A={1,2,3}
B={23,45}
AnNnB=C,wiec:C={2,3}

Zrédto: opracowanie wiasne



c) Réinicg zbioréw nazywa sie zbidr ztozony ze wszystkich elementéw
nalezagcych do pierwszego zbioru, jednocze$nie nie nalezgcych do drugiego

zbioru.

A={1,23}

B={2,3,4,5}

B-A=CalboB/A=C, wiec: C={4,5}
A-B=DalboA/B=D, wiec: D={1}

AQB ‘ A

Zrédto: opracowanie wtasne

d) Dopetnieniem zbioru nazywamy zbidér wszystkich elementéw (pewnej
ustalonej przestrzeni), ktére do danego zbioru nie naleza.

A (zbior)= {2,3,4}
W (przestrzen)={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
A’ (dopetnienie zbioru)={1,5,6,7,8,9,10}

w

Zrédto: opracowanie wiasne



5. Podzbiorem zbioru nazywamy zbidr, ktdory zawiera cze$é¢ elementéw

pierwotnego zbioru, ale nie zawierajgcy zadnych innych elementdw.

A={1,23,4,56,7,8,9,10}
B={1,24,8}

BCA

B jest podzbiorem zbioru A

Zrédto: opracowanie wiasne



PODSTAWOWE ZBIORY LICZBOWE

1. Jednym z pierwszych zbioréw, ktére poznajemy, jest zbior liczb naturalnych.
N={0,1,2,3,4..}

Liczb naturalnych jest nieskoriczenie wiele. Moc zbioru liczb naturalnych
oznacza sie symbolem X, albo w.

2. Kolejny zbidr tworzg liczby catkowite.
c={..-2,-1,0,1,2,..}

NcC

W tym miejscu nasuwa sie pytanie: czy liczb catkowitych jest wiecej niz

naturalnych?

Nie. Aby to udowodnié, trzeba kazdy element zbioru liczb naturalnych
dopasowacd do innego elementu ze zbioru liczb catkowitych.

Sposéb postepowania:
* Wypisujemy pierwsze 10 liczb ze zbioru liczb naturalnych.

* Pod nimi zapisujemy liczby catkowite tak, aby co wyraz zmieniac¢ znak.
W ten sposdb powstaje nam nastepujacy zapis:

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

C 0 -1 1 -2 2 -3 3 -4 4 -5

W ten sposodb dla kazdego elementu ze zbioru N dopasowaliSmy element ze
zbioru C. To oznacza, ze liczb catkowitych i naturalnych jest tyle samo.

3. Nastepnym zbiorem sg liczby wymierne.

W={x:x=p/gApECAqEC-{0}}




Sprawdimy, czy tych liczb takze jest tyle samo, ile liczb naturalnych?

Tak. Aby tego dowies$é, nalezy postepujemy w ten sposdb:

e Zapisujemy liczby wymierne (dodatnie) w tabeli tak, aby z kazdg kolumna

licznik byt coraz wiekszy, a z kazdym rzedem mianownik.

Zrédto: opracowanie wiasne

Nastepnie czerwonymi liniami zaznaczamy liczby tak, jak na rysunku.

Liczby wymierne (dodatnie) potgczone liniami tworzg zbiér liczb, ktory

zapisujemy nastepujgco:

w={1/1,2/1,1/2,1/3,2/2,3/1,4/1,3/2,2/3 ...}

Liczby w tej postaci mozemy zapisac i porownac z liczbami naturalnymi

W nastepujgcy sposob:

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8
w* 1/1 2/1 1/2 1/3 2/2 3/1 4/1 3/2 2/3
e Liczb naturalnych jest tyle samo, co liczb wymiernych dodatnich.
Po skrdéceniu utamkow, pominieciu powtarzajgcych sie wartosci (np.: 1/1
i 2/2) oraz dopisaniu ujemnych wartosci, otrzymujemy taki rezultat:
N|O|1[2|3|4]| 5 6 7 8 (9101112 13| 14
wio|1|-1(2|-21/2| -1/2 |1/3|-1/3|3|-3|4 | -4|3/2]|-3/2

Z powyzszego wynika, ze liczb wymiernych i naturalnych jest tyle samo.
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4. Liczby niewymierne to takie liczby, ktorych nie mozna zapisa¢ za pomocg
utamka zwyktego, gdzie licznik i mianownik nalezg do liczb catkowitych.

Liczby niewymierne wraz z liczbami wymiernymi tworzg zbiér liczb
rzeczywistych (wszystkie liczby na osi liczbowej).

Sprawdimy, czy liczb niewymiernych jest tyle samo, co liczb naturalnych?

Tym razem nie. Nie da sie dopasowaé kazdej liczby ze zbioru liczb
niewymiernych do liczb naturalnych. Aby tego dowies¢, postepujemy
W nastepujgcy sposob:

e Czy jestesmy w stanie okresli¢, jaka jest pierwsza liczba dodatnia
niewymierna?
Moze 0.000000001? albo 0.00000...0000017

* Moc zbioru liczb NW jest nieskoriczona niepoliczalna, nie da sie policzy¢
wszystkich tych liczb, nie da sie nawet zaczac.

e Sprébujmy dopasowac liczby NW do N.

NW

0.34618795521389764645090220076653928285695792356921...

3.88379545208194000000509421214079954220976520572405...

9.37954091179886318905571507073210578220560138750703...

2.93872565609233877650012855430847022897530348267750...

1.111111711111111112111111717117111111711712111111711111111117...

3.75029727506928072137643240927002496249064208103959...

o|niphlw(N|R|OI=

1.24816326412825651210242048409681921638432768655261...

e GdybysSmy dopasowywali te liczby w nieskoficzono$é, chcac zapisac je
,wszystkie”, to czy udowodnilibySmy ich rownolicznos¢? Nie.

e Za pomocg tych liczb datoby sie zrobi¢ nowa unikatowa liczbe, ktdrej
wczesniej nie byto.

Stwdérzmy nowa liczbe:
e Zapisujemy ,0.” i do tej liczby dopisujemy pierwsza liczbe po przecinku
z pierwszej liczby dodac jeden, nastepnie drugg liczbe po przecinku
z drugiej liczby dodac jeden i tak dalej.
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Pierwsza liczba z pierwszej liczby +1 to 4, druga z drugiej +1 to 9. Trzecia +1 to
0 (jezeli ta liczbg byto 9, to zapisujemy 0) i tak dalej...

e Sktadamy w catosc tg liczbe i powstaje: 0,4908283...

Taka liczba nie moze sie pojawi¢ w naszym nieskoficzonym ciggu, poniewaz
w pierwszej liczbie nie zgadza sie pierwsza liczba po przecinku (3 # 4), druga
z druga (8 # 9) i tak dalej...

e Z tego wynika, Zze nie da sie zapisa¢ wszystkich liczb NW, poniewaz
zawsze mozna stworzy¢ nowgq unikalng niepowtarzalng liczbe. Natomiast
liczby naturalne da sie napisaé wszystkie (nie fizycznie, ale w myslach).
Whiosek: liczb niewymiernych jest wiecej niz liczb naturalnych.

11



ZBIOR LICZB ZESPOLONYCH

1. Zbiorem, ktdéry wyrdznia sie wsérdd innych znanych mi zbiordow, jest zbior
liczb zespolonych.

Liczby zespolone sg rozszerzeniem liczb rzeczywistych.

W zbiorze liczb rzeczywistych nie mozna wyciggaé pierwiastkdw z liczb
ujemnych, natomiast w zbiorze liczb zespolonych mozina wykonaé takie
dziatanie.

Pierwiastek (parzystego stopnia) z liczby ujemnej jest tzw. liczbg urojona
i zapisujemy go za pomocg jednostki urojonej i.

Liczbe i definiujemy:

Liczbe zespolong zapisujemy w postaci: a + bi,
gdzie a, b €R,
w tym:
a - czesc rzeczywista liczby zespolonej,
b - czes¢ urojona liczby zespolonej,
i - jednostka urojona.

Mozna jg zapisa¢ w postaci:

V-1=i
| w tym miejscu pojawia sie ciekawe zagadnienie:

Dlaczego v—1 = i to nie jest btad?

W mtodszych klasach myslatem, ze dziatanie 5 - 8 to btad albo ze 1 : 3 jest
niewykonalne, lecz pdzniej dowiedziatem sie, ze te dziatania sg wykonalne,
a nawet proste!

W szkole podstawowej uczymy sie zazwyczaj, ze nie da sie pierwiastkowaé liczb
ujemnych, gdy stopien tego pierwiastka jest parzysty.

12




Widzac i*=-1 mozna pomysled, ze to btad. Jednak jest to wykonalne, tak samo
jak dziatania1l:3 albo 5 - 8.

2. Przyktady liczb zespolonych

7 + 2i

13

2i

T+ i, gdzie m jest czescig rzeczywista
Re(m+i)=m
a czescig urojongjest 1 (1*i=i)
Im(m+i)=1

3. Dziatania na liczbach zespolonych

Liczby zespolone mozna np. dodawa¢, odejmowac, dzielic, mnozy¢,
pierwiastkowac, potegowac itd.

Dodawanie: (2+3i)+(3+2i)=2+3+3i+2i=5+5i

Odejmowanie: (2+3i)-(3+42i)=2-3+3i-2i=-1+i
(2+3i)-(3+2i)=

=2:-34+2:-2i+3i-3+3i-2i=

=6+ 4i +9i + 6i’ =

=6+ 13i+6i° =

=6+13i+6-(-1)* =

=6-6+13i=13i *(i*=-1)

Stad wynika, ze: (2 + 3i) - (3 + 2i) = 13i

Mnozenie:

13



4. Graficzny sposdb przedstawiania liczb zespolonych

Liczby rzeczywiste mozna zapisac na osi liczbowej:

—t— -

Zrédto: opracowanie wtasne

Natomiast liczby zespolone mozna zapisa¢ na ptaszczyznie zespolone;.
Kazdej liczbie zespolonej z = a + bi odpowiada uporzgdkowana para liczb (a, b).

Mozemy interpretowac liczby zespolone jako punkty na ptaszczyznie.
Na osi x-6w bedziemy zaznaczac czes¢ rzeczywistg liczby zespolonej,
a na osi y-Ow czesc urojona.

Im AN
] 3+3i
3+2i T *
? 1‘ 2+i
+ . o 4 Re
[ [ [l § [ - 1 ‘ |>
421 11
@ .
-3t 34
®

Zrédto: opracowanie wiasne
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5. Wzor Eulera

Jednym ze wzordw zwigzanych z liczbami zespolonymi jest wzér Eulera.
Za pomocy tego wzoru mozemy m.in. pierwiastkowaé i potegowad liczby

zespolone.
e% = cos(a) + i - sin (a) (1)
M -
[
i\ sin(o)
o LY
-1 0l cos () 1°

-1
Zrédto: opracowanie wiasne

e to liczba Eulera i wynosi okoto 2,71828182845904
sin i cos to funkcje trygonometryczne.

Przyktady zastosowania wzoru Eulera:

Przyktad 1:

a = 2nm (360°n) (n - dowolna liczba naturalna)

e”™ = cos(2mn) +i - sin(2mn)

cos(2mn) =1 sin(2rn) =0, wiec:

eZT[ni — 1 (2)

15



Przyktad 2:

a=r1/2(90°)

eV "= cos(r/2) +i - sin(1/2)

cos(r/2)=0 sin(rt/2) =1, wiec:

ern/2-i=j \ A2 (3)
er[/Z ci2 — iZ

e"=-1 \ +1

e"i +1=0 - Wedtug wielu jest to najpiekniejszy wzdér matematyki,

bo wykorzystujemy przy nim 5 statych wartosci: 0, 1, e, m, i.

Przyktad 3:
lle wynosi Vi ?

Czy takie dziatanie da sie w ogdle wykonac? Tak.

Wiemy, ze:
1
m — .
n = nm, wiec:

Vi=i

N~

Z tych obliczen wynika, ze:

eV iz \"1/2 (ze wzoru 3)
er[/4-i — \/I
cos(r/4) +i - sin(r/4) = Vi (ze wzoru 1)
1 . o1
cos(n/4) = 5 sin(r/4) = 7 Wiec
1, .1
FriE =V
. 1 P |
Podsumowuijac: \/; = NG + l\/_f

16



6. Ciekawe dziatania przy zastosowaniu liczb zespolonych

Wielu dziatan w matematyce nie mozna rozwigzac na liczbach rzeczywistych,
a da sie je wykonac¢ na liczbach zespolonych, np.:

1*=2
Na pierwszy rzut oka to dziatanie jest niewykonalne, bo:
1°=1, 1'=1, 1%°=1  nawet1°=1

Przyktad 1: Jak przeprowadzi¢ powyisze dziatanie z wykorzystaniem liczb
zespolonych?

* Zaczynamy od przeksztatcenia tego rownania do postaci logarytmiczne;j:
1* = 2

log, 2= x a’ =c ©log,c=b
In 2 . . log: b

X = onhiewaz log, b = log,a = lna
mr P 8a log. a Be

Logarytm naturalny (In), to logarytm o podstawie e.
Zauwazmy, ze w mianowniku jest In1 (log, 1), czylie*=1.

Wiemy, ze jakakolwiek liczba rzeczywista (bez zera) podniesiona do potegi zero
wynosi 1. Wiec jaki bedzie wynik?

e Ze wzoru (2), ktory wezesniej wyprowadzitem wynika, ze:
2mni
e =1

Kiedy wiec uzyjemy liczb zespolonych, wynikiem In(1) bedzie 2mni.

e Podstawiamy pod In(1) 2mni.

In2 i
X = . \' "
2Ttni l
iln2
X = -
21ni?

iln2
2nn

e Otrzymujemy nastepujgcy wynik: 1* = 2 © x = — gdzie n # 0.

17



Przykiad 2: Jak obliczy¢, ile wynosi i’ ?
it =
= (e2)! = (ze wzoru 3)

=™ (4)

Przykiad 3: lle wynosi Vi?
ii=

1 i

i = /™=

l

o~

i

=j-1=

— = (ze wzoru 4)

®
N

T
= e2

il jest odwrotnoscia Vi

Przykiad 4:

Za pomocg wzoru Eulera moina takie udowodni¢ jedynke
trygonometryczna.

e¥ = cos(a) + i - sin(a) (5)

e = cos(—a) + i - sin(—a)
e~ = cos(a) — i - sin(a) (6)

Wzdr (6) wynika z parzystosci i nieparzystosci funkcji trygonometrycznych.

18



* Obliczamy sinusa za pomoca réznicy wzoréw (5) i (6):
e¥ = cos(a) + i - sin(a)

e~ = cos(a) — i - sin(a)

e —e~% = cos(a) + i - sin(a) — cos(a) + i - sin(a) /skracamy cos(a)
e — e~ = 2i.sin(a) /:2i

ai __ e—ai
sin(a) =

2

e Obliczamy cosinusa za pomocg sumy wzoréw (5) i (6):
e% = cos(a) + i - sin(a)

e~ = cos(a) — i - sin(a)

e + e % = cos(a) + i - sin(a) + cos(a) — i - sin (a) / skracamyi - sin(a)
e + e~ =2 . cos(a) / :2i

eai + e—ai

cos(a) = >

* Dodajemy kwadraty tych funkgciji.

. a2 , 2
" 5 eal_e at eal+e at
sm“at+cos“a=\—rm—| +t|——— =
l

2 2
(eai _ e—ai)z N (eai + e—ai)z B
= 2 2 =
eZai _ 260 + e—Zai eZai + 280 + e—Zai
= 2 2 =

19



_eZai + 2 _ e—Zai + eZai + 2 + e—Zai
4

_2+2_,
===

2

sina +cos?a=1 c.n.d.

Przykiad 5: Jak obliczy¢ wszystkie wyniki pierwiastkowania danego stopnia?

Wiemy, ze jezeli mamy pierwiastek x stopnia z jakiejs liczby, wtedy jest mozliwe
uzyskanie x wynikow tego dziatania, np.

V4 =2 albo — 2

Ale jezeli mamy 3/8, to wtedy wynikiem jest liczba 2. Powstaje pytanie: czy s3
mozliwe jakie$ inne wartosci?

Sposéb postepowania:
Aby policzy¢ wszystkie wyniki pierwiastkowania nalezy:

* podzieli¢ 360 na x (stopien pierwiastka), tj.:
dla naszego przyktadu /8, czyli 360 : 3 = 120 (kat alfa);
* znalez¢ najprostszy pierwiastek, czyli w naszym przypadku 2;

* podstawi¢ do dziatania uzyskane wartosci, tj.:
p - (cos(a) +i - sin(a))"

p — nasz najprostszy pierwiastek
n — liczby naturalne od 0 do x-1 (w naszym przypadku 2)

x; = 2 (cos(120) + i - sin(120))°
X, =2-1=2

x, = 2+ (cos(120) + i - sin(120))?

1 W3\
N
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—1+iV3
X, =2 ———=

2
x, ~ —1 + 1.73205i

x3 = 2+ (cos(120) + i - sin(120))?

1 W3\’
X3 =2-|—5+—

2
2
(—1+i\/§>
X3 =2 ———
2
2
(-1+ iV3)
x3=2' 4
1—2iV3+(-1-3)
X3 = 2
—2-2iV3
X3 =——
2(—1 —iV3)
x3: 2
x3 == _1—i\/§

X3 ~ —1 — 1.73205i

Odpowiedz: Z powyzszych obliczer wynika, ze 3/8 nie tylko réwna sie 2, a takze

wynosi: —1 +iv/3 albo —1 — i/3.
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Wyniki powyzszych obliczen przedstawitem na ptaszczyznie zespolonej.

Im

~-1+1.73205i

~-1-1.73205i

Zrédto: opracowanie wiasne

Na powyzszych przyktadach przedstawitem tylko 5 wybranych problemoéw,
ktére mozna rozwigzaé za pomocg liczb zespolonych. Oczywiscie istnieje duzo
wiecej mozliwosci, np. potegowanie liczb zespolonych czy obliczanie ich
modutu.

Swiat liczb zespolonych jest fascynujacy, a przede mnag czeka z pewnoscig
jeszcze wiele ciekawych probleméw do zgtebienia.
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Podsumowanie

Liczby zespolone znajdujg zastosowanie w wielu dziedzinach nauki, z czego nie
zdajemy sobie czesto sprawy. W matematyce pomagajg np. przy wyznaczaniu
pierwiastkdw wielomianow oraz uktadéw réwnan, rozwigzywaniu probleméw
catkowych i rézniczkowych lub tworzeniu fraktali. W fizyce kwantowe] sg
wykorzystywane do opisywania funkcji falowej, a w fotografii i informatyce do
kompres;ji i przechowywania obrazéw w formacie jpg.

Ponadto sg dowodem na to, ze pomysty, ktoére poczagtkowo wydajg sie urojone

lub absurdalne, mogg znalei¢ ciekawe zastosowanie i przynies¢ nowe

rozwigzania.

Oczywiscie zbiory nie konczg sie na liczbach zespolonych, s3 jeszcze

kwaterniony, oktoniony, sedeniony i wiele wiele innych, ale to juz zupetnie
nowa historia...

Sedeniony

Bikwaterniony_ Oktoniony

Tessariny Kwaterniony  Kokwaterniony

Liczby zespolone
Liczby Q
przestepne

Liczby
algebraiczne
Liczby
nadrzeczywiste

N

Liczby
hiper-
rzeczywiste

Liczby
podwojne

Liczby
dualne
U
Liczby
rzeczywiste

\

Liczby
algebraiczne
rzeczywiste

| J

wymierne

D

Liczby
niewymierne

Liczby

przestepne
rzeczywiste

Liczby
porzadkowe

Liczby
p-adyczne

UQ

Liczby
Liczby

u

Liczby

p-adyczne
catkowite

Liczby kardynalne

U

Liczby catkowite

algebraiczne
catkowite

¢

u

Liczby naturalne

Diagram Hassego przedstawiajgcy zawieranie sie zbiorow i klas liczbowych w sobie

Zrédto: https://pl.wikipedia.org/wiki/Liczba
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Jawiszowice, 25.02.2021r.
Opinia

Pawet Nawrocki uczeszcza do klasy siodmej w Zespole Szkolno-Przedszkolnym nr 6
w Jawiszowicach. Jest uczniem, ktéremu nie wystarcza wiedza zdobywana w szkole.
Szczegdlne zainteresowanie przedmiotami scistymi powoduje, ze jego wiadomosci
i umiejetnosci znacznie przewyzszajg wiedze i umiejetnosci rownolatkéow. Ponadto uczen ma
ogromne checi poznawcze, twdérczo i analitycznie podchodzi do probleméw matematycznych
i nie tylko, rowniez fizycznych i chemicznych. Samodzielnie zapoznaje sie z fachowg literatura
oraz korzysta z polskich i obcojezycznych publikacji internetowych. Praca z Pawtem jest dla
nauczyciela ciggtym wyzwaniem, uczen wszedzie dostrzega zaleznosci i prébuje przeniesc je
na jezyk matematyki.

Pawet jest pomystodawca tematu pracy i jej samodzielnym wykonawca. Interesuje
sie wieloma zagadnieniami, ale szczegdlng uwage poswieca liczcbom.

Wsparcie i pomoc ze strony rodzicéw, ktdrzy motywujg syna, zachecajg do pracy oraz
aktywnie uczestniczg w realizacji jego przedsiewzieé, ma znaczacy wptyw na rozwdj i sukcesy
Pawtfa.

Izabella Pest-Janusz
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