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1.Wstep

Wiele godzin dziennie, przez kilka tygodni spedzatem wolny czas nad wyborem
tematu na mojg prace. Mysle, ze moge Smiato stwierdzié, ze jest to jedna z
najtrudniejszych rzeczy w catej pracy.

Jak zapewne wszyscy wiedzg, w tym roku finalista OMJ, nie zapewnia
pierwszenstwa w naborze do szkdt srednich. Zmartwita mnie ta informacja,
poniewaz moj przyjaciel bardzo wiele godzin dziennie trenowat, by dostac sie do
finatu, tak aby moc pojs¢ do wymarzonej szkoty, jak takze wiele innych osob.
Zmotywowato mnie to do napisania artykutu, ktory mogtby by¢ dobrg pomoca
naukowg dla oséb walczacych o dobry wynik w Il etapie OMJ. Zalezato mi na
omowieniu jakiejs nieznanej, intuicyjnej i uniwersalnej metody olimpijskiej,
pozwalajgcej rozwigzywaé wiele zadan, w prosty sposob, jak np. ,Zasada
Szufladkowa Dirichleta”.

Przypomniatem sobie wtedy lekcje z Panem Michatem Pawlikiem, ktdrego
serdecznie pozdrawiam, na ktdrej rozwigzaliSmy w ciekawy sposob pewne
algebraiczne zadanie. To wfasnie wzorujac sie na tym zadaniu stworzytem
metode ,Deszyfracji Zadan Algebraicznych”, ktérg omowitem w tym artykule.

Mam nadzieje, ze ta praca, pozwoli Wam zdoby¢ nowe umiejetnosci, a takze
zacheci do samodzielnej pracy, tak abyscie mogli spetni¢ swoje marzenia.

.Nie ma takiej rzeczy, ktorej nie mozna by 0siggng¢ pracg. Nic nie lezy poza jej
zasiegiem. Zle obyczaje przemienia w dobre, niszczy zle zasady, a odradza
dobre. Jest w stanie uczyni¢ z czfowieka aniofa. ”

Mark Twain

Zycze mitej lektury
Mitosz Ptatek



2. Na czym polega metoda ,,Deszyfraciji
Zadan Algebraicznych”?

Metoda , Deszyfracji Zadan Algebraicznych” polega na maksymalnie mozliwym
stopniu wykorzystaniu tresci zadania. To witasnie tam kryjg sie najwieksze
podpowiedzi, z czego wiele osdb nie zdaje sobie sprawy. Mysle, ze petne
zrozumienie tej metody, moze zagwarantowac¢ znaczne podniesienie
umiejetnosci i poziomu w zakresie algebry.

Zapewne zastanawiacie sie - dlaczego w tresci zadania miatyby by¢ ukryte
podpowiedzi, ktore pozwalatyby rozwigzac zadanie?

Odpowiedz jest prosta i jest ona zwigzana z procesem tworzenia zadania. Trzeba
zdawac sobie sprawe, ze wiekszos¢ zadan algebraicznych jest tworzona w
specyficzny sposdb. Autor zadania, zazwyczaj wychodzi od jakiego$s w miare
prostego rownania lub nierédwnosci, a nastepnie stara sie je skomplikowaé, tak
aby zadanie stato sie mozliwie, jak najtrudniejsze. Dlatego taki proces tworzenia
zadan, nie wymaga duzo trudu od osoby jej tworzgcej, nawet jesli tworzy trudne
i skomplikowane zadanie. To podobnie jak w kryptografii - osoba majaca za
zadanie zaszyfrowanie jakiej$ informacji, powinna bez wiekszego problemu,
poradzi¢ sobie z tym zadaniem. Kiedy, jednak kto$ dostaje zakodowang
wiadomosc i chce jg odszyfrowad, a nie zna szyfru, to staje sie to dla niego o wiele
trudniejsze, niz dla kodujgcego. Tak wtasnie sie dzieje, gdy dostajemy zadanie z
algebry, poniewaz, dostajemy ,zakodowang wersje” rownania (czyli réwnanie
podane w zadaniu) i mamy przejs¢ do ,wersji odkodowanej” réwnania (czyli do
wersji, od ktorej wyszedt autor zadania), nie znajac toku rozumowania, czyli
szyfru. Teraz nasuwa sie pytanie - co jesli odwrdcilibySmy ten proces? Zadanie
statoby sie o niebo tatwiejsze, tylko trzeba zastanowié sie czy w ogdle jest to
mozliwe. Odpowiedz, na to pytanie jest twierdzaca, ale co prawda trzeba
trzymaé sie pewnych zasad (wiecej informacji w dziale trzecim). Metode
,Deszyfracji Zadan Algebraicznych” stosuje sie wtedy, kiedy w zadaniu mamy
konkretnie podane co mamy udowodnié, co dzieje sie w duzej ilosci zadan. Jezeli
w zadaniu, mamy juz podane réwnanie, ktdre mamy dowies¢, to jest tatwiej
zastosowac tg metode niz w przypadku, w ktérym nie mamy, poniewaz musimy
wtedy dopiero znalez¢ réwnanie od ktérego wyszedt autor, poniewaz bedzie ono
zawsze kluczowym elementem w naszym rozwigzaniu. Jednak witasnie w tych
zadaniach, w ktdrych nie mamy podanej tezy w postaci jednego réwnia, metoda




ta pokazuje najwieksze swoje piekno. Abys lepiej zrozumiat, o co tu chodzi,
przedstawie teraz przyktad, w ktéorym nie mamy od razu podanej tezy w postaci
rownania. To zadanie ma na celu takze pokazanie Ci, na czym polega mniej,
wiecej ta metoda. W nastepnym dziale oméwie teoretyczng strone tej metody.
Jest to bardzo wazny przyktad i przeanalizuje, go bardzo dokfadnie, postaram sie
opisac krok, po kroku jak wpas¢ na rozwigzanie. Pamietaj, ze tego typu analizy,
jak analiza przedstawiona ponizej, bywajg kluczowe, by rozwigzaé zadanie.

Przykfad 1
Oodatnie lizzby cattowite a.6.c spetigig rownisc @6+ +° 8 =abe (@ + +7), Udowadn z e ioczyn

pewnych dwich z nich jest kwadratem liczby cafkowite)

Aby zastosowac metode ,, Deszyfracji Zadan Algebraicznych” musimy dowiedziec
sie od czego wyszedt autor tego zadania, czyli w tym przypadku, powinnismy
przedstawi¢ teze, w postaci jednego réwnania. Powinnismy teraz takze,
sprébowac wymysleé to rownanie i sprawdzi¢ czy jesteSmy w stanie przeksztafcic
to, do réwnania podanego w zadaniu, czyli do , a’b3+b3c3+c3a3=abc(a®+b3+c3)”
(*). Zatem mamy udowodni¢, ze:

ab=x2 v ac=y? v cb=22 (**)
(dla pewnych x,y,z nalezgcych do zbioru liczb catkowitych)

Naszym zadaniem jest teraz ,,potgczenie tego w jedno rownanie”, tak, aby z tego
rownania wynikata powyzsza zaleznos¢. Przy ,tgczeniu w jedno réwnanie”, warto
pamieta¢ o tym, ze jesli poruszamy sie w liczbach catkowitych, to najczesciej
chodzi o zapisanie tezy w postaci iloczynu réwnego zero. Zanim zabierzemy sie
do wymyslania rownania, warto jeszcze sprawdzi¢ czy mamy mie¢ po wykonaniu
mnozenia jakie$ liczby ze znakiem minus, a jesli tak, to ile. Przeksztatcajac
réwnanie (*), otrzymujemy a3b3+b3c3+c3a3- a*bc — ab*c — abc*=0. Zatem mamy
miec¢ po wykonaniu mnozenia trzy jednomiany ze znakiem minus.

Podsumujmy jak ma wygladaé nasze rownanie:
- po prawej stronie ma miec liczbe zero,

- po lewej stronie ma mie¢ iloczyn liczb, z ktérych co najmniej jedna jest rowna
zeru,

- po wykonaniu iloczynu ma dawac 6 jednomiandéw, 3 ze znakiem minus i 3 ze
znakiem plus,



- musi z niego wynikaé, co najmniej jedno, rownanie sposrod trzech rownan

Teraz az narzuca sie by mie¢ po lewej stronie réwnania iloczyn trzech
wielomiandw, tak by méc wywnioskowacd z naszej jedynej informacji o iloczynie
po lewej stronie réwnania (ze jeden czynnik jest réwny zeru), ze co najmniej
jedno sposrdd trzech rownan (**) musi zachodzi¢. Trzeba takze pamietaé, ze nie
mozemy uzywaé¢ w tym rownaniu innych niewiadomych niz a,b,c. Zatem
chcielibysmy, zeby w kazdym nawiasie wystepowata, jedna sposrod liczb ab, ac
lub bc, oraz kwadrat liczby catkowitej ze znakiem minus. Teraz juz tatwo wpas¢
na rownanie, od ktérego wyszedt autor tego zadania i jest nim:

(ac-b?)(ab-c?)(bc-a?)=0

Wiemy juz, ze z niego bezposrednio wynika teza zadania, teraz trzeba tylko
sprawdzi¢ czy jesteSmy w stanie przejs¢ z niego do réwnania podanego
w zadaniu.

Wymnazajac lewga strone réwnania, otrzymujemy:
a’b2c?-ac*b-ab*c+b3c3-a*bc+adb3+adc3-b%c?a?=0
Redukujgc wyrazy podobne otrzymujemy:
b3c3+a3b3+a3c3-ac*b-ab*c-a*bc =0

Przenoszac trzy pierwsze od prawej jednomiany na prawg strone rownania
i wyciggajac abc przed nawias, otrzymujemy podane réwnanie z zadania.

Co konczy dowaéd.

Uwaga: Pamietaj, ze nie musisz zapisywac catego takiego rozumowania w
czystopisie, na konkursie. Polecam zastosowanie tej metody w brudnopisie tak,
aby znalezé¢ poprawng droge do rozumowania, a nastepnie zapisal to
rozumowanie w naturalny sposob.



3. Teoretyczna strona metody
,Deszyfracji Zadan Algebraicznych ”.

1. Metode ,Deszyfracji Zadan Algebraicznych”, mozna stosowac wtedy
i tylko wtedy, gdy zadanie jest zadaniem algebraicznym.

2. Metode ,Deszyfracji Zadan Algebraicznych”, mozna stosowaé wtedy
i tylko wtedy, gdy mamy podane w tresci zadanie pewne
réwnanie/nieréwnosc i na jego podstawie mamy udowodni¢ teze lub
sprawdzi¢ prawdziwosc¢ pewnej hipotezy.

Postepowanie w zadaniu, w ktérym mamy dowiesc teze:

3. Pierwszym etapem, w trakcie korzystania z metody , Deszyfracji Zadan
Algebraicznych” jest wyznaczenie/znalezienie pojedynczego
réwnania/nieréwnosci (w zaleznosci od tego czy w tresci zadanie mamy
dane réwnanie czy nieréwno$é), takiego, ze zachodzi jedna z ponizszych

wfasnosci:
*+ Ztego rownania wynika teza (nazwijmy je wtedy - ,rownaniem
tezowym”/ ,nieréwnoscig tezowg”),
% Z antytezy wynika réwnanie (nazwijmy je wtedy — ,rownaniem
antytezowym” / ,nieréwnoscig antytezowg”),

Kazde takie rdéwnanie/nierownos¢ , nazwijmy takie ,wersjg
poczatkowa” , poniewaz jej wyznaczenie jest pierwszym etapem
w tej metodzie, a takze dlatego, ze od niej wiasnie wyszedt autor przy
tworzeniu zadania.

4. Nastepnym krokiem w stosowaniu tej metody jest przeksztatcenie
"wersji poczgtkowej”, do rownania/nieréwnosci, dla ktérego tatwo
mozna juz okresli¢ prawdziwos¢.

a) Jezeli wyszlismy od ,,réwnania tezowego” lub ,,nierdwnosci tezowej”,
to bedziemy dazy¢ do:
v réwnania/nieréwnosci podanej w tre$ci zadania (poniewaz, wiemy
ze jest prawdziwe),
v réwnania/nieréwnosci, ktérej tatwo mozemy juz wykazaé
prawdziwos$é (np. nieréwnosé a?+b? > 0, dla pewnych liczb
rzeczywistych a,b):



b) Jezeli wyszlismy od ,rdwnania antytezowego” lub , nieréwnosci
antytezowej”, to bedziemy dazyé¢, do:

» rownania/nieréwnosci, ktore jest sprzeczne, z
rownaniem/nierdwnoscig podang w tresci zadania,

» réwnania/nieréwnosci, ktérego tatwo mozemy wykazac
sprzecznosé (np. rownania a+b? = -1, dla pewnych liczb
rzeczywistych a,b).

5. Jezeli dotarlismy do dowolnej strzatki w odpowiednim podpunkcie (a,b),
wynikajacym z rodzaju wybranej przez nas ,wersji poczgtkowej”, to
dowdd tezy jak i zadania jest zakoriczony.

Uwaga: Pamietaj, ze do przeksztatcen , wersji poczagtkowej”, mozna uzywacé

tylko i wytacznie ,,dozwolonych” przeksztatcen w tej metodzie. ,Dozwolone”
przeksztatcenia dzielg sie na dwie czesci, pod wzgledem tego jaki typ ,wersji
poczatkowej” wybralismy.

a) Gdy przeksztatcamy ,,réwnanie tezowe” lub ,,nieréwnos¢ tezowg”, to
mozemy tylko stosowac:
= Zwykte, rownowazne przeksztatcenia algebraiczne,
= Przeksztatcenia wykorzystujgce rownanie/nierownos¢ dang w
zadaniu.
b) Gdy przeksztatcamy ,rownanie antytezowe” lub ,,nieréwnos¢
antytezowa”, to mozemy tylko stosowac:
=  Zwykte, rownowazne przeksztatcenia algebraiczne,
= Przeksztatcenia wykorzystujgce rownanie/nierownosé dang w
zadaniu,
= Przeksztatcenia wykorzystujgce wczesniej wyznaczong , wersje
poczatkowq”, czyli wykorzystujgce ,réwnanie antytezowe” /
,hierdwnosc¢ antytezowg”.

Pamietaj, ze: jezeli w zadaniu mamy dang hipoteze, to powinniSmy najpierw
zdecydowaé, czy bedziemy probowaé dowiesc¢ jej prawdziwosci, czy fatszywosci,
a nastepnie sprébowac wykonac analogiczne rozumowanie, jak powyzej dla tezy.
Jezeli prébujesz dowie$é hipoteze, to powiniene$ podstawié za ,teze”, stowo
hipoteza, a jezeli bedziesz probowat obali¢ hipoteze, to powinienes podstawic za
teze”, stowo anty-hipoteza. Pamietaj, takze, ze anty (anty-hipoteza), oznacza
hipoteze, poniewaz podwdjne zaprzeczenie to prawda.



4. O pozytku z rownowaznych ,,wersiji
poczatkowych”.

Rownowazna ,wersja poczatkowa”, jest to ,wersja poczatkowa”, bedaca
réwnowazna hipotezie/anty-hipotezie lub tezie/antytezie

Gtéwna metoda poszukiwania rownowaznych , wersji poczgtkowych”, w postaci
rownania, to wczesniej wspominana w ,,przyktadzie 17, metoda przedstawienia
,wersji poczatkowej”, w postaci iloczynu liczb rownego zero. Wiemy, wtedy, ze
jeden czynnik jest réwny zero i z niego wtasnie chcemy wywnioskowac
réwnowaznos¢ ,wersji poczagtkowej” i hipotezy/anty-hipotezy/tezy/antytezy.

Pozytek z rownowaznych , wersji poczgtkowych”, w zadaniach z hipoteza:

v Pozwala na jednoczesne badanie prawdziwosci, jak i nieprawdziwosci
hipotezy, na co zwykta ,,wersja poczgtkowa”, nam nie pozwala.

v Jezeli uzywajagc dozwolonych przeksztatcern  dojdziemy, do
rownania/nieréwnosci podanej w zadaniu, lub do innego
réwnania/nieréwnosci, ktorej mozemy tatwo dowies¢ prawdziwosg, to
hipoteza jest prawdziwa.

v Jezeli uzywajagc dozwolonych przeksztatcen dojdziemy, do
rownania/nieréwnosci  sprzecznego z réwnaniem/nierdwnoscia
podang w zadaniu, lub do innego réwnania/nieréwnosci, ktorej
mozemy tatwo dowie$¢ nieprawdziwos¢, to hipoteza jest
nieprawdziwa.

Pamietaj, ze: stosowanie metody poszukiwania rownowazinych ,wersji
poczatkowych”, w zadaniach, w ktérych mamy do udowodnienia teze, takze jest
bardzo przydatne. Co prawda nie korzystamy wtedy z ich wifasnosci, jednak
pozwala nam to w szybki i skuteczny sposdb znalezé potrzebng nam ,wersje
poczatkowg”.



5. Jak znalezc ,,wersje poczatkowg”
bed3aca nierownoscia?

W poprzednim rozdziale, omoéwitem technike znajdowania réwnowaznych
,wersji poczatkowych”, bedacg bardzo pomocng technikg, w zadaniach, w
ktorych mamy dane rownanie. Okazuje sie, jednak, ze ta technika nie jest
uzyteczna w zadaniach, w ktorych w tresci mamy podang pewng nieréwnosc¢.
Jest to spowodowane, tym, ze omawiana wczesniej technika polega na zapisaniu
rownosci zera i iloczynu pewnych liczb, wiec nie bedzie sie przy jej uzyciu w stanie
stworzy¢ , wersji poczgtkowej” bedgcej nierownoscia.

Gtéwna metoda poszukiwania ,wersji poczatkowej”, bedacej nieréwnoscig, jest
bardzo podobna, do metody poszukiwania réwnowaznych ,wersji
poczatkowych”. Polega ona na przedstawieniu ,wersji poczagtkowe]”, w postaci
iloczynu liczb wiekszych/wiekszych badz réwnych/mniejszych badz réwnych/
mniejszych, od zera. Z ujemnosci/dodatniosci, pewnego czynnika chcemy, zeby
wynikata teza/antyteza/hipoteza/anty-hipoteza, lub zeby z
tezy/antyteza/hipotezy/anty-hipotezy, mozna byto wywnioskowaé prawdziwos¢
,wersji poczatkowej”. W duzej liczbie przypadkow, ale nie we wszystkich, ta
metoda zwraca roéwnowazne ,wersje poczatkowe” w postaci nierdwnosci.
Mysle, ze lepiej zrozumiesz tg metode, jesli wyttumacze jg teraz na przyktadzie.

Przykfad 2

Dane sg dodatnie liczby a.b.c.d spelniajgce nierawnosé: a(a + b+c) s d(d - b - ¢) Sprawdz, czy z
odrinkiw o dlugos ciach ab,c,d moz na zbudowac czworokg t

Mamy podang hipoteze, oraz dang nieréwno$é¢, wiec mozemy zastosowad
metode , Deszyfracji Zadan Algebraicznych”. Teraz nalezy wyznaczyé ,wersje
poczatkowa” w postaci nierownosci. Zanim, jednak za to sie zabierzemy
powinnismy sie zastanowic, czy bedziemy chcieé¢ dowies$¢ prawdziwosé, czy nie
prawdziwos¢ owej hipotezy. Po obu stronach rownania, po wykonaniu mnozenia
wystepuje tyle samo jednomiandw, jednak po stronie ktéra ma wiekszg wartosé,
az dwa jednomiany majg znak minus, co sugeruje, ze hipoteza moze by¢ nie
prawdziwa, wiec powinnismy najpierw zaczg¢ od badania anty-hipotezy.
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Wystarczy dowiesg, ze:
a+tb+c<dva+b+d<cva+c+d<bvb+c+d<a

Czyli wykaza¢, ze:
a+b+c-d<sOva+b-c+d<Ova-b+c+d<Ov-a+b+c+d<0
Whnioskujgc, z metody opisanej w tym temacie, chcielibysmy zapisac , wersje
poczatkowa”, w postaci iloczynu pewnych liczb, ktérych iloczyn jest mniejszy
badz rowny zero, tak, zeby wsrdd czynnikdw, wystepowat co najmniej jeden z

powyzszych wielomiandw (lewa strona réwnania) i zeby musiat by¢ ujemny lub
rowny zero.

Teraz musimy sie jeszcze zastanowic, ktory wybrac. Jezeli przerzucimy wszystko
na lewg strone nierdwnosci w nierownosci danej w zadaniu, to otrzymamy:

(a+b)2-d(d-b-c)<0 (*)

Co sugeruje, nam, ze nasz czynnik w naszej ,wersji poczgtkowej”, z ktdrego
wynikataby anty-hipoteza, powinien to by¢: (a+b+c-d), poniewaz, jak tatwo
zauwazy¢ przy kazdym jednomianie, w ktérych wystepuje niewiadoma ,d”,
bedzie ,stat” znak minus. Teraz mozna juz wydedukowaé, lub znalez¢ metoda
préb i btedow, ze nasza ,,nierownosc anty-hipotezowa”, powinna by¢ postaci
(@a+b+c-d)(a+d)<0

Wiemy, ze z tej nieréwnosci wynika anty-hipoteza, poniewaz skoro liczby a,d s3
dodatnie to liczba (a+b+c-d) musi by¢ ujemna. Wymnazajac nawiasy
otrzymujemy:

a’+ad+ab+bd+ac+cd-da—-d?<0
a(a+b+c)<d(d-b-c)

Dotarlismy do nieréwnosci, podanej w zadaniu. Skad wynika bezposrednio, ze
anty-hipoteza jest prawdziwa, czyli ze z odcinkéw, o dtugosciach a,b,c,d nie da
sie zbudowac czworokata.

Co konczy rozwigzanie zadania.
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6. Praktyczne zastosowanie metody
,Deszyfracji Zadan Algebraicznych”.

W tym rozdziale skupimy sie na najwazniejszej rzeczy w procesie opanowywania
metody ,Deszyfracji Zadan Algebraicznych”, czyli na praktycznych
zastosowaniach w zadaniach olimpijskich. Przedstawitem tutaj kilka przyktadéw
podstawowych zastosowan tej metody w zadaniach, w wiekszosci mojego
wtasnego autorstwa. Zadania zostaty opatrzone w petne rozwigzaniami, tak abys
lepiej poczut sie w tym temacie i zrozumiat, jaki duzy potencjat ma ta metoda. W
tym dziale postanowitem wprowadzi¢ nowos¢ w opisach rozwigzan i opisac caty
tok rozumowania, oraz wszystkie wigzgce sie z nim pomysty. Mam nadzieje, ze
po tym rozdziale zrozumiesz tg metode co najmniej tak dobrze jak ja, dzieki
czemu bedziemy mogli, wspdlnie cieszy¢ sie jej pieknem ( :

Zadanie 1 (zawody Il stopnia XIV OMJ)

Liczby rzeczywiste x oraz y spetnigg mierdwnnsé X + x < y. Udowadnii 2  +y 2 x

Wiemy, co konkretnie trzeba udowodni¢, wiec mozemy zastosowaé metode
,Deszyfracji Zadan Algebraicznych”. Na poczatek warto zauwazy¢, ze mamy juz
podang ,wersje poczatkowa” bedacy ,nierdwnosciag tezowy” (/ +y > x) co
znacznie juz upraszcza nam rozwigzywanie zadania. Skutkuje, to tym, ze wiemy
juz jakich przeksztatcen mozemy uzywac, (zgodnie z tym co przedstawitem w
,Uwadze” w dziale 3) oraz do jakiej postaci mamy dazy¢ (dwa pierwsze strzatki,
w podpunkcie ,a” w punkcie 4 w dziale 3). Zatem teraz, bedziemy sie starac
przeksztatcic¢ tg ,,nieréwnoscig tezowa” do wtasnie takiej postaci. A zatem:

y2+y 2 X

Zgodnie z dozwolonymi przeksztatceniami, wykorzystujemy nieréwnos$é x% + x <
y, otrzymujac:

y2 + (x2+ x) 2 x

y2+x220
Co konczy dowdd (poniewaz dotarlismy do nieréwnosci, ktéra zawsze jest
spetniona, bo suma kwadratéow dwdch liczb rzeczywistych nie moze by¢ ujemna).

12



Zadanie 2

Liczby rzeczywiste a.b.c spetigig riwnanie £¢ + a + K = alf + ac + be. Udowodni ze a=b v a=c
V=4,

Wiemy, co konkretnie trzeba udowodni¢, wiec mozemy zastosowaé¢ metode
,Deszyfracji Zadan Algebraicznych”. Tym razem nie mamy podanej ,wersji
poczatkowej”. Wiec naszym zadaniem bedzie wtasnie znalezienie jej. Teraz,
mozemy zastosowac technike wyznaczania rownowaznych wersji poczagtkowych,
by probowac znalez¢ potrzebng nam ,wersje poczagtkowa”. Pamietaj, ze
kluczowa w tej metodzie jest wtasnos¢, ze co najmniej jeden czynnik, po lewej
stronie rownania jest rowny zero, zawsze wtedy gdy po prawej stronie rownania
wystepuje liczba zero. Z kazdego czynnika rownego zero, bedziemy chcieli, zeby
wynikata w tym przypadku teza. Teraz, wspomagajac sie tezg podang w zadaniu,
juz tatwo wpasé na ,,réwnanie tezowe”:

(a-b)(b-c)(c-a)=0

Teraz pozostato sprawdzi¢, czy jest ono rownowazne z podanym réwnaniem w
zadaniu lub czy jesteSmy w stanie uprosci¢ go do rownania, ktérego mozemy juz
tatwo wykazaé prawdziwos¢. Po wymnozeniu nawiasow, otrzymujemy:

abc-a%b-ac?+a%c-bic+ab?+bc2—abc=0

Redukujgc wyrazy podobne i przenoszac na prawg strone jednomiany ze znakiem
minus, otrzymujemy rownanie dane w zadaniu.

Co konczy dowdd.
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Zadanie 3

Dane sq dodatnie lizzby rzeczywiste a.b.c speiajgce rownanie & + if + & + J4 i = & (£ +) +
B(+d) + £ (F+d), Sprawds, czy zawsze odinkow o dluges ciach &b, moz na zbudowac trijkgt

Mamy podang hipoteze, oraz dane rownanie, wiec mozemy zastosowaé¢ metode
,Deszyfracji Zadan Algebraicznych”. Tym razem takze nie mamy podane;j ,,wersji
poczatkowej”, wiec bedziemy musieli jg znalezé. Oczywiscie narzuca sie
wykorzystanie nierownosci trojkata, do wyznaczenia jej, ale pamietaj, ze jezeli
w tresci zadania mamy podane pewne rownanie, to chcemy takze przedstawic
,wersje poczgtkowa” w postaci rownania, a nie w postaci nierownosci. Teraz
chcielibysmy znalez¢ jedng z czterech ,wersji poczatkowych”, zwigzanych z t3
hipotezga (s3 4, poniewaz 2 moga by¢, gdy dowodzimy prawdziwos$é hipotezy i 2
moga by¢, gdy dowodzimy, nie prawdziwos$¢ hipotezy). Warto zwrdécié¢ uwage, na
to jak powigzane jest rédwnanie podane w zadaniu z trojkatami. Jak tatwo
zauwazyC¢ wystepuje tam wiele poteg z wykfadnikami rownymi dwa. Czy cos Ci
to sugeruje? Oczywiscie chodzi o trojkaty prostokatne! Wiemy takze, ze jezeli
zachodzi rownos$é x?+y?=z> (dla pewnych liczb dodatnich x,y,z), to z odcinkéw
X,Y,Z zawsze mozemy zbudowac trojkat i jest to trojkat prostokatny. Sugeruje
nam to, ze powinnismy dowodzi¢ prawdziwos$¢ hipotezy. Wykorzystujgc ta
wtasnos$¢, mozemy sprobowaé skonstruowac ,réwnanie hipotezowe”. W tym
przypadku takze, bedziemy chcieli szuka¢ rownowaznej ,wersji poczgtkowej”. W
naszym przypadku chcielibysmy wykorzysta¢ trojkaty prostokatne, wiec z
kazdego czynnika powinno wynika¢ jedno z réwnan: a?+b?=c?, c?>+b?=a?, a%+c?=b?.
Co juz moéwinam, ze ,,réownanie hipotezowe”, powinno mieé nastepujgcg postac:
(c?+b2-a?)(a?+c?-b?)( a2+b?-c?)=0

Teraz pozostato, tylko dojs¢ do rownania podanego w zadaniu lub innego na
pewno prawdziwego rownania. Wymnazajgc nawiasy, otrzymujemy:
c2a*+c?a?b?-c*a?+cta?+c’b -c-ab2c?-c?b*+c?b+b2a*+b*a?-b2alc2+b?c2al+b*c?-c*b?-
-a’b*— b® + c?b* — a® — a%b? + c?a* - a%c? - ab?c? + a’c* + a%b? + a’b* -a%b%c?=0
Redukujgc wyrazy podobne i przenoszac jednomiany ze znakiem minus na prawa
strone réwnania, otrzymujemy:

a®+ b®+ c+ 2a2b%c? = a%a?+ a*b? + b*c2+b%a? + c*b?+ c*a?

Co dowodzi prawdziwosci hipotezy (poniewaz to réwnanie jest rwnowazne
rownaniu podanemu w zadaniu).
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Zadanie 4

Dane sq dodatnie liczby rzeczywiste a,b.c spefigigce rownanie & + 6+ + Jabe =& (2 +b) + & (¢
+b) + B (a + ), Udowodnij 2e z docinkiw o digos ciach a.6,c mie mazng zbudowac trijkg ta

Wiemy, co konkretnie trzeba udowodni¢, wiec mozemy zastosowa¢ metode
,Deszyfracji Zadan Algebraicznych”. Teraz powinnismy szuka¢ ,wersji
poczatkowej”. Jak juz pisatem nie chcemy nierdwnosci, jezeli mamy podane
rownanie w zadaniu, wiec takze i tu nierownos¢ tréjkata na nic sie nie zda. W
tym przypadku powinnismy znalez¢ rédwnanie, z ktérego wynikataby teza, czyli,
ze suma kazdych dwoch odcinkow jest mniejsza badz rowna trzeciemu
odcinkowi, lub rownanie, ktore wynikatoby z antytezy, czyli, ze suma kazdych
dwadch odcinkdw jest wieksza niz trzeci odcinek. Jak tatwo zauwazyé, jezeli a+b=c
v a+c=b v b+c=a to teza jest spetniona, co sugeruje, ze powinnismy spréobowac
skonstruowac ,réwnanie tezowe”. Stosujagc metode opisang w powyzszych
zadaniach (zapisanie warunkéw w postaci iloczynu réwnego zero), tatwo juz
wpasé, ze powyzszg wtasnos¢, mozna zapisa¢ w postaci:

(@+b-c)(a-b+c)(-a+b+c)=0

z ktérego oczywiscie wynika teza, bo a+b=c v a+c=b v b+c=a (poniewaz jeden
czynnik w tym iloczynie, musi byé rdwny zero).

Wymnazajac czynniki po lewej stronie rownania i redukujgc wyrazy podobne
otrzymujemy:

al+b3+c3+2abc-cla-c?b-aic-atb-b%a-b%kc=0

Przenoszagc jednomiany ze znakiem minus, na prawg strone réwnania,
otrzymujemy:

a3+ b3+ c3+2abc=c%a+c?b +ac+a%b+b%a+b%
a+b3+cd+2abc=c*(a+b)+a?(c+b)+b?a+c)

Co koniczy dowdd (poniewaz, doszlismy do réwnania podanego w tresci zadania,
wychodzac od ,réwnania tezowego”, wykonujgc tylko dozwolone
przeksztatcenia).
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Zadanie 5

Jane sq niezerowe liczby rzeczywiste a.4,c,d speliafg ce rownanie:
& (a-c-b-d) = d(bc-ac-ab)

Sprawdz, czy liczba,,a’ zawsze jest rizna od kaz dej z posréd liczb b.c.d

Mamy podang hipoteze, oraz dane réwnanie, wiec mozemy zastosowac¢ metode
,Deszyfracji Zadan Algebraicznych”. Teraz, tak jak w dwdch ostatnich
przyktadach, musimy znalez¢ , wersje poczagtkowa”. Na pierwszy rzut oka juz
widag¢, ze to zadanie jest podobne do zadania 2, ktére juz omawialisSmy, poniewaz
tutaj takze chodzi o pewne rdéwnosci/nieréwnosci, miedzy niewiadomymi
danymi w zadaniu. Sugeruje nam, to ze moze by¢ nie trudno znalez¢ ,rownanie
anty-hipotezowe”, poniewaz chcielibysmy zapisa¢ podobne réwnanie co w
zadaniu 2, a teza tam byta odwrotna, bo byta zwigzana z udowodnieniem
pewnych rownosci. Wiemy, ze anty-hipoteza, ma postac¢: a=b v a=c v a=d.
Zapisujgc w postaci rownania, dostajemy:

(a-b)(a-c)(a-d) =0

Zastosowalismy metode iloczynu réwnego zero, wiec wyznaczyliSmy
rownowazng ,wersje poczatkowa”. W zadaniu mamy podang hipoteze, wiec
mozemy skorzysta¢ z wtasnosci rownowaznych ,wersji poczatkowych”, w celu
sprawdzenia, czy nasza anty-hipoteza, jest prawdziwa czy fatszywa.

a3-a’d - a’c+acd - a’b + abd + bca-bcd =0

a%(a-c-b-d) = d(bc - ac - ab) — abc

Teraz mozemy odjgé obustronnie réwnanie dane w zadaniu, otrzymujac:
abc=0

Sprzeczno$¢ (skoro liczby a,b,c sg rdézne od zera, to ich iloczyn nie moze by¢
rowny zeru).

Zatem doszliSmy do nieprawdziwosci anty-hipotezy, stosujgc tylko dozwolone
przeksztatcenia. Zatem nasza hipoteza, musi by¢ prawdziwa.

Co konczy dowaéd.
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7. Olimpiada algebraiczna

W tym rozdziale postanowitem przedstawi¢ 5 zadan, w wiekszosci mojego
autorstwa, przeznaczonych do samodzielnego rozwigzania, tak aby$ mogt
sprawdzi¢ zdobytg wiedze. Nie bez, przypadku zamiescitem tutaj 5 zadan,
chciatem bowiem, abys poczut sie, jak na OMJ. Postaraj sie rozwigzac tyle zdan,
ile jestes w stanie, w czasie trzech godzin. Jesli jednak, nie uda Ci sie rozwigzac
jakiegos zadnia, to zajrzyj do podpowiedzi, ktére zamiescitem w nastepnym
dziale, lub do dziatu 9, gdzie przedstawitem skrotowe rozwigzania.

Zycze powodzenia ( ;
Zadanie 1

Liczby cafkawite 5,6,k spetiafg rownanie &' +8=ab(1+4"4"), Udowodnj; ze co najmmniej jedna z liczb
a11b jest k-tg potegq liczby cakowite)

Zadanie 2

Dane sq dodatnie lizzby catkowite a.b spetigigce rownanie & = b(a + ab - i) Wykaz, ze liczba a lub
liczba ab jest kwadratem liczby catkowite).

Zadanie 3

Dane sq niezerowe liczby &, b, ¢ spetniajg ce rownanie:
-7 =ar +ab + b
Udowodnj; ze jgsli [a] 2 [b) 2 [c]. to z odeinkiw o diugos ciach [, /6]/c] moz na zbudowac trijkg t

Zadanie 4
Dany jest czwarokq t ABLD, w ktdrym JAB|= &, JBL)=6, [L0)=c, [D4/=d. Liczby 5.b,c.d speliajg

Mierownosc:

(b+d)(b+d-Za) + (c+a)lc-a) < [

Udowadnj; ze w czwarokg t ABLD nie da sie wpisac okre gu.
Zadanie 5

Sprawds, czy istnigiq miezerawe, wymierne liczby a.6.c spetigigce rownanie: 4 = 26 (€ +-7F)
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8. Podpowiedzi do zadan

Zadanie 1
Zauwaz, ze jezeli zachodzi rownos¢: a - b* = 0, to teza jest spetniona.
Zadanie 2
Zauwaz, ze jezeli zachodzi rownosé: a - b2=0, to teza jest spetniona.
Zadanie 3

Zauwaz, ze jesli |a| =|b| v |a]=]|c]|, to z odcinkéw o dtugosciach |a]|, |b], |c|
mozna zbudowac trojkat.

Zadanie 4

Sprébuj wykorzysta¢ metode opisang w dziale 5. Pamietaj, ze wpisa¢ okrag w
czworokat, da sie wtedy i tylko wtedy, gdy a+c=b+d.

Zadanie 5

Sprébuj znalez¢ ,réwnanie anty-hipotezowe”, wykorzystujgc pierwiastek z
dwoch.
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9. Skrétowe rozwiagzania

W tym rozdziale przedstawiam skrotowe rozwigzania zadan z dziatu 7.
Postanowitem, ze w przedstawionych tutaj rozwigzaniach, zamieszcze tylko
niezbedne informacje pozwalajgce zrozumieé rozwigzanie. Podjgtem taka
decyzje, poniewaz mysle, ze w dziale 6 zostato wszystko wystarczajgco doktadnie
opisane, tak ze stosowanie tego samego sposobu prezentowania rozwigzan,
bytoby niepotrzebne i mogtoby zniecheci¢ czytelnika.

Zadanie 1

Naszg ,,wtasnoscig poczatkowg” jest ,,rownanie tezowe”, postaci:
(a-b¥(b-ak=0.
Wymnazajgc nawiasy, otrzymujemy:

ab - ak*1 - b**1 + bkgk= 0
ak*libkl=ah(1+ak1bkl)

Dotarlismy do rownania podanego w zadaniu — co konczy dowéd.
Zadanie 2

Naszg ,,wiasnoscig poczatkowg” jest ,rownanie tezowe”, postaci:
(a-b?)(ab—-b?) =0.
Wymnazajgc nawiasy, otrzymujemy:

a’b—ab?-ab3>+b*=0

a?—ab—-ab?+b3=0

a2=b(a +ab—-b?

Dotarlismy do rownania podanego w zadaniu — co konczy dowad.
Zadanie 3

Naszg ,, wtasnoscig poczatkowg” jest ,,rownanie tezowe”, postaci:
(@a+b)(a+c)=0.
Wymnazajgc nawiasy, otrzymujemy:

al+ac+ab+bc =0
-a’=ac+ab+bc

Dotarlismy do rownania podanego w zadaniu — co konczy dowéd.
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Zadanie 4
Naszg , wtasnoscig poczatkowg” jest ,nierdownosé tezowa”, postaci:
(a+c-b-d)(a-b-c-d) <0

Poniewaz, musi zachodzié¢ a+c-b-d > 0 (z czego wynika, juz teza, bo wpisac okrag
w czworokat, da sie wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi réwnos$é a+c=b+d), bo
tylko jeden czynnik moze by¢ ujemny, a jest juz nim ,a-b-c-d” (wynika to z
nieréownosci dtugosci bokéw w czworokacie).

a%-ab-ac-ad+ac-bc-c?-cd-ba+b?+bc+bd-ad+bd+cd+d?< 0

a’+ b2 -c?+d?-2ad-2ab+2bd<0

(b+d)(b+d-2a) + (c+a)(c-a) < 0

Dotarlismy do rownania podanego w zadaniu — co konczy dowéd.

Zadanie 5

Naszg ,,wtasnoscig poczatkowg” jest ,rownanie anty-hipotezowe”, postaci:

(a-V(2)c)(b-V(2)c)=0 (jesli c, jest wymierne, to liczba b lub a musi by¢
niewymierna, bo ktéras z nich musi by¢ réwna V(2)c (wykorzystujemy tu fakt, ze
iloczyn wymiernej i niewymiernej daje zawsze liczbe niewymierng, oczywiscie
jesli nie mnozymy przez liczbe zero)

Gdzie V(2)c, oznacza pierwiastek z dwdéch pomnozony przez c.
ab -V(2)ca-V(2)cb + 2¢2=0

ab + 2c?>=V(2)c(a + b)

Podnoszgc do kwadratu, otrzymujemy:

a’b? +4c%ab + 4c* = 2¢? (a% + 2ab + b?)

a’b? + 4c* = 2c?a? + 2¢?b?

a%b? = 2¢? (a%+b%-2¢?)

Dotarlismy do rownania podanego w zadaniu — co dowodzi prawdziwosci ,,anty-
hipotezy”, zatem nie istniejg wymierne liczby a,b,c spetniajgce warunki zadania.
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10. Zrédta

e 12 Skrypt Internetowego kotka Olimpiady Matematycznej Junioréw

2019/2020
e Zadania z Il stopnia XIV Olimpiady Matematycznej Junioréw

e Oktadka zostata zaprojektowana przy uzyciu zasobdw z portalu
freepik.com
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