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., Muzyka to przyjemnosé, jakiej dusza ludzka doswiadcza przez liczenie,
Nie zdajgc sobie sprawy, ze ma do czynienia z liczeniem.”

Gottfried Wilhelm von Leibniz

Wstep

W tej pracy postanowitem zaja¢ si¢ odpowiedzig na pytanie, ktére stawiano
od najwczesniejszych czasow istnienia cywilizacji: ile wspdlnego maja matematyka i muzyka?
Niezwykle interesuje mnie matematyka, a jednoczesnie jestem pianista, wiec wielokrotnie
miatem okazje dostrzec cechy wspdlne matematyki i muzyki. Od dawna temat ten jest mi bliski,
co sprawito, ze krok po kroku poznawatem tajniki jednej i drugiej przestrzeni. Z czasem moja
wiedza 1 umiej¢tnosci pozwolity mi zgtebi¢ te dwie dziedziny na tyle, iz nabratem przekonania,
wrecz pewnosci, ze muzyka jest zbudowana na matematyce.

Jak powszechnie wiadomo matematycy sg takimi naukowcami, ktorzy wszystkie aspekty
$wiata thumaczg i uzasadniaja uzywajac liczb, tabel, wykresow funkcji czy tez réznorodnych
tablic. Wykazuja reguly rzadzace wicloma procesami, poszukujg rozwigzan problemow
w roznych aspektach zycia. Matematyka to nauka, ktora daje odpowiedz na wiele nurtujacych
nas pytan. Roéwniez muzyka wzbudzita duze zainteresowanie matematykéw juz
od najwczesniejszych epok. Odkryli oni niezwykly i pasjonujacy zwigzek tych dwoch dziedzin,
ktorym w tej pracy chcg si¢ zajaé, aby inspirowa¢ do dostrzegania tej fascynujacej relacji.
Co w takim razie taczy na pierwszy rzut oka dwie odmienne rzeczywistosci?



1. Interwaty 1 dzwieki w ujeciu matematycznym — dziatania
w zbiorze liczb niewymiernych

Juz Pitagoras i jemu wspodiczesni analizowali odleglo$ci miedzy dzwigkami, czyli
interwaty odkrywajac tzw. szereg alikwotéw stanowigcy podstawe systemu muzycznego.
Mowiac o alikwotach, mamy na mysli cze$ci sktadowe dzwicku muzycznego majace przebieg
sinusoidalny, o czestotliwosci n = fk, gdzie f jest czestotliwoscig tonu podstawowego,
natomiast k jest liczba naturalng wieksza od 1*
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Na przestrzeni lat procesami matematycznymi w muzyce zajmowal si¢ nie tylko
Pitagoras, ale tez Arystoteles, Ptolemeusz, Leonardo da Vinci,, Galileusz, czy Leonhard Euler.

Obecnie w muzyce europejskiej stosuje si¢ tzw. system réwnomiernie temperowany,
ktory dzieli oktawe na dwanascie rownych czesci (pottonow), co najlepiej obrazuje klawiatura
fortepianu. Pomiedzy kolejnymi klawiszami jest taka sama odlegto$¢, przy czym co 12 daje
nam oktawe.
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Dzigki tej wiedzy mozemy matematycznie wyznaczy¢ odlegto$¢ pottonu, dzielagc oktawe na
12 rownych cze$ci poprzez réwnanie:

L https://magazyngitarzysta.pl/warsztat/porady/11-alikwoty-harmoniczne-flazolety
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https://pl.wikipedia.org/wiki/D%C5%BAwi%C4%99k_(muzyka)

x2=2

x = V2 ~ 1,059

Zatem inspirowani w ten sposob sprobujmy przyjrzec si¢ rozwigzaniu matematyczno —
muzycznego problemu.?

Jak juz zasygnalizowalem, system rOéwnomiernie temperowany polega
na podziale oktawy na dwanascie réwnych poéttonow, a migdzy klawiszami jest taka sama
odlegtos¢, przy czym co 12 klawisz daje interwal o nazwie ,,oktawa”. W tym wszystkim
interesujace jest to, ze poruszajac si¢ od dzwieku C o kwinte do gory 12 razy znowu otrzymamy
dzwigk C, ale potozony siedem oktaw wyzej. Taka zalezno$¢ muzycy nazywaja ,.kolem
kwintowym”. Pomaga ono wyznaczy¢ ilo$¢ znakow przykluczowych dla konkretnej tonacji.
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Jesli jednak zastosujemy sie¢ do obliczen Pitagorasa, ktory kwinte okreslit jako stosunek
3/2 i podniesiemy t¢ warto$¢ do potegi 12 (tyle kwint potrzebujemy), to otrzymamy liczbg ok.
129,746. A przeciez spodziewaliSmy si¢ otrzymaé siodma potege dwojki, czyli interwatu
oktawy, dokladnie = 128. Jes$li podzielimy przez siebie otrzymane wyniki, to uzyskamy
wielko$¢ ok. 1,014, co réwna sie w przyblizeniu ¢wierci tonu.®

Interwal to odleglos¢ miedzy dwoma dzwigkami, czyli réznica ich wysokosci.
Poszczegblne interwaty maja swoje nazwy. Oto 12 najmniejszych (dla uproszczenia

2 Karolina Kniaziuk - Jednostajne transformacje triadyczne
3 http://meakultura.pl/artykul/matematyka-muzyki-muzyka-matematyki-873
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zaktadamy, ze wszystkie jako nizszy dzwiek maja ¢, cho¢ oczywiscie wszystkie te interwaty
moga si¢ "zaczyna¢" od dowolnych dzwickow).*

dzwieki nazwa interwalu
C - des sekunda mata
c-d sekunda wielka
c-es tercja mata
c-e tercja wielka
c-f kwarta

c - fis tryton

c-g kwinta

c-as seksta mata
c-a seksta wielka
c-b septyma mata
c-h septyma wielka
c-ct oktawa

Analizujac powyzsze fakty, mozemy stwierdzi¢, ze matematyka jest niecodzowna
w rozumieniu zagadnien teoretycznych muzyki, co §wiadczy o tym, ze dziedziny te s3 ze sobg
Scisle powiazane.

4 http://www.matematyka.wroc.pl/w-muzyce/dlaczego-nie-da-sie-nastroic-pianina
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2. Geometria w muzyce

Matematycy opisuja punkty i zbiory punktow, czyli figury geometryczne
na plaszczyznie bardzo czg¢sto na tzw. kartezjanskim uktadzie wspotrzgdnych. Kazdy punkt
w takim uktadzie ma dwie wspotrzedne. Mozemy powiedzie¢, ze punkty opisujemy przez parg
liczb. Pierwsza liczba jest wspotrzedna x, a druga y.
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Jaki zatem zwigzek ma matematyczny uktad wspotrzednych z zapisem nutowym? Zapis
nutowy to nieco zmodyfikowany i udoskonalony uktad zwany ,,pieciolinig”, na ktérym kazda
nuta ma swoje wspotrzedne. (Spostrzegawczych informuje, ze na ponizszych rysunkach nie jest
przedstawiona ,,szesciolinia”, poniewaz prosta, ktora znajduje si¢ najnizej jest osig x uktadu
wspolrzednych).
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Nuty zapisuje si¢ na liniach i na polach, co - analizujac powyzszy uktad wspotrzgdnych -
wyglada nastepujaco.




Im wyzszy dzwigk, tym wyzej jest zapisany, czyli na osi rzgdnych mamy wysoko$¢ dzwigku,
natomiast na osi odcietych przebieg melodii, uporzadkowanie nut w czasie, metrum, ktére
wyznaczaja kreski taktowe. Muzykowi do zagrania melodii potrzebne sg jeszcze warto$ci
rytmiczne, ktoére doktadniej omowimy w rozdziale ,,Rytm, czyli dziatania na utamkach”.
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Tak wyglada swoisty uktad wspotrzednych, ktory jest jednoczes$nie zapisem nutowym. Mozna
powiedzie¢, ze oddaje on przebieg zmian wysokosci dzwickow w czasie.

Korzystajac ze zwigzkdw matematyki z muzyka Kompozytorzy wielokrotnie stosuja
geometryczne przeksztalcenia ptaszczyzny. W muzyce s3 one nazywane technikami
kontrapunktycznymi®. Oméwie teraz najwazniejsze z nich.

2.1 Translacja

W matematyce translacja to przesuniecie kazdego punktu figury o t¢ samag odleglosé
w ustalonym kierunku.

Translacja (przesuniecie)

Wielokat W

Wielokat W, -

Obrazem wielokata W w przesunigciu o wektor u jest wielokat W,, czyli:

Wy = Ta(W)

Kierunek translacji okresla wektor przesuniecia. W muzyce — tak jak w geometrii — rowniez
istniejg translacje, przy czym przeksztatceniu podlega figura, ktdrg jest muzyka o okreslonym

5 Kontrapunkt — , Technika kompozytorska polegajaca na jednoczesnym prowadzeniu réznych linii
melodycznych wedtug $cisle okreslonych zasad tonalnych, rytmicznych, harmonicznych”
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ksztatcie melodycznym i rytmicznym. Takie zabiegi najczgéciej spotykamy w muzyce
polifonicznej, czyli wieloglosowej. Przykladem moze by¢ Inwencja 2 — gl. Jana Sebastiana
Bacha, gdzie nastepuje przesunigcie motywu w inne miejsce na pigciolinii.
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Szczegbdlnymi przyktadami translacji sa utwory zwane , Kanonami”. Sa to formy
w ktérych wszystkie partie instrumentalne lub glosy graja te sama melodi¢, zaczynajac ja
jednak w réznym czasie. Jako przyktad moze postuzyé¢ rozpoznawalny ,,Kanon D — dur”
Johanna Pachelbela, ktory jest rozwinigtg formg kanonu. Motyw o$miu nut podlega translacji,
czyli przesunigciu przez caty utwor.
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2.2 Symetria osiowa

Symetrig osiowg wzglgdem prostej k nazywamy przeksztatcenie ptaszczyzny, w ktorym
kazdemu punktowi A przyporzadkowany jest punkt A', lezacy na prostej prostopadiej do tej
prostej k przechodzacej przez punkt A w tej samej odlegtosci od k co punkt A, ale po drugiej
stronie prostej k.

5 https://www.math.edu.pl/symetria



Symetri¢ osiowg wzgledem prostej nazywamy roéwniez odbiciem symetrycznym wzgledem
prostej lub symetria wzgledem prostej (gdzie prosta stanowi 0§ symetrii).
Do muzycznych zabiegéw nazywanych technikami kontrapunktycznymi nalezy m. in. ,,rak”,
czyli symetria wzgledem osi pionowej do pigciolinii. Jak wynika z powyzszego, dziedzina
matematyki, jaka jest geometria, ma swoje duze zastosowanie w muzyce. Kompozytorzy
niezwykle chetnie korzystaja w swoich utworach z rdéznorodnych przeksztalcen
geometrycznych. Przyktadem moze by¢ temat Inwencji d-moll Jana Sebastiana Bacha:

W kompozycji utwordw mozna roéwniez zastosowaé symetri¢ wzgledem osi poziome;.
Moéwimy wowcezas o inwersji, czyli odwroceniu kierunku prowadzenia linii melodyczne;.
Doskonatym przyktadem tego typu symetrii jest temat utworu ,,Kunst der Fuge”, réwniez Jana

Sebastiana Bacha.
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Mozliwosci zastosowania tego typu przeksztatcen jest bardzo wiele. W tabeli ponizej
przedstawiam wszystkie powyzsze mozliwosci:

Przeksztalcanie Efekt muzyczny
geometryczne
Poziomo Pionowo Poziomo + pionowo
Translacja 1. Powtorzenie Transpozycja 1. Ostinato
2. Kanon 2. Kanon w sekundzie,
kwarcie itd.
Symetria wzglegdem | Inwersja Rak (ruch wsteczny,
prostej cofanie sig)
Obrot (180°,
rozumiany jako Rak w inwersji
ztozenie dwoch
symetrii wzgledem
prostej)

2.3 Podobienstwo

Przeksztalcenie ptaszczyzny, jakim jest podobienstwo jest pojeciem matematycznym.

Figury podobne - to dwie figury, ktorych odpowiednie boki sg parami proporcjonalne. Oznacza
to, ze stosunki odpowiednich bokow sg rowne.

Mamy tutaj przyktad podobienstwa trojkatow:

Ci‘

Na powyzszym rysunku trojkaty ABC i A'B'C’ sg podobne. Zapiszemy to tak:
AABC~AA'B'C’

Stosunki odpowiednich bokéw w powyzszych trojkatach sa rowne, co zapiszemy tak:
|ABJ||A'B'|=|BC||B'C'|=|AC||A'C'|
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Trojkaty podobne majg katy o takiej samej mierze. Na powyzszym rysunku oba trojkaty
maja katy o.,B,v.”

Do technik kontrapunktycznych w muzyce réwniez nalezy przeksztatcenie ptaszczyzny,
jakim jest podobienstwo. Wyrézniamy tutaj dwa zabiegi kompozytorskie: augumentacje
I dyminucj¢, ktore sg rbwnowazne mnozeniu wartosci rytmicznych przez skalar, to znaczy
odpowiednio ich wydtuzaniu i skracaniu. Ilustruje to nastgpujacy przyktad — fr. ,,Kunst der
Fuge” Jana Sebastiana Bacha.
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Dyminucja — imitacja w pomniejszeniu
” o #J o ” "0,
(Melodia taka jest podobna, lecz trwa dwa razy krocej).
Augumentacja — imitacja w powigkszeniu
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(Melodia rowniez jest podobna, lecz trwa dwa razy dluzej)

Jak wynika z powyzszego, dziedzina matematyki, jaka jest geometria, ma swoje duze
zastosowanie w muzyce. Kompozytorzy chetnie korzystaja w swoich utworach
z roznorodnych przeksztalcen geometrycznych. Na pewno szanowni Czytelnicy spostrzegli, ze
przytaczam w tym rozdziale mndstwo przykladéw zaczerpnigtych z tworczosci J. S. Bacha.
Kompozytor ten niezwykle kunsztownie stosowal wszystkie te zabiegi geometryczne,
przejawiajac wrecz cechy geniuszu. Jako ciekawostke chce wspomnie¢ o pieczeci, ktorg
zaprojektowat dla siebie. Stanowi ona dowdd na fascynacj¢ zabiegami matematycznymi tego
kompozytora. Pieczgc¢ ta stanowi gre symbolicznych oznaczen, ztoZzong z trzech podstawowych
elementow: korony, ktora oznacza Boga, trzech inicjatoéw imienia Bacha — JSB, utozonych raz
normalnie, a drugi raz jako odbicie lustrzane oraz polaczenie J z jednej symetrii z S z drugie;j

7 https://www.matemaks.pl/podobienstwo-trojkatow.html
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daje grecka literg 5 (w grece jest inicjatem stowa ,,Chrystus”). Ponizej zamieszczam wizerunek
herbu J. S. Bacha.

8 ). Arbones, P. Milrud. Harmonia tkwi w liczbach. Muzyka i matematyka. BUKA Books Stawomir Chojnacki
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3. Rytm, czyli dzialania na utamkach

Z pomocg matematyki mozna usystematyzowac bardzo istotny element muzyki jakim
jest rytm. Obecnie postugujemy si¢ w muzyce notacja metrum, ktdra oparta jest
na ulamkach. Zasada zapisu metrum jest bardzo tatwa, jesli rozumie si¢ prawa dodawania
utamkow. Rozumujemy w sposdb nastepujacy:

- calej nucie przyporzadkowana jest liczba 1

- pétnucie - czyli potowie catej nuty — liczba %

- ¢wierénucie — czyli ¢wiartce calej nuty - liczba %
, . 1

- 6semce — liczba 5

Kazda kolejna warto$¢ jest potowa poprzedniej. Ilustruje to nastepujacy rysunek, ktéry moze
by¢ nazwany przez matematykow drzewem binarnym.

o tata nuta

J J J J twiertnuty
.b DITT T T

ﬁﬁ-- s J--- o s oo szesnostki

MNTTTTRTD oo

Jesli kompozytor chce napisa¢ w takcie trzy potnuty, to mnozy % przez 3, uzyskujac % czyli:

1 3 3
— % —_——
2 2
W takim takcie mozna zapisa¢ np., 2 ¢wierénuty, 4 6semki i 8 szesnastek, poniewaz:
2 ! +4 ! +8 L_3
k — *k — ¥ — = —
4 8 16 2

Nalezy jednak pamigtac, ze w takcie wazne jest rOwniez akcentowanie. I tu dostrzec mozna
e . . 3 . . .. 6 .
pewne réznice, poniewaz dla muzyka L to zupelnie co innego niz p cho¢ dla matematyka

wartos$ci te sg takie same.

13



W muzyce warto$ciom nut odpowiadajg wartosci pauz.

Pauza - przerwa miedzy dzwickami, majaca okre§long warto$¢ rytmiczng, tzn. okreslony czas
trwania; takze znak graficzny na pigciolinii, oznaczajacy taka przerwe miedzy dzwickami.

| tak otrzymujemy:
- pauzg catonutowy, odpowiadajaca dtugosci calej nucie
- pauze potnutowa, odpowiadajaca dlugosci péinucie
- pauze ¢wierénutowsa, odpowiadajaca dtugosci ¢wierénucie

- pauze 6semkowa, odpowiadajaca dtugosci 6semce

o L LD AN

)
N
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Dobry muzyk musi zatem sprawnie operowac dzialaniami na utamkach, poniewaz rytm,
obok zaleznosci harmonicznych jest niezwykle istotnym elementem muzyki.
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4. Kombinatoryka dzwigkow

Gdyby postawi¢ nastgpujacy problem: mamy stworzy¢ melodi¢ sktadajaca sie z 12
dzwigkow (zawierajaca wszystkie dzwigki gamy), przy zatozeniu, ze dzwigki nie moga si¢
powtarzac, to ile mozliwosci jesteSmy w stanie uzyskac¢?

!

Rozwazmy przypadek: zapisujemy pierwszy dzwiek, do =zapisania zostalo nam
jedenascie. Po zapisaniu drugiego dzwigku, zostalo nam do wyboru dziesi¢¢ klawiszy, po
zapisaniu trzeciego zostalo dziewig¢ 1 tak dalej... Ponizej zaprezentowatem sposob
zilustrowania rozwigzania zadania za pomocg tzw. ,,drzewka”. Schemat jest niestety niepetny
ze wzgladu na rozmiar kartki papieru, jednak zasada rysowania kolejnych ,,gatezi” jest taka
sama jak przedstawionych na obrazku.

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12

AN

2 3456789101112

AN

3456789101112

Zatem, aby policzy¢ liczbe wersji melodii musimy wykona¢ dziatanie:
12! =479 001 600

Okazuje si¢, ze majac dwanascie dzwigkéw kompozytor moze utworzy¢ ponad 479 milionéw
r6znych melodii! Wchodzimy tu na grunt kombinatoryki, a doktadniej obliczenia permutacji,
czyli przestawienia elementow w pewnym ciggu. Ciagiem jest seria, a jego elementami s3
dzwieki. Jesli jeszcze wezmiemy pod uwagg dodatkowo szereg réoznych wiasnosci, takich jak
dynamika, warto$ci rytmiczne, artykulacja, mozliwo$ci réznych uktadow sg nieograniczone.

Opisany przeze mnie przyktad kombinacji w muzyce nazywamy dodekafonig, lub
technikg dwunastotonowg. W technice tej opracowano metode unikania przewagi jednych
dzwigkéw nad innymi przez wczesniejsze nadawanie im tej samej wartosci wzglednej
1 aranzowanie muzyki w ten sposob, aby wszystkie dzwigki pojawily si¢ w utworze mniej
wigcej tyle samo razy. Aby osiagna¢ ten cel narzucono seri¢ regul kompozycyjnych. Na
przyktad, gdy jedna nuta zostanie uzyta, mozna ja zastosowac¢ ponownie dopiero wtedy, gdy
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zakonczy si¢ caty cykl dwunastu nut. Struktura kompozycji opiera si¢ na ,serii”, tzn.
precyzyjnym uktadzie dwunastu nut.® Absolutnie nie mozna wiec oprzeé sie wrazeniu, ze

oméwiona przeze mnie technika dwunastotonowa posiada bardzo duzy komponent
matematyczny.

% J. Arbones, P. Milrud. Harmonia tkwi w liczbach. Muzyka i matematyka. BUKA Books Stawomir Chojnacki
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5. Ciag Fibonacciego 1 ,,ztoty podziat”

Tworcg ,,ciggu Fibonacciego” i ,,ztotego podziatu” jest Leonardo Fibonacci, wloski
matematyk, zyjacy na przetomie XII i XIII wieku. Podatl on wzor okreslajacy kolejne wyrazy
tego ciggu matematycznego. Jego pierwsze dwa wyrazy to 0 i 1 (czasami to dwie jedynki),
natomiast kolejny wyraz jest sumg dwoch poprzednich.

0+1=1
14+1=2
14+42=3
24+43=5
34+5=28
548 =13
8 + 13 = 21
13 + 21 = 34
21 + 34 = 55
34 + 55 = 89

Wyniki tych dziatan, czyli wyrazy ciaggu, nazywane sg ,,liczbami Fibonacciego”.
0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377...

Posiada on kilka wyjatkowych wlasciwosci. Jesli obliczymy ilorazy sasiadujacych wyrazow, to
otrzymamy nastgpujace wartosci:

1:1=1

2:1=2
3:2=15

5:3 = 1,666 ...
8:5=1,6

13:8 =1,625
21:13 = 1,615..
34:21 =1,619 ...

Granica tego ciggu utamkéw to 1,618033989 ... - nazywana ,,ztotg liczbg” okreslajaca ,,boska
proporcje” czy ,,ztoty podzial” lub ,,zlota proporcje”. Jest ona od czasow starozytnych
kojarzona z harmonig i pigknem.

Idac wczesniejszym tokiem myslenia, ztoty podziat odcinka zachodzi wowczas, gdy stosunek
dhugosci dtuzszej z nich do krotszej jest taki sam, jak catego odcinka do czgsci dtuzsze;.

Warto$¢ ztotej liczby jest rowna ¢ =\/52+1z 1,618...

17



a+b

Zapisujac to w postaci rownania, otrzymamy

,»Ztoty podzial” uznany jest za kanon pigkna, dlatego mozemy go odnalez¢ rowniez w muzyce.
Niektore kompozycje Mozarta i Beethovena osiaggaja punkt kulminacyjny w miejscu, ktére
dzieli utwor na czesci o dtugosciach odpowiadajacych ztotej proporcji.*°

Muzyka Mozarta zachwyca swoja doskonatoscia juz od 260 lat. Spojrzmy zatem na jego
sonaty. Ponizej znajduja si¢ sonaty solowe na fortepian tego kompozytora, z uwzglgdnieniem
liczby taktow pierwszej czeSci czyli ekspozycji, drugiej czesci — przetworzenia i trzeciej czesci
—repryzy. Zilustrowano tez catkowitg liczbe taktow sonaty 1 stosunki cato$ci do dtuzszej czesci

a+b_b
b a

utworu oraz dhuzszej czesci do krotsze;.

KV

279 |
279 11
279 111
280 |
280 11
280 111
2811
281 11
282 |
282 11
283 |
283 11
283 111
284 |
309 1
3101
3111

ekspozycja
a

38
28
56
56
24
77
40
46
15
39
53
14
102
51
58
49
39

przetworzenie+repryza
b

62
46
102
88
36
113
69
60
18
63
67
23
171
76
97
84
73

=9

calosé
a+b

100
74

158
144
60

190
109
106
33

102
120
37

273
127
155
112
133

a+b /b

1,6129
1,6087
1,5490
1,6364
1,6667
1,6814
1,5797
1,7667
1,8333
1,6190
1,7910
1,6087
1,5965
1,6711
1,5979
1,5342
1,5833

b/a

1,6316
1,6429
1,8214
1,5714
1,5000
1,4675
1,7250
1,3043
1,2000
1,6154
1,2642
1,6429
1,6765
1,4902
1,6724
1,8718
1,7143

10, Arbones, P. Milrud. Harmonia tkwi w liczbach. Muzyka i matematyka. BUKA Books Stawomir Chojnacki
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330 | 58 92 150 1,6304  1,5862

330 11 68 103 171 1,6602  1,5147
3321 93 136 229 1,6838 1,4624
33211 90 155 245 1,5806 1,7222
3331 63 102 165 1,6176  1,6190
333 11 31 50 81 1,6200 1,6129
457 | 74 93 167 1,7957 11,2568
533 | 102 137 239 1,7445 13431
533 11 46 76 122 1,6053 1,6522
545 1 28 45 73 1,6222  1,6071
547 1 78 118 196 1,6610 1,5128

Otrzymane wyniki robig niesamowite wrazenie. Na szczego6lng uwage zastuguje tu Sonata nr
1 C-durKV 279 I, w ktorej zloty podziat jest wrecz doskonaly. Stad wniosek, ze
o przypadkowo$ci nie moze tu by¢ mowy.

W sposéb na pewno intencjonalny ,,liczby Fibonacciego” pojawiaja si¢ w dzietach
wegierskiego kompozytora Beli Bartoka. Mozemy to dostrzec w Fudze otwierajacej ,,Muzyke
na instrumenty strunowe, perkusje i czeleste”. Jej 89 taktow jest podzielonych na czgséci po 55
1 34 takty. Te z kolei réwniez sa podzielone zgodnie z liczbami Fibonacciego: pierwsza na 34
121 taktow, a druga na 13 121. Trzecia czg$¢ utworu zaczyna si¢ sekwencja, w ktorej ksylofon
gra jedno fwgrupachpo 1,1, 2,3,5,8,5,3,2,1, 1.

Liczby Fibonacciego mozna takze odkry¢ w stosowanych przez tego kompozytora
modelach interwatow, ztozonych z 2, 3, 51 13 péitonow.

Takze w kompozycjach Debussy’ego odnajdziemy zgodnos¢ z ciggiem Fibonacciego,
na przyktad introdukcja do ,,Dialogue du vent et 1a mer” ztozona jest z 55 taktow podzielonych
na sekcje zawierajace 21, 8, 8, 5 i 13 taktow. ,,Zloty takt” — trzydziesty czwarty — jest
zaznaczony eksplozja puzonow.

Jak wida¢, takze 1 muzyka nie oparta si¢ urokowi ztotej proporcji, ktora odnajdujemy
rowniez w utworach wspotczesnych. Przytocze teraz przyktad wspominanego juz w tej pracy
»Kanonu D — dur” Pachelbela. Fragment jego konstrukcji rytmicznej wyglada tak:

D=1
ddd b pe o 1D

L - - L - L —_
5

1 1 2 3 8 13

Nie mozna nie zauwazy¢ zastosowania przez kompozytora liczb Fibonacciego. Podobne
sekwencje odnajdujemy rowniez we wspotczesnych utworach, ktore dzieki temu zabiegowi sg

1 http://www.matematyka.wroc.pl/ciekawieomatematyce/mozart-i-matematyka
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w brzmieniu tudzaco podobne do ,,Kanonu D — dur”, na przyktad: Bob Marley —,,WWomen no
cry”, The Beatles — ,,Let it be”, U2 —,,With or without you” i wiele innych.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze ztota proporcja dostarcza wielu narzedzi do
tworzenia muzyki, wiclokrotnie w historii uznawanej za kanony pigkna.
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6. Muzyczne famigléwki 1 kryptogramy

Kryptogram to zaszyfrowana wiadomos¢, ktora da si¢ odczytaé tylko za pomoca klucza.
Moze on by¢ ukryty w tekscie lub mieszaninie liczb i liter. Kryptogram muzyczny jest utworem,
ktory umozliwia rozszyfrowanie tekstu poprzez nazwanie styszanych nut. Zajmowato si¢ tym
wielu kompozytoréw, zwlaszcza renesansowych, poniewaz zagadki muzyczne byty wowczas
popularng forma rozrywki. Nazywano je ,,sztuczkami niderlandzkimi”, gdyz czgsto pojawiaty
si¢ w tworczosci muzykow z tego regionu. Niejednokrotnie polegaty one na tym, ze np. klucz
zapisywano w postaci znaku zapytania, co powodowato, ze utwér mozna byto odczytaé na kilka
sposobow. Ciekawa rozrywke wymyslili kompozytorzy osiemnastowieczni mi¢dzy innymi
Haydn czy Mozart. Okreslali swoje tamigtoéwki mianem Musikalisches Wiirfelspiel. Tworcy
pisali po 11 wersji kolejnych taktow kompozycji. Gra polegata na tym, zeby rzucajac ko§émi,
losowa¢ kolejne takty kompozycji i w ten sposob tworzy¢é nowa. Oczywiscie ciekawscy
matematycy zauwaza natychmiast, ze takty o numerach 7 beda wypadac czgdciej niz np.
o numerze 12 (o czym méwi nam rachunek prawdopodobienstwa).!2

Najstynniejszym motywem melodycznym opartym na kryptogramie jest z calg
pewno$cig B-A—C—H. Uzyto w nim niemieckiego nazewnictwa h obnizone bemolem daje B,
ato A, cto Cihto H. Na przyktad w sekwencji z ,,Kwartetu smyczkowego op. 28” Antona
Weberna zostaja wybrane cztery nuty — BACH — i s3 stosowane dwa przeksztalcenia
geometryczne, aby z tej grupy uzyskaé pozostate osiem nut.*3

PrzejdZzmy teraz na grunt muzyki wspotczesnej. O Rudreshu Mahanthappym styszeli
dotad chyba tylko fani jazzu. Do czasu gdy recenzja jego ostatniej plyty pod
tytutem Codebook ukazata si¢ nie w czasopiSmie muzycznym lecz w miesigczniku
"Science" (jest to czasopismo z dziedziny nauk $cistych i przyrodniczych). Powodem stata sig
matematyczna inspiracja utworow z tej ptyty.

Wszystkie kompozycje z tego albumu powstaly z wykorzystaniem szyfrow i regut
matematycznych. | tak:

v' Utwor ,, The Decider” ma strukture opartg na ciggu Fibonacciego. Kolejne liczby ciggu
to kolejne dzwigki 12-stopniowej skali wykorzystanej w tym utworze.

v Do skomponowania utworu ,,Further and In Between” wykorzystano specyficzng ceche
liczby 142857. Posiada ona t¢ wlasno$¢, ze pomnozona przez 2, 3, 4, 5 lub 6 daje wynik
bedacy permutacjg jej cyfr (np. 142857-2 = 285714, 142857-3 = 428571 i tak dalej).
Kolejne cyfry tej liczby to numery kolejnych pottonow.

v' W utworze ,,Play It Again Sam”, perkusista na poczatku utworu wystukuje swoje imi¢
alfabetem Morse'a, kropki zastepujac krotkimi, a kreski dtugimi dzwigkami. To samo
w zakonczeniu czynig pozostali cztonkowie kwartetu.

v Wywodzacy sie z tradycji zydowskiej prosty szyfr podstawieniowy ,,Atbasz”
wykorzystano w utworze ,,Frontburner”. Athasz polega na odwroceniu kolejnosci liter
w alfabecie 1 wzajemnym zastapieniu ich w tekscie (np. A=Z, B=Y itd.). Zasada ta
zakodowana jest w nazwie szyfru A-T, B-SZ, gdyz w alfabet hebrajski zaczyna si¢ od
A, B, akonczyna T, SZ.

12 http://meakultura.pl/artykul/matematyka-muzyki-muzyka-matematyki-873
13 ). Arbones, P. Milrud. Harmonia tkwi w liczbach. Muzyka i matematyka. BUKA Books Stawomir Chojnacki
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Czytelnikom, ktorzy dotarli do konca tej pracy, dedykuje kryptogram muzyczny mojego
autorstwa. Dla ulatwienia, podam kod do odgadnigcia szyfru, aby bylo to zadanie mniej
absorbujace niz zlamanie kodu Enigmy. Zyczac dobrej zabawy, zapraszam do rozwigzania
zagadki.

=4

.
Il
L 101
=

litera Dzwick

NIS I CZ|R|«|—|OmOI>
o

spacja | Kreska taktowa/pauza
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Zakonczenie

Muzyka jest jednym z gtownych srodkow wyrazow na przestrzeni historii ludzkosci,
natomiast matematyka bada to zjawisko. Jej odkrycia rzucajg $wiatlo na wiele aspektow
muzyki — zwigzki miedzy dzwickami w interwatach, zjawisko rezonansu, geometryczne
struktury melodii, zabawy muzyczne. Ten, kto rozumie matematyke, do emocji ptyngcych ze
stuchania muzyki moze doda¢ jeszcze przyjemnos¢ z odkrywania jej matematycznych
sktadnikow. Trzeba jednak podkresli¢, ze matematyka nie warunkuje muzyki, lecz dostarcza
wielu narzedzi do jej tworzenia. Czy mozna zatem pokusi¢ si¢ o napisanie algorytmu
kompozycji lub wzoru arcydzieta? Niestety, w gre wchodza tutaj emocje, inspiracja, czy tez
wrazliwos¢. To one decyduja o ksztalcie muzyki. Czy matematyka ulega wiec nieskonczonej
wyobrazni kompozytora? Odpowiedz na to pytanie pozostawiam Czytelnikowi... Cho¢
przeciez nieskonczono$¢ jest pojeciem matematycznym.
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