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Streszczenie

Sprouts to gra wymyslona w latach szesédziesiatych XX wieku przez J. Con-
waya oraz M. Patersona na University of Cambridge. Chcieli oni stworzy¢ gre,
ktora ma jak najprostsze zasady i jednoczesnie jest bardzo trudna w anali-
zie. Celem mojej pracy jest udowodnienie podstawowych faktow, pokazanie,
na czym polega ztozonos¢ tej gry oraz przedstawienie niezbednych podstaw
matematycznych i algorytmicznych, ktére maja zacheci¢ do proby stworzenia
wlasnej implementacji gry na systemy komputerowe.



Stownik

Stownik zawiera uzyte w dalszej czesci pojecia wykraczajace poza zakres matematyki
szkolnej, ktérych wprowadzenie jest kluczowe dla zrozumienia catosci.

Graf — zbiér wierzchotkéw potaczonych krawedziami w dany sposob.

Graf planarny — graf, ktéry mozna przedstawi¢ na plaszczyznie w taki sposéb, ze
jego krawedzie sie nie przecinaja.

Graf spdjny — taki graf, ze wszystkie wierzchotki taczy ciag krawedzi (zaden nie
jest odseparowany).

Stopien wierzchotka — liczba krawedzi, ktére wychodza z danego wierzchotka
grafu.

Cykl - taki ciag krawedzi, ze jego koniec jest identyczny z poczatkiem.

Algorytm przeszukiwania wszerz — takie przechodzenie przez graf od zadanego
wierzchotka, ze wierzchotki lezace blizej (pod wzgledem liczby krawedzi do
przejscia) zostana odwiedzone wezesniej.

Funkcja Catmulla-Roma — specjalny przypadek funkcji sklejanej (splajnu), co
znaczy, w uproszczeniu, funkcji okreslonej przedziatami w taki sposob, ze
kazdy przedziat jest funkcja wielomianowa wzglednie niskiego stopnia. Jest
czesto wykorzystywana w grafice komputerowej, dlatego tez dla wigkszosci
nowoczesnych jezykéw programowania istnieja biblioteki ja implementujace.

1 Zasady

Gre zaczyna sie od n kropek. Kazdy ruch polega na narysowaniu linii lgczacej
dwie kropki (mozliwa jest tez petelka na jednej kropce) oraz kolejnej kropki na
tej linii. Linia nie moze przecinaé¢ innej linii oraz z kazdej kropki moga wychodzié¢
co najwyzej trzy linie (petelka liczy sie jako dwie). Gracz, ktéry nie moze wykonaé
ruchu, przegrywa.

2 Liczba ruchéw

Okredlmy, ile maksymalnie ruchéw mozna wykona¢ w trakcie jednej gry, zaczynajac
od n kropek. Liczbe ruchéw w grze oznaczmy jako m.

Kazda kropka na poczatku ma trzy Zycia, to znaczy, ze mozna do niej podtaczy¢
trzy linie. W kazdym ruchu zabieramy dwa zycia, ale powstaje jedno nowe, czyli
kazdy ruch kosztuje doktadnie jedno zycie. Po ostatnim ruchu gry zostaje nam
3n —m zy¢. Wiemy, ze

n—m>1
poniewaz w ostatnim ruchu tworzymy jedno zycie, dodajac kropke. Z tej nieréwnosci

mozemy juz wyprowadzi¢
m<3n—1 (1)



Czy istnieje w takim razie dolny limit liczby ruchéw? Okazuje sie, ze tak, jednak
zanim go znajdziemy, musimy zdefiniowaé jeszcze trzy pojecia (nazwy zaczerpnatem
od R. Focardiego [1]).

sasiad - kropka, ktora mozna potaczy¢ z dang kropka bez przecinania innych linii
(to znaczy zachowujac planarnoscé),

ocalency — kropki, ktore po ostatnim ruchu maja jeszcze jedno zycie,
faryzeusze — kropki, ktore po ostatnim ruchu nie sasiaduja z zadnymi ocalencami.

Oznaczmy teraz liczbe ocalenicow jako o, liczbe martwych sasiadow ocalencéw
jako s oraz liczbe faryzeuszy jako f. Wiemy, ze

o=3n—m

Kazdy ocaleniec ma doktadnie dwoch martwych sasiadéw, przy czym zadna martwa
kropka nie moze mie¢ dwoch ocalatych sgsiadéw, inaczej mozna by bylo wykonac
ruch i gra nie bylaby skonczona. Z tego powodu mamy

s=20=2(3n—m)

Ponadto oczywistym jest, ze
f=0

Catkowita liczba kropek na koncu gry jest réwna

m+n=o+s+f
m+n>3n—m+2(3n—m)
m-+n>8n—4m
m > 2n (2)

Na podstawie (1) oraz (2) mozemy sformutowaé nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Dia n poczgtkowych kropek, liczba ruchow m w kazdej grze Sprouts
spetnia nieréuwnosé 2n < m < 3n — 1.

3 Analiza gry dla dwéch kropek

Mogtloby sie wydawacé, ze analiza gry dla dwoch kropek jest raczej trywialna, zwtasz-
cza, ze gra musi si¢ skoniczy¢ w 4 lub 5 ruchach, ale okazuje sie, ze rozpatrzenie
wszystkich przypadkéw jest raczej czasochtonne.

Po narysowaniu catego drzewka mozliwosci (patrz: Rysunek 1) dochodzimy do
dosy¢ ciekawych wnioskéw. Gracz, ktory zaczyna pierwszy, ma 14 mozliwosci wy-
granych, a gracz drugi tylko 5. Jednak to drugi gracz jest na zwycieskiej pozycji i,
jesli tylko zapamieta cate drzewko mozliwosci, ma pewnos¢ wygranej niezaleznie od
ruchéw pierwszego gracza.
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Rysunek 1: Analiza gry dla n = 2. Zrédlo:

4 Analiza gry dla wiekszej iloSci kropek

Analiza gry dla n = 2 nie jest czyms$ trywialnie prostym, ale zdecydowanie moz-
liwym do wykonania. Gdzie w takim razie lezy obecnie granica w mozliwosciach
analitycznych Sprouts?

W wyniku zaktadu miedzy J. Conwayem a D. Mollisonem, ten drugi, w ciagu
miesigca, tworzyl 47-stronicows analize gry sze$ciokropkowej. Powstaly tez oczy-
wiscie analizy dla gier n = 3,4,5. Jak pokazuje Tabela 1, za kazdym razem dla
ktoregos z graczy istniata strategia wygrywajaca.

n 112 (3]4|5]6
gracz A VIV
gracz B | v | V v

Tabela 1: Istnienie strategii wygrywajacej dla gracza w n-kropkowej grze.
Hipoteza 1 (Sprouts Conjecture). Istnieje strategia wygrywajgca dla pierwszego

gracza wtedy i tylko wtedy, gdy liczba poczgtkowych kropek n przystaje do 3, 4 lub 5
modulo 6. W przeciwnym razie istnieje strategia wygrywajgca dla drugiego gracza.
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W latach dziewigédziesiatych potwierdzono komputerowo [2] te hipoteze dla
n < 11, a nast¢pnie coraz wigksze n bylty uzupekliane przez otwarte oprogramo-
wanie GLOP, aktualnie az do n = 44.

Mozna zauwazy¢, ze mimo pewnej popularnosci tej gry w formie ,,papierowej”,
jedyne istniejace aplikacje umozliwiajace granie w Sprouts sa bardzo niedopraco-
wanymi projektami, ktérym brakuje podstaw matematycznych do wizualizacji roz-
grywki. Nie istnieje rowniez zaden silnik umozliwiajacy zagranie idealnej gry dla
chociazby niezbyt wielkiej liczby kropek. Jak pokazemy w kolejnej sekcji, ten drugi
problem jest skutkiem wyktadniczo wzrastajacej ztozonosci obliczeniowej oraz trud-
nosci interpretowania wynikow.

5 Reprezentacja rozgrywki

Kazda rozgrywka moze by¢ reprezentowana na trzy powigzane ze sobg sposoby: jako
graf, jako ciagg znakéw lub w postaci kanonicznej. Sposéb reprezentacji zaadaptuje
z wezedniejszych prac: [2] oraz [3].

5.1 Postaé¢ grafowa

Kazda pozycja w grze jest grafem planarnym, ktérego wierzchotki nie mogg miec
stopnia wigkszego od 3. Cykle w grafie dzielg go na sktadowe, ktore nazwiemy
regionami. Kazdy region zawiera co najmniej jedna granice, czyli po prostu spojny
podgraf. Na przyktadzie rysunku 2 mamy trzy regiony oznaczone duzymi literami.
W regionie A mamy trzy granice, w B mamy dwie granice, a w C' tylko jedna.
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Rysunek 2: Przyktad gry sze$ciokropkowej po 4 ruchach

5.2 Postaé¢ tekstowa

Niech kazda kropka (wierzchotek) bedzie oznaczona literami od A do Z. Kazda
granica jest ciagiem takich liter (w odpowiedniej kolejnosci oraz w taki sposéb, aby
po $ciezce wrécié do pierwszego wierzchotka nie powtarzajac go). Kazdy region
jest zbiorem granic oddzielonych przecinkiem, a pozycja gry jest zbiorem regionéw
oddzielonych znakiem srednika.
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Rysunek 3: Przyktad gry sze$ciokropkowej z widoczna kolejnoscia ruchow

Stan gry zilustrowany na rysunku 3 mozna opisa¢ w nastepujacy sposéb:
AH,B,DICGCI;DICGCI,EJFJ;AH;

Przetworzenie postaci tekstowej na posta¢ kanoniczng polega na zastosowaniu
ciggu optymalizacji, takich jak uogoélnienie nieuzytych jeszcze kropek do jednej li-
tery, usuniecie martwych regionéw i inne, ktére sa niezwykle istotne dla tworzenia
dobrych strategii gry i komputerowej analizy, jednak nie bedziemy si¢ tym zajmowac.
Przyktady takich analiz mozna znalezé w sekcji Literatura pod [1, 4, 5].

5.3 Liczba mozliwych otwar¢

Rozréznijmy najpierw dwa typy ruchéw: wigzace i niewigzace!. Ruchy wigzace to
te, ktore tacza dwie kropki roznych granic w zakresie jednego regionu, a niewigzace
to takie, ktore tacza kropki w obrebie jednej granicy.
Majac gre o poczatkowych n kropkach jako pierwszy ruch mozemy wykonaé
5) = "("T_l ruchow wigzacych dwie kropki oraz n ruchéw niewigzacych, z kto-
rych kazdy moze okala¢ dowolny podzbiér n — 1 kropek. Tak wiec liczba ruchéw
otwierajacych dla gry n-kropkowej jest dana wzorem
On:”(”2_1)+n~2"1 (3)
Juz wzrost samych ruchéw otwierajacych jest wyktadniczy (dla n = 15 prze-
kracza 200 milionéw) nie méwiac o skonczeniu gry (znéw dla n = 15 od 30 do 44
ruchow). Wiele z tych ruchéw jest topologicznie jednakowych, co znaczy, ze mozna
je rozpatrywac¢ jako jedng i te sama rozgrywke. Znacznie zmniejsza to liczbe ru-
chéw otwierajacych, lecz rozpatrzenie wszystkich moZliwych scenariuszy gry nadal
ma wyktadniczg ztozonosé¢ obliczeniows.

6 Wizualizacja

Odpowiedz na pytanie, jak mozna stworzy¢ grywalna aplikacje Sprouts niestety nie
jest prosta z matematycznego punktu widzenia. Jednak, jak pokazatl C. Browne

!Cameron Browne nazwal je w swojej pracy [3] odpowiednio Double-Boundary oraz Single-
Boundary Moves.



[3], technika, ktéra moze w tym pomoc, jest triangulacja Delone, czyli, w tym przy-
padku, podziat ptaszczyzny na takie tréjkaty, ze kazde dwa z nich maja wspolny bok
lub w ogdle nie majg zadnego punktu wspélnego oraz we wnetrzu okregu opisanego
na dowolnym z tych tréjkatéw nie ma wierzchotkow.

Powiazany z triangulacja Delone jest diagram Woronoja, to znaczy taki podziat
plaszczyzny zawierajacej n zaznaczonych punktéw na komoérki (obszary), ze kazda
komoérka zawiera jeden zaznaczony punkt oraz takie punkty ptaszczyzny, ktore sa
potozone blizej tego zaznaczonego punktu, niz ktéregokolwiek innego z pozostatych
n—1 zaznaczonych punktéw. Srodki okregéw opisanych na tréjkatach w triangulacji
Delone sa wierzchotkami diagramu Woronoja.

6.1 Ruchy wiagzace
Wizualizacja ruchu wiazacego przebiega nastepujaco.

1. Znajdujemy najmniejszy zbior trojkatow, ktore tacza dane dwie kropki. Mozna
tego tatwo dokonac poprzez algorytm wyszukiwania wszerz.

2. Rysujemy krzywa taczaca te kropki. Jest to zdecydowanie najtrudniejsza czes¢
procesu, dlatego postuze si¢ tylko sugestia wcze$niej wymienionego tworcy tego
algorytmu, aby uzy¢ funkcji sklejanej Catmulla-Roma.

3. Dodajemy nowy wierzcholtek na $rodku krzywej (jego polozenie nie ma zna-
czenia dla dalszej rozgrywki).

6.2 Ruchy niewiazace

Wizualizacja ruchu niewiazacego, ktéry tworzy krzywa zamknietg od punktu A wo-
kot k punktéw By, ..., By przebiega nastepujaco.

1. Zaznaczamy wszystkie krawedzie komoérek, w ktoérych znajdujg sie punkty
By, ..., By w diagramie Woronoja oraz takie krawedzie, aby stworzy¢ spojna
tamanag.

2. Bierzemy punkt A oraz srodki wszystkich bokéw tréjkatéw, z ktérymi to bo-
kami powyzej opisana famana ma punkty wspolne. Te punkty beda punktami,
do ktorych dopasowana bedzie wspomniana w poprzedniej sekcji funkcja skle-
jana Catmulla-Roma.

Po kazdym ruchu nalezy oczywiscie od nowa obliczy¢ diagram Woronoja i trian-
gulacje Delone dla wszystkich punktéw.

7 Podsumowanie

Gra Sprouts jest bardzo trudna w analizie gra, do ktorej, z pokazanych wczesniej
powodow, stworzenie silnika, nawet opartego na technologiach sztucznej inteligen-
cji, moze okazaé si¢ zadaniem niemozliwym w najblizszych latach. Jednakze nawet



w ostatnim czasie pojawito si¢ kilka nowych metod i optymalizacji, ktére dajg na-
dzieje na sukces w tej dziedzinie.

Licze, ze moja praca chociaz troche przyczyni sie do popularyzacji tak ciekawej
z matematycznego punktu widzenia gry, a moze nawet zacheci kogo$ do stworzenia
wtlasnej implementacji, ktora bedzie umozliwia¢ swobodne granie i opracowywanie
nowych strategii.
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