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1. Co to jest trojkat ?

Tréjkat moze wydawac sie nieciekawg figurg. Oczywiscie jest to
nieprawda, przeciwnie — trojkaty byty badane przez matematykow od
czasow starozytnych i sg wedtug mnie jednymi z najciekawszych figur
geometrycznych. Pewnie kazdy wie, ze suma katow wewnetrznych w
trojkgcie jest rowna 180° ale trojkaty kryjg wiele tajemnic i innych ciekawych
wiasciwosci. W tej pracy postaram sie to udowodnié. Zacznijmy jednak od
poczatku. Czym zatem jest trojkat ? Trojkat to figura wypukta posiadajgca
trzy boki, trzy katy i trzy wierzchotki. Czym jest jednak figura wypukta ? Jest
to taka figura, ktéra spetnia nastepujgcy warunek: kazdy odcinek o koncach
nalezgcych do tej figury zawiera sie w tej figurze. Jesli ten warunek nie
bedzie spetniony figura bedzie nazywana niewypuktg. Na ponizszym
rysunku (rys. 1) przedstawione sg dwie figury — tréjkat (figura wypukia) i inny
wielokat (figura niewypukita). Aby to, ze tréjkat jest figurg wypukia byto
dobrze widoczne narysowatam na nim odcinek |AB|. Miesci sie on w catosci
w trojkgcie wiec pokazuje to, ze jest on wypukty. Kazdy odcinek o koricach
lezgcych w trojkgcie zmiesci sie w nim w catosci tak jak odcinek |AB|. Obok
trojkata narysowana jest figura niewypukta. Mozna to tatwo poznacé po
przyktadowym odcinku |CD|, ktéry ma oba konce w figurze, jednak nie lezy
w niej w catosci.

Rys. 1



Skoro wiadomo juz czym sg trojkagty, mozna zaczg¢ wyrézniac
sposréd trojkgtéw rézne ich rodzaje. Trojkaty mozna podzieli¢ na dwa
sposoby — ze wzgledu na ich boki i ze wzgledu na ich katy, np. trojkat
ostrokatny, rownoramienny, trojkat rozwartokatny, rownoboczny. W tabeli
ponizej (rys. 2) przedstawiony zostat podziat trojkgtéw ze wzgledu na katy
oraz boki. Pod tabelg znajdujg sie rysunki poszczegdlnych trojkgtéw (rys. 3).

PODZIAL. ZE WZGLEDU NA KATY

PODZIAL. ZE WZGLEDU NA BOKI

ostre.

Tréikat ostrokatn Ma wszystkie katy Trojkat Ma wszystkie boki
)<q amny ostre. rownoboczny rownej dtugosci.
Tréikat prostokatn Ma jeden kat prosty Tréjkat Ma dwa boki rownej
Jkatp amny i dwa ostre. rownoramienny dtugosci.
” Ma jeden kat , .
Ulre rozwarty i dwa | Trojkgt roznoboczny ME,‘ W sgystk|e .bc.)kl
rozwartokatny roznej dtugosci.
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2. Podstawowa wielkos¢ w
trojkacie — powierzchnia.

W tréjkgcie mozna wyznaczy¢ kilka waznych, podstawowych
wielkosci. Jedng z najwazniejszych z nich jest oczywiscie jego pole
powierzchni. Pole powierzchni najtatwiej obliczymy znajgc dtugosc¢ jednego
z bokdéw oraz jego wysokos¢ liczong wzgledem tego wtasnie boku. Czym
zatem jest wysoko$¢ trojkata ? WysokosSc trojkata to odcinek miedzy jego
wierzchotkiem a przeciwlegtym bokiem lub jego przedtuzeniem i prostopadty
do tego boku. Jak juz wiadomo kazdy tréjkat ma trzy wierzchotki i trzy boki,
wiec bedzie miat rowniez trzy wysokos$ci. Sg one zaznaczone na rysunku
ponizej (rys. 4) i oznaczone jako h1, hz2i hs.

hs

Aby obliczy¢ pole trojkgta mozna uzyc¢ kilku wzorow. Najpopularniejszym z
nich jest wkasnie wzor z uzyciem wysokosci trojkata (rys. 5). Trzeba jednak
uwazac, ktéry bok i ktorg wysokosc¢ wykorzystamy w obliczeniach. Najlepiej
jeden z bokdéw przyjac za tzw. podstawe trojkata i wzgledem tej podstawy
obliczy¢ wysokosc trojkata. Wzér na pole powierzchni wyglagda nastepujgco:



Rys. 5

gdzie:
— P to obliczane pole powierzchni trojkata;
— a to jeden z bokéw tréjkata, ktéry nazwiemy sobie jego podstawa;

— h to wysokos$¢ opadajgca na podstawe a.

Mozna bardzo tatwo udowodni¢ poprawnos¢ tego wzoru w sposéb graficzny,
w zaledwie trzech krokach:

1 - na poczatku nalezy narysowac sobie przyktadowy trojkgt o podstawie a i
wysokosSci h (rys. 6):

Rys. 6



2 - nastepnie trzeba dorysowac identyczny trojkat tak, aby oba tworzyty
razem rownolegtobok i wyznaczy¢ odcinek pomiedzy jego dwoma
réwnolegtymi bokami. Odcinek ten musi by¢ prostopadty do tych bokéw. Od
razu mozna zauwazyc, ze jest on rowny wysokosci naszego trojkata (rys. 7):

-

Rys. 7

3 - nastepnie trzeba przecig¢ figure wzdtuz dorysowanego odcinka i
zamieni¢ miejscami dwie powstate figury (rys. 8). Wtedy uzyskamy
prostokat. Pole prostokgta mozna obliczyé mnozac przez siebie dtugosci
jego bokdw.

™

a

Rys. 8

Skoro z dwdch identycznych co do powierzchni trojkgtéw utworzylismy
prostokat, ktérego jeden bok jest podstawg naszego tréjkata a, a drugi jego
wysokoscig h to pole jednego trojkata jest potowg pola powierzchni
powstatego prostokata. Obliczajgc pole powierzchni trojkata trzeba
pomnozy¢ wysokosc¢ przez podstawe i podzieli¢ przez 2.

A zatem wzor zostat udowodniony !



Kolejnym wzorem na obliczenie pole powierzchni trojkata jest wzér z
uzyciem sinusa. Wyglada on nastepujgco:

_absina
2
gdzie:
— P to pole trojkata;
— a, b to dwa boki tréjkata, z ktdrych bok b przyjmiemy za podstawe;
— a to kgt pomiedzy bokami b i a.

Rys. 9

Udowodnijmy zatem poprawno$¢ tego wzoru.

Najpierw wyznaczmy wartos¢ sinusa kata a:

sina =

stad:

h=asina
Podstawmy teraz warto$¢ h do znanego nam juz wzoru:

_bh_absina
2 2

A zatem wzor jest poprawny !



Kolejnym wzorem na pole powierzchni trojkata jest wzor Herona.
Najpierw jednak kilka stow o samym Heronie (rys. 10). Ten grecki
matematyk pochodzit z Aleksandrii i zyt w | w. n. e.. Oprocz matematyki
zajmowat sie rowniez fizykg i mechanikg. Byt tez zastuzonym wynalazcg i
konstruktorem. Do jednego z jego najstynniejszych wynalazkéw nalezy tzw.
bania Herona. Jemu jest tez przypisane Twierdzenie Herona dotyczgce
odbicia promieni Swiatta.

Przejdzmy teraz to jednego z najwiekszych osiggniec tego matematyka czyli
wzoru na pole trojkgta. Wyglagda on nastepujgco:

P=\pp-a@-b){P-0

gdzie:
— P to pole powierzchni trojkata;

—a, b, ¢ to dtugosci bokdw trojkata;

a+b+c
).

— p to potowa dtugosci obwodu trojkata (p = >

Zamierzam teraz, tak jak robitam to z poprzednimi wzorami,
udowodni¢ wzor Herona. Przyda sie do tego rysunek (rys. 11), wzor sinuséw
na pole tréjkata, twierdzenie cosinusow oraz tzw. jedynka trygonometryczna.
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Rys. 11

Jak juz wiemy, pole P trojkata jest rowne:

_ bc sin a
2

Aby obliczy¢ cos a mozemy wykorzystac tzw. twierdzenie cosinuséw:
a? = b%+ c? —2bccosa

A zatem:
b? + c? — a?
2bc

b? + ¢ — q2\°
cos’aq=|——
( 2bc )

cosa =

Wykorzystajmy tzw. jedynke trygonometryczng:

sina+cos?a=1



Mozemy zatem obliczyc¢:

b? + 2 — a?\*
sin2a=1—c052a=1—<2—bc>
_(4 b? + c? — a? 1+b2+cz—a2
B 2bc 2bc

B 2bc — b? — c? + a?\ (2bc + b? + c? — a?
B 2bc 2bc

(@ ==\ ((b+c)—a’

B 2bc 2bc

_(a+b—c)(a—b+c) b+c+a)b+c—a)
B 2bc . 2bc

Skoro przyjmujemy, ze p to potowa obwodu trojkata to:
a+b—c=2p—2c, a—b+c=2p—2b
a+b+c=2p, b+c—a=2p—2b

A zatem:
o, _2(p—c)-2(p—b) 2p-20—a) 4p(p—-a)(p—-b)(p—c)
St = 2bc 2bc B b?c?
_2yp(p—a)p-b)(p —c)
sina = be

Mozemy wiec obliczy¢ pole tréjkata korzystajgc ze wzoru z sinusem:

P bcsina ch\/p(p —a)(p—b)(p —c)
B 2 B 2bc

P=pp-a)p-b)p-rc

Udowodnilismy wtasnie wzor Herona, zatem jest on poprawny !
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3. Gdzie tréjkat ma srodek ?

W kazdym tréjkgcie mozna wyznaczy¢ kilka roznych ,srodkow”.
Zaczne od najwazniejszego — barycentrum, czyli Srodka geometrycznego
trojkata. Czasem btednie okresla sie go jako srodek masy lub srodek
ciezkosci trojkata. Barycentrum to punkt przeciecia sie srodkowych trojkata.
Punkt ten dzieli kazdg z nich w stosunku 2:1 liczgc od wierzchotka. Czym
jest srodkowa ? Jest to odcinek pomiedzy wierzchotkiem trojkgta a sSrodkiem
przeciwlegtego boku. Tak jak w przypadku wysokosci, sSrodkowych w
trojkgcie sg zawsze trzy. Na rysunku ponizej (rys. 12) Srodkowe zostaty
zaznaczone jako dy, d2 i ds.

Rys. 12

Wopatrzmy sie uwazniej w powyzszy rysunek i dojdziemy rowniez do
wniosku, ze kazda ze srodkowych dzieli tréjkgt na dwie czesci o rownych
polach powierzchni. Dtugosci srodkowych tatwo jest obliczyé korzystajac z
powyzszej wtasciwosci oraz wzoru Herona. Np. dtugosc srodkowej d4
opadajgcej na bok ¢ wynosi:

1
d, = E\/Z(a2 + b2) — 2
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Drugim waznym ,srodkiem” czyli centrum trojkata jest ortocentrum.
Jest to punkt przeciecia sie wysokosci, lub ich przedtuzen (rys. 13).

h:

Rys. 13

Drugi czton nazwy ortocentrum — centrum wskazuje na to, ze punkt ten lezy
w Srodku trojkata. Ale wcale tak nie musi by¢. W trojkacie rozwartokgtnym
ortocentrum (punkt O) lezy poza trojkgtem (rys. 14).

Rys. 14
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W trojkgcie prostokagtnym ortocentrum zawsze bedzie lezato idealnie na
wierzchotku kata prostego (rys. 15).

Rys. 15

4. Trojkaty i okregi.

Rozpatrujgc rozne ciekawe wiasciwosci trojkgtow nie mozna pomingc¢
sposobow konstrukcji okregdbw wpisanych oraz opisanych na trojkgcie. Aby
wyznaczyC srodek okregu wpisanego w trojkat nalezy uzy¢
dwusiecznych, czyli pétprostych majgcych poczatek na wierzchotkach
trojkgta i dzielgcych katy wierzchotkowe na dwa katy o réwnych miarach. Na
rysunku ponizej (rys. 16) dwusieczne to niebieskie potproste zaznaczone
przerywang linig. Przecinajg sie one w jednym punkcie, ktdéry jest wtasnie
Srodkiem okregu wpisanego w trojkat. Taki okreg ma z kazdym bokiem
trojkata tylko jeden punkt wspdlny, tzw. punkt styczno$ci.
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I
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7
7
7

Znajgc dtugosci bokow tréjkat mozemy obliczy¢ dlugos¢ promienia okregu
wpisanego w ten trojkat. Wzor na promien okregu r jest nastepujgcy:

. (p—a)(p—-b)(p—c)
p
gdzie:
— r to promienh okregu;

—a, b, ¢ to boki trojkata;

a+b+c

— p to potowa obwodu tréjkata, czyli p =

Znajgc juz dtugos¢ promienia okregu wpisanego mozemy takze obliczy¢
pole trojkata korzystajgc ze wzoru:

_r-(a+b+o)
B 2
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Zamierzam udowodni¢ ten wzér. Jak to w geometrii, przyda sie bardzo do
tego rysunek pomocniczy (rys. 17).

Jak widac¢ duzy tréjkat z okregiem wpisanym o promieniu r podzielitam na
trzy mate tréjkaty o podstawach rownych bokom duzego tréjkata — a, b, c.
Wysokos¢ kazdego matego trojkagta opadajgca na podstawe, ktora jest
jednoczesnie bokiem duzego trojkata jest rowna r. Skoro pole trojkata jest
réwne iloczynowi jego wysokosci i podstawy podzielonemu przez 2, a duzy
trojkat sktada sie z trzech mniejszych, to pole duzego tréjkata jest rowne:

ar+br+cr
22 2

Po uproszczeniu, pole tréjkata P bedzie rowne:

r-(a+b+c
P:(z>

A zatem wszystko sie zgadza, wzor jest prawdziwy !
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Skoro poznalismy juz okregi wpisane w trojkat to nadszedt czas na
okregi opisane na trojkgcie. Do wyznaczenia srodka okregu opisanego na
tréjkacie nie przyda sie nam juz dwusieczna lecz inny element
geometryczny — symetralna. Jest to prosta prostopadta do boku i
przechodzgca przez jego srodek czyli dzielgca bok na dwie rowne czesci.
Skoro tréjkat ma trzy boki, to ma réwniez trzy symetralne. Symetralne
przecinajg sie w jednym punkcie bedgcym srodkiem okregu opisanego na
trojkgcie (rys. 18). Taki okreg ma z trojkatem trzy punkty wspdlne — sg nimi
wierzchotki trojkata.

Rys. 18

Na rysunku tym pokazuje rownoczesnie okregi wpisane i opisane na
trojkgcie. Dlugos¢ promienia okregu opisanego na trojkgcie mozna obliczy¢
korzystajgc z nastepujgcego wzoru:

abc
4rp

gdzie:
— r to promien okregu wpisanego w trojkat;

— R to promien okregu opisanego na tréjkacie;

a+b+c

— p to potowa obwodu tréjkata, czyli p =

16



Okreg opisany na trojkgcie réwniez ma swoje zastosowanie. Przydaje sie w
obliczaniu pola powierzchni trojkata. Istnieje bowiem wzor na pole trojkata z
uzyciem wiasnie dtugosci promienia okregu opisanego na nim. Wyglada on
nastepujgco:

abc
4R

gdzie:
— P to pole powierzchni tréjkata;
—a, b, c to dlugosci odpowiednich bokow trojkata;

— R to dtugos¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie.

Zamierzam rowniez udowodnic i ten wzor, korzystajgc z twierdzenia
sinusow.

Zgodnie z twierdzeniem sinuséw wiemy, ze w dowolnym trojkgcie stosunek
dtugosci dowolnego boku do sinusa kata lezgcego naprzeciw tego boku jest
staty i rowny dtugosci srednicy okregu opisanego na trojkgcie.

Czyli zgodnie z ponizszym rysunkiem (rys. 19):

Rys. 19
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a b c
—=——=—"=12R
sina sinfi siny

czyli:

sinag = —

Teraz podstawmy to do wzoru z sinusem na pole powierzchni trojkata:

bc sin a

A zatem wzor jest poprawny !

Nalezy jeszcze dodac, ze dla dowolnego trojkata istnieje tylko jeden okreg
wpisany w ten trojkat i tylko jeden okreg opisany na tym trojkgcie.

5. Okrag 9 punktow.

Pomimo, ze moja praca dotyczy tréjkgtow kolejny raz musze splesc¢
trojkaty z okregami a doktadniej z bardzo ciekawym okregiem 9 punktow.
Jest on réwniez nazywany okregiem Feuerbacha. Karl Wilhelm Feuerbach
(rys. 20) byt niemieckim matematykiem. Zajmowat sie gtéwnie geometrig. W

1822 roku podat twierdzenie o okregu dziewieciu punktow, ktore zaraz
doktadniej opisze.

18



Rys. 20

Okrag dziewieciu punktow, jak sama nazwa juz wskazuje, przechodzi przez
9 specjalnych punktow zwigzanych z trojkgtem. Tymi punktami sa:

— $rodki trzech bokow trojkgta (B+, B2, B3);
— spodki trzech wysokosci trojkata (W1, W2, W3);

— trzy $rodki odcinkéw pomiedzy ortocentrum a wierzchotkiem tréjkgta (O+,
02, O3).

Na rysunku ponizej (rys.) okrag dziewieciu punktow zostat zaznaczony
kolorem czerwonym, tak jak tworzgce go punkty.

19



Rys. 20

Pomimo nazwy okregu — okrgg dziewieciu punktow moze on nie miec
ich az tyle. W przypadku tréjkata prostokgtnego okreg dziewieciu punktéw
(zaznaczony na rysunku ponizej czerwonym kolorem) bedzie miat tylko pieé
punktéw (rys. 21) a dlatego, ze piec z dziewieciu punktow bedzie sie ze
sobg pokrywato.

Wi=W:=0:=0:=0;:

Rys. 21
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6. Stynne trojkaty.

Matematycy zajmujgcy sie geometrig nigdy nie pomijali trojkatow,
przeciwnie, wzbudzaty ich szczegdlne zainteresowanie. Doskonatym
przyktadem sg pitagorejczycy — uczniowie Pitagorasa (rys. 22). Pitagoras
jako pierwszy udowodnit twierdzenie dotyczgce trojkgtéw prostokgtnych
nazwane pozniej jego imieniem. Pitagoras zyt okoto 500 lat p.n.e., zatozyt
szkote pitagorejskg w Krotonie, ktérej przyznaje sie wiele zastug w
dziedzinie geometrii.

Rys. 22

Przejdzmy zatem do twierdzenia Pitagorasa. Co ciekawe, wcale nie
on to twierdzenie odkryt. Nie wiadomo kto tak naprawde byt odkrywcag tego
twierdzenia, pewne jest jednak, ze to Pitagoras udowodnit je jako pierwszy.
Twierdzenie Pitagorasa brzmi nastepujgco:

W tréjkgcie prostokgtnym suma kwadratow dtugosci przyprostokgtnych jest
rowna kwadratowi dtugoSci przeciwprostokgtney.
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Geometrycznie (rys. 23) twierdzenie to mozna zinterpretowa¢ w nastepujgcy
Sposob:

Suma pol kwadratow zbudowanych na przyprostokgtnych rowna jest polu
kwadratu zbudowanego na przeciwprostokgtnej trojkgta prostokgtnego.

P.=a? a

P.=b?

Rys. 23

Matematyka ,lubi” dowody wiec udowodni¢ i to twierdzenie. Dowoddw jest
bardzo duzo, ponad 200. Ja wybratam jeden, geometryczny dowod Chou
Pei Suang Ching. Byt zapisany w pewnym chinskim dokumencie ale jest
przypuszczalnym dowodem, ktéry wyprowadzit sam Pitagoras.

Przeprowadze go w kilku krokach:

1 - najpierw nalezy narysowac kwadrat o boku a + b, a w nim 4 identyczne
trojkaty prostokatne /, 11, 1ll, IV o bokach a, b, c. Nalezy je utozyc¢ tak, by
tworzyty dwa identyczne prostokaty o bokach a i b. Jak wida¢, zostaty dwa
wolne pola — kwadrat o boku a i kwadrat o boku b (rys. 24):
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a 2
a . a
v
b
Rys. 24

2 - nastepnie nalezy przesung¢ tréjkagt I maksymalnie w lewo (rys. 25):

Rys. 25
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3 - kolejnym krokiem jest przesuniecie trojkata Il w doét (rys. 26):

Rys. 26

4 - ostatni tréjkat, ktory przesuniemy to trojkat //1. Nalezy go przesung¢ do
prawego, gornego rogu kwadratu (rys. 27):

v |

Rys. 27
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Widzimy wiec, ze powierzchnia duzego kwadratu réwna na poczatku
powierzchni kwadratéw a? + b? oraz czterech takich samych tréjkgtow |/, /1,
I, IV o bokach a, b, ¢ jest po przeksztatceniach rowna powierzchni
kwadratu ¢? i tych samych czterech trojkatow o bokach a, b, c. Zatem
powierzchnia kwadratu c? jest rowna sumie powierzchni kwadratow a? i b?,
co konczy dowaod. Pitagoras miat racje !

Trojkaty spetniajgce twierdzenie Pitagorasa sg nazywane trojkatami
pitagorejskimi. Istnieje jednak szczegolny trojkat pitagorejski — trojkat
egipski (rys. 28). Stosunek jego bokow to 3:4:5. Swojg nazwe zawdziecza
tym, ktorzy sie nim powszechnie postugiwali. Egipcjanie podczas budowy
swoich piramid wykorzystywali go do odmierzania kgta prostego.
Ciekawostkg jest, ze w trojkgcie egipskim dtugosci bokéw i pole powierzchni
sg kolejnymi liczbami naturalnymi (3, 4, 5, 6). Tréjkat egipski jest tréjkgtem
wymiernym (dtugosci bokow i pole powierzchni sg liczbami wymiernymi),
Sredniobocznym (dtugosci bokéw sg kolejnymi liczbami naturalnymi).

Rys. 28

Skoro jestesmy juz przy trojkgtach pitagorejskich to oméwmy jeszcze
trojkat Keplera. Johannes Kepler (rys. 29) byt niemieckim matematykiem,
astronomem i astrologiem. Zyt na przetomie XVI i XVII wieku. Nie tylko
trojkgt Keplera zostat nazwany na czesc tego matematyka. Kolejnym
zjawiskiem nazwanym jego nazwiskiem jest pewna supernowa — Gwiazda
Keplera, jeden z kraterow krater na Ksiezycu, Kosmiczny Teleskop Keplera i
dotyczace ruchu planet prawa Keplera.
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Rys. 29

WréEmy do tematu trojkata Keplera. Jest to szczegolny trojkat
pitagorejski. Dtugosci jego bokdw sg bowiem powigzane ze zfotym
podziatem. Jak wiadomo ztoty podziat to podziat odcinka a na mniejsze
czesci: b (dtuzszy odcinek) oraz ¢ (krotszy odcinek) tak aby:

a b
b ¢
Stownie mozna to ujgc tak:

Cato$c w stosunku do dtuzszego odcinka ma sie tak, jak dtuzszy odcinek do
krotszego.

Niezaleznie od diugosci odcinka a podziat ten zawsze bedzie sie rownat
jednej liczbie oznaczonej ¢ (phi). Jest to liczba nieskonczona. Jest ona
rowniez nazywana ztotg liczbg. W przyblizeniu wynosi 1,618.

Tréjkat Keplera ma boki zwigzane z tg liczbg. Boki tego tréjkata
wynoszg 1, \/¢, . A wigc kwadraty bokdw beda réwne 1, ¢, ¢? (rys. 30).
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3=@2

Rys. 30

Johannes Kepler stworzyt tréjkat z uzyciem dwoch bardzo waznych
elementow matematyki. Sam kiedy$ powiedziat:

Geometria ma dwa wielkie skarby: jednym jest twierdzenie Pitagorasa, a
drugim podziat odcinka w ztoty sposob; pierwszy z nich mozemy porownac
do zfota, a drugi do drogocennego klejnotu.

Szczegdlnym trojkgtem jest réwniez tréjkat rownoboczny gdyz ma
wszystkie boki tej samej dtugosci i wszystkie katy tej samej miary (rys. 31).
Postugujac sie wiasnie twierdzeniem Pitagorasa udowodnie wzor na pole
powierzchni trojkgta rownobocznego:

a*V3
P =
4

gdzie:
- a to dtugos¢ boku trojkata.

Teraz udowodnie ten wzér w oparciu o twierdzenie Pitagorasa i wzor na pole
trojkata P = az—h (gdzie a to podstawa tréjkata, a h to opadajgca na nig
wysokosc¢).
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Rys. 31

Najpierw konieczne bedzie obliczenie wysokosci trojkgta rownobocznego.
Aby to zrobi¢ wykorzystajmy twierdzenie Pitagorasa dla tréjkata
prostokatnego bedgcego potowg naszego tréjkata rwnobocznego:

Teraz pozostaje obliczy¢ h:
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A teraz podstawmy h do wzoru na pole trojkata:

P_ah
)
k]

2

P =
2
P_a2 3
4

Wszystko sie zgadza, wzor jest udowodniony !

Jezeli jestesmy w sSwiecie trojkgtow rownobocznych, przejdzmy
jeszcze do pewnego twierdzenia zwigzanego z takimi trojkgtami. Bedzie to
twierdzenie Napoleona. Pono¢ jego odkrywcg jest sam Napoleon
Bonaparte (rys. 32), ktory byt przeciez przede wszystkim dowddcg
wojskowym i dziataczem politycznym, a nie matematykiem. Nie ma jednak
dowoddw, ze to on odkryt to twierdzenie. Mimo tej niepewnosci twierdzenie
nosi jego imie.
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Twierdzenie Napoleona brzmi nastepujgco:

Ortocentra trojkgtow rownobocznych zbudowanych na bokach dowolnego
trojkgta sg wierzchotkami trojkgta rownobocznego.

Oczywiscie zamierzam udowodnic¢ to twierdzenie. Przyda nam sie do
tego rysunek (rys. 33). Skoro trojkgty narysowane na bokach trojkgta 4ABC
sg rownoboczne to wszystkie ich kgty wewnetrzne sg rowne 60° oraz:

|AM| _|AN| _|CL| V3
|AC| — |AB| |BC| 3

Stad:
AMAN = 5CAZ
Skoro:
|AM]| _ |AN]
|AC|  |AB]|

to tréjkaty AAMN i AACZ sg podobne.

A zatem:

V3
IMN1=|CZP7;

Analogicznie tréjkaty ABLN i ABCZ tez sg podobne, zatem:

Py

ILN| = |CZ] - —

Wiec:
ILN| = |[MN| = |LM|
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A zatem trojkat ALMN jest rownoboczny.

Rys. 33
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Pokaze jeszcze jeden szczegdlny trojkat — trojkat indyjski (rys. 34).
Tak samo jak egipski jest trojkgtem o okreslonych dtugosciach bokéw: 13,
14, 15. Nie jest oczywiscie trojkgtem pitagorejskim jak trojkat egipski ale
réowniez jest trojkgtem wymiernym sredniobocznym.

13

Rys. 34

Na koniec omawiania tych szczegolnych trojkatow przejde do
pewnego niecodziennego trojkgta — trojkgta Penrose’a. Zanim opowiem o
samym tréjkacie, kilka stow o matematyku, ktéremu ta figura zawdziecza
swojg nazwe. Roger Penrose (rys. 35) to zyjgcy do dzis$ brytyjski matematyk
i fizyk. Otrzymat Nagrode Nobla w dziedzinie fizyki. Wraz ze Stephenem
Hawkingiem udowodnit twierdzenie o osobliwosciach w ogoélnej teorii
wzglednosci.
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Rys. 35

Teraz przejde do jego tréjkata. Tréjkat Pernose’a (rys. 36) to figura
niemozliwa i zarazem ztudzenie optyczne. Tréjkgt Penrose’a wymyslit w
1936 roku szwedzki grafik Oscar Reutersvard. Niezaleznie od niego trojkat
ten odkryt i spopularyzowat w latach piecdziesigtych XX wieku wtasnie
Roger Penrose. Nazwat go niemozliwoscig w najczystszej postaci.

Rys. 36
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7. Jeszcze dwa szczegolne punkty

W trojkgcie mozna skonstruowac i wyznaczy¢ wiele specjalnych
punktédw. Sg nimi np. wczesniej opisane ortocentrum, barycentrum, srodek
okregu wpisanego w trojkat i srodek okregu opisanego na trojkgcie.
Nastepnym jest punkt Gergonne‘a (rys. 37). Jest to punkt przeciecia trzech
odcinkow. Aby je wyznaczy¢ najpierw trzeba wpisac w trojkat okrgg. Pdzniej
wyznaczy¢ punkty stycznosci okregu i bokow trojkata (zaznaczone na
rysunku zottym kolorem). Nastepnie nalezy narysowac¢ odcinki od punktow
stycznosci do wierzchotkdw. Punkt przeciecia tych odcinkéw to wtasnie
punkt Gergonne’a (na rysunku zaznaczony G czerwonym kolorem).

Rys. 37

Kolejnym jest punkt Fermata. Pierre de Fermat (rys. 38) byt wielkim
francuskim matematykiem, z wyksztatcenia prawnikiem i lingwists.
Wiekszos¢ jego prac matematycznych zostata opublikowana dopiero po
Smierci przez syna, Samuela. Pierre de Fermat dokonat wielu odkry¢ w teorii
liczb, m.in. sformutowat stynne, wielkie twierdzenie Fermata.



Punkt Fermata (na rys. 39 zaznaczony jako F) to punkt w trojkgcie,
ktérego suma odlegfosci od wierzchotkow trojkgta jest najmniejsza z
mozliwych. Jesli wszystkie katy trojkgta majg miary mniejsze niz 120° to
punkt Fermata jest punktem przeciecia sie odcinkow tgczgcych wierzchofki
trojkgta z tymi wierzchotkami trojkgtéw rownobocznych zbudowanych na
bokach trojkata.

Rys. 39
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Gdyby jeden z kagtéw trojkgta miat miare co najmniej 120° to wierzchotek
przy tym kacie bytby punktem Fermata i powyzsza konstrukcja
geometryczna daje punkt, ktérego suma odlegtosci od wierzchotkdw nie jest
najmniejsza. Punkt Fermata ma rowniez ciekawg wtasciwosc — jest punktem
przeciecia sie okregdw opisanych na tréjkgtach rownobocznych
zbudowanych na bokach danego trojkata

Rys. 40
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8. Trojkat wiecznie miody.

Polski gimnazjalista, Filip Rekawek, przedstawit w 2018 roku zupetnie
nowg, autorskg konstrukcje matematyczng — trojkat kappa. Wezmy tréjkat
AABC. Przez kazdy wierzchotek tréjkata przeprowadzono prostg tak, by
przecinata przeciwlegty bok. Punkty przecie¢ prostych nazwijmy K, L, M.
Jesli trojkat AKML jest wpisany w okrag wpisany w tréjkat AABC to bedzie on
trojkatem kappa dla trojkgta AABC (rys.).

Rys. 41

Kazdy trojkat ma swoj tréjkat kappa, i kazdy trojkat jest trojkgtem
kappa dla innego tréjkata. W trojkgtach rownoramiennych trojkaty kappa
wigzg sie ze wszechobecnym w $wiecie ztotym podziatem... Swiat trojkgtow
kryje zatem w sobie jeszcze kolejne ciekawe wlasciwosci i tajemnice.

37



9. Zastosowanie trojkatow.

Trojkaty majg zastosowanie nie tylko w matematyce ale tez w zyciu
codziennym. Przede wszystkim w konstrukcjach budowlanych. Przyktadem
jest chociazby wczesniej wspomniany trojkat egipski i piramidy. Do dzis
wielu budowlancow korzysta z tréjkata egipskiego, by sprawdzic¢ czy kat
pomiedzy scianami jest prosty. Wspaniatym przyktadem jest koputa Fullera
(rys. 42). Zazwyczaj jest tworzona wtasnie z tréjkatow.

Rys. 42

Skoro posadzki mozna wypetnic figurami foremnymi tylko na 3
sposoby, a jednym z nich jest trojkat to bardzo czesto mozna zobaczyé
podtogi wyktadane mozaikami wtasnie z trojkatow (rys. 43).
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Trojkaty sg tez bardzo przydatne w geodezji. Triangulacja to pewna
metoda pomiaru osnow geodezyjnych. Polega na okresleniu wielkosci
wszystkich katoéw i jednej dtugosci w sieci sktadajgcej sie z tréjkatéw. Pomiar
stuzyt okreslaniu wspétrzednych geodezyjnych. Zanim pojawity sie satelity
geodezyjne i dostepny dzisiaj dla kazdego GPS, geodeci do pomiaréw
wykorzystywali wieze triangulacyjne (rys. 44). Z kazdej wiezy obserwowac
mozna byto co najmniej dwie wieze sgsiednie w sieci. Wieze tworzyly sieC
trojkgtow, ktore przylegaty do siebie bokami i pokrywaty caty kraj.
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Solidnos¢ konstrukcyjna trojkata sprawia, ze nawet zwykte rozktadane
drabiny sg na nich oparte. Na dobrg sprawe, trojkat jest najlepszg podstawa.
Czesto spotykane znaki Uwaga, Sliska podfoga! réwniez sg trojkgtne. Mozna
dawac wiele przyktadow. A domy? Wiele dachéw ma trojkatny ksztatt — dach
dwuspadowy (rys. 45). Stuzy to temu, by deszcz i Snieg w zimie sptywat ale
jednak znow solidnos¢ trojkata jest tu pomocna. Podobnie jest z mostami
kratownicowymi (rys. 46). Przyktady mozna mnozy¢.

Jaki stad mozna wyciggng¢ wniosek ? Tréjkat - jedna z najprostszych figur
geometrycznych, badany przez matematykdw od zarania nauki, petny
ciekawych wtasciwosci, niezbedny w konstrukcjach budowlanych i
mechanice ale ciggle nie do konca zbadany...

40



Wszystkie rysunki figur geometrycznych w pracy zostaly wykonane w
programie GeoGebra przeze mnie.
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