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Dane kontaktowe

Szkota:

| Liceum Ogdlnoksztatcace w Nowym Targu, im. Seweryna Goszczyrskiego
Plac Krasinskiego 1 34-400 Nowy Targ

tel/fax: 18 266 29 55, 18 266 38 58

lo@goszczynski.nowytarg.pl

Opiekun:
mgr Joanna Trybuta
tel. 696 678 958 email: trybula.joanna@gmail.com

Autor:
Kacper Bfachut tel. 601 22 32 31 email: kacper.blachut@gmail.com
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Serdeczne podziekowania dla Pani mgr Joanny Trybuty
za pomoc przy redagowaniu niniejszej pracy
oraz bezcenne uwagi przy KoreKcie
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Zespét S2ké) Ogéinokszialegeych N~ 1

w Nowym Targu
34-400 Nowy Targ, Pl.Krasinskiego 1
tel /fax (18) 2662955, 2663858 Nowy Targ, 27.01.2021
NIP 73510202056 Ra 000702848

INFORMACJA NAUCZYCIELA

Kacper jest uczniem klasy pierwszej o poszerzonym programie nauczania matematyki,
fizyki i jezyka angielskiego. W Matopolskim Konkursie Prac Matematycznych startuje po raz
piaty. W roku szkolnym 2016/2017 zajat Il miejsce piszac prace nt Nieskonczonosci, w latach
2017/2018, 2018/2019 i 2019/2020 zajat | miejsca przedstawiajac prace odpowiednio nt
Matematyki Kostki Rubika, Funkcji i Matematyki Zonglowania.

Kacpra poznatam we wrzesniu 2020 roku, gdy rozpoczat nauke w naszym liceum.
Szybko dat sie pozna¢ jako osoba utalentowana ~matematycznie, pracowita
i zdyscyplinowana. Przedstawiane przez Niego rozwigzania zadan cechuje wysoki stopien
zrozumienia przerabianego materiatu, precyzja, duza kultura matematyczna i przejrzystosc
zapisow.

Uczen preferuje prace samodzielng, ale potrafi rowniez zgodnie pracowac w grupie, dzielac
sie swojg wiedzg i doswiadczeniem z innymi uczniami.

Kacper nieustannie poszerza swojg wiedze i umiejetnosci matematyczne, rozwija
swoje zainteresowania, czego dowodem jest niniejsza praca, napisana przez Niego
samodzielnie. Tresci w niej zawarte w sposdb znaczny wykraczajg poza podstawe
programowg nauczania matematyki w szkole ponadpodstawowej. Musze przyznac, ze
przeczytatam jg z duzym zainteresowaniem, a pewne zagadnienia w niej zawarte okazaly sig
by¢ dla mnie nowoscig. Dlatego tez praca z Kacprem daje duzo satysfakcji.

Joanna Trybuta
telefon: 696678958
e-mail: trybula.joanna@gmail.com
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1. Wstep

Juz piaty raz przystepuje do pisania pracy na Matopolski Konkurs Prac Matematycznych
organizowany przez Krakowskie Mtodziezowe Towarzystwo Przyjaciét Nauk i Sztuk im.
H. Jordana. Poprzednie prace to: Nieskoriczonos¢, Matematyka kostki Rubika, Funkcje,
Matematyka zonglowania. Zawsze staratem sie znajdowac takie tematy, ktére interesowaty
mnie $cisle z matematycznego punktu widzenia (Nieskoriczonos¢, Funkcje), czy znajdowatem
matematyke, tam gdzie wydawatoby sie jej nie ma (Matematyka kostki Rubika, Matematyka
zonglowania).

Jak zwykle pierwszy krok byt najtrudniejszy. Jaki temat wybraé? Czy wreszcie napisze o ciggach
(ktére fascynujg mnie od czasu napisania pracy o nieskonczonosci)? A moze wybrac catki
(ktére z kolei bytyby kontynuacjg pracy o funkcjach i pochodnych). A moze dokonczy¢
zesztoroczng prace o zonglowaniu (moje obliczenia utknety tam w pewnym punkcie). A moze
zupetnie cos innego? Bytem w kropce.

Wtedy na jednym z obserwowanych przeze mnie kanatéw matematycznych na YouTube
(3BlueiBrown) znalaztem film o Riemannie. Zafascynowaty mnie rézne wiasciwosci liczb
pierwszych omdéwione w tym materiale. Oczywiscie wiedziatem co to sg liczby pierwsze.
Znatem podstawowe ich witasciwosci. Wiedziatem, ze sg wykorzystywane do szyfrowania
danych. Ale wfasciwie moja wiedza na ten temat byta dos$é¢ ograniczona. Im bardziej
zagtebiatem sie w temacie prime numbers tym wiecej miatem pytan. Im wiecej miatem pytan,
tym mniej miatem watpliwosci, co bedzie tematem mojej pracy. | tak oto powstato kolejne
moje dzieto na temat matematyki.

W trakcie zbierania informacji na temat liczb pierwszych natknatem sie na kilka postaci
matematykow, ktérzy wiasciwie cate swoje naukowe zycie poswiecili walce z liczbami
pierwszymi (a doktadniej z Hipotezg Riemanna) i ... polegli. Przytocze tu nazwisko Louisa de
Brangesa de Bourcii, ktory juz jako student w 1953r. obrat sobie za cel udowodnienie Hipotezy
Riemanna. W 2004r. ogtosit (a wiec po ponad poétwieczu), ze udowodnit HR. Niestety jego
dowdd okazat sie btedny. Probowat dalej. Co jaki$ czas na swojej stronie ogtaszat nowe
dowody. Wszystkie one zawieraty luki. W tej chwili juz coraz mniej matematykdw interesuje
sie tym co robi de Brangesa, ktéry ostatnig wersje dowodu ogtosit bodajze w kwietniu 2017r.
Inny wielki matematyk sir Michael Atiyah (laureat nagrod Fields’a i Abela) w 2018r. stwierdzit,
ze rozwigzat problem HR. Niestety on rowniez sie mylit. Przypomniata mi sie wtedy moja praca
sprzed czterech lat Nieskoriczonos¢, gdzie opisywatem jak wielu stynnych matematykow,
ktérzy zajmowali sie problemem nieskonczonosci, takze polegto (w tym Hilbert). Niektérzy
wrecz musieli sie leczy¢ w szpitalach psychiatrycznych.

Liczby pierwsze majgq zastosowanie w wielu dziedzinach naszego zycia, a to poprzez
wykorzystanie ich wiasciwosci w szyfrowaniu. A w dzisiejszym zinformatyzowanym swiecie
szyfrujemy wtasciwie wszystko. Kodowane sg pfatne kanaty w TV. Wiekszo$¢ stron w
Internecie przeglagdamy juz w protokole https (czyli szyfrowane). Gdy logujemy sie do naszych
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ulubionych medidw spotecznosciowych takze wykorzystujemy kodowanie. Szyfrowane tez sg
nasze pofaczenia z bankiem. Mozna tak wylicza¢ w nieskoriczonos¢.

W 1900r. wybitny matematyk David Hilbert przedstawit 23 wazne zagadnienia matematyczne
z przetomu XIX i XX wieku. Sto lat pézniej w 2000r Instytut Claya ogtosit zestaw siedmiu tak
zwanych Probleméw Milenijnych. Na obu listach, jako jedyna, znalazta sie Hipoteza Riemanna
— zwigzana Scisle z liczbami pierwszymi. Juz to pokazuje, jak wazna jest to sprawa. Za
rozwigzanie ktéregos z 7 Probleméw Milenijnych Instytut Claya ufundowat nagrode
w wysokosci miliona dolarow.

Wiele zagadnien zwigzanych z liczbami pierwszymi jest bardzo skomplikowana i trudna do
zrozumienia. Nie chodzi tu wcale tylko o dowody twierdzen, ale nawet o zatozenia i tezy.
Dlatego w niniejszej pracy przedstawiam dowody tylko tych twierdzen, ktore zrozumiatem (lub
wydaje mi sie, ze rozumiem). Czes$¢ twierdzen tylko opisuje, bez formutowania doktadnych
zatozen i tez, gdyz sg bardzo skomplikowane. Podaje tylko réwnania funkcji, nie wdajac sie
w ich analize. Tak na przykfad jest z Hipotezg Riemanna, gdzie rozszerzenie analityczne
dziedziny funkcji dzeta-Riemanna na liczby zespolone, ktére (na razie) wykracza poza moje
rozumienie. Czasami wydaje mi sie, Zze je rozumiem, a innym razem ze nie.

W Rozdziale 2 opisuje uzywane w dalszej czesci pojecia matematyczne. Praca ta przeznaczona
jest nie tylko dla entuzjastéw matematyki, ale takze — a moze przede wszystkim - dla moich
réowiesnikow, ktérzy mogg nie znac¢ wszystkich symboli tu uzytych.

Rozdziat 3 to krdtka historia liczb pierwszych. Od starozytnosci poprzez wieki $rednie do
dzisiaj. W sposob zwiezty pokazuje rozwdj tej dziedziny matematyki.

W Rozdziele 4 przedstawiam podstawowe definicje i twierdzenia dotyczace liczb pierwszych.
Zawarte sg w nim takze dowody opisywanych twierdzen.

Rozdziat 5 poswiecony jest réznym rodzajom liczb pierwszych. W trakcie przygotowywania sie
do pisania niniejszej pracy, znalaztem mndstwo bardzo réznych odmian liczb pierwszych. Tutaj
opisuje tylko te, ktére — z niewiadomych dla mnie przyczyn — przykuty mojg uwage.

Wtasnosci liczb pierwszych opisuje wiele bardzo ciekawych twierdzen. W rozdziale 6 opisuje
jedno z najciekawszych z nich: Twierdzenie Fermata o dwéch kwadratach. Mimo, ze dowdd
tego twierdzenia jest bardzo skomplikowany, przytaczam go tutaj. Zrozumienie toku
rozumowania przebiegu tego dowodu zajeto mi naprawde duzo czasu i mam nadzieje, ze moja
interpretacja tego dowodu jest prostsza niz formutujg jg zawodowi matematycy.

Rozdziat 7 poswiecitem rozwazaniom jak za pomoca liczb pierwszych mozna obliczy¢ liczbe 7.
W literaturze mozna znalezé wiele réznych sposobdw, za pomocg ktérych mozna obliczy¢
liczbe 1 nie stosujgc jej zaleznosci od kota. Sposrdd wielu z nich mozna takze znalez¢ takie,
ktore wykorzystujg liczby pierwsze.

Jeden z najgenialniejszych matematykéw wszechczaséw — Gauss — bedgc mniej wiecej w moim
wieku zaczat zajmowac sie liczbami pierwszymi. Rozdziat 8 poswiecony jest wtasnie jego
wczesnymi zmaganiami z gestoscig liczb pierwszych.
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Rozdziat 9 opisuje wktad polskiego matematyka Stanistaw Ulama w badanie liczb pierwszych.
Nie mozna zajmowac sie tym tematem i nie opisac¢ tzw. Spirali Ulama.

W rozdziale 10 opisuje wzér pentagonalny Eulera oraz jego wykorzystanie do znajdywania
liczb pierwszych.

Jednym z najwazniejszych w tej chwili zagadnien matematycznych wspodfczesnego Swiata jest
wspomniana Hipoteza Riemanna, $cisle zwigzana z liczbami pierwszymi. Rozdziat 10 opisuje
wtasnie to zagadnienie.

Rozdziat 11 to opis praktycznego zastosowania liczb pierwszych. Poswiecony jest kryptografii,
na ktorej opiera sie wtasciwie caty zinformatyzowany sSwiat.
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2. Uzywane pojecia

n
Logarytm naturalny (In) - logarytm o podstawie e, gdzie e = lim (1 + %)

n—->oo
Liczby urojone — liczby postacia ‘i gdziea € R,ai = v—1

Liczby zespolone - liczby postaci a + b -i gdzie a,b € R, a i = Vv—1 (tzw. jednostka
urojona).

Liczbe a nazywamy czescig rzeczywistg, a liczbe b czescig urojong liczby zespolone;j.
Wprowadzajac liczby zespolone matematycy rozszerzyli znany do tej pory najwiekszy zbior
liczb jakim sg liczby rzeczywiste. O ile liczby rzeczywiste mozemy przestawia¢ w sposdb
graficzny na osi liczbowej, o tyle liczb zespolonych tak przedstawi¢ nie mozemy. Bo gdzie
mozna (na osi liczbowej) wstawi¢ np. 1 + i?

@ @ @ @ @ @ @ @ o—>»
-1 0 1 .

1+i
Rysunek 1 Gdzie na osi liczbowej przedstawic symbol i?
Dlatego wykorzystujgc uktad kartezjanski przyjeto, aby liczby zespolone przedstawiac¢ na
ptaszczyzinie, gdzie na osi X zaznaczamy cze$é rzeczywistg, a na osi Y cze$é urojong liczby
zespolonej.

3i

A+ 10

Rysunek 2 Przedstawienie liczb zespolonych na uktadzie wspdtrzednych

Liczby zespolone podobnie jak liczby rzeczywiste mozna dodawaé, odejmowaé, mnozyé
i dzieli¢ (przy zatozeniu, ze dzielnik jest rézny od zera). Dodawanie i mnozenie jest banalne.
Dodajemy (odejmujemy) osobno czesci rzeczywiste, osobno czesci urojone. Na przyktad:
A+D+ 2+3i))=3+4i,3+ 2i)-(2-1i) =1+ i. Mnozenie liczb zespolonych
przebiega podobnie jak mnozenie wyrazen algebraicznych z niewiadomg (np. x),
wykorzystujemy przy tym fakt, ze i?=—1. Na przyktad: (5 + 2i) -(3- 7i) =
5:3-57i 4+ 2i-3-2i-7i = 15-35i + 6i —14i? = 15- 29i + 14 = 29 - 29i.

Dzielenie liczby zespolonej jest troche bardziej skomplikowane — wymaga uzycia sprzezonej
14+8i _ 1480  2-3i _
2430 2430 2-3i

liczby zespolonej (tzn. takiej gdzie czesé¢ urojona ma przeciwny znak):

(1+80)-(2-3i) _ 2-3i+16i—24i® _ 2+13i+24 _ 26+13i

= = =2+
22-(3i)2 4-9i2 4+9 13
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W kolejnych krokach korzystatem z faktu, ze liczba pomnozona przez 1 (w tym przypadku
w postaci utamka %) pozostaje tg sama liczbg, wykorzystywatem wzdér skroconego mnozenia
(a+b)-(a—b) =a®— b?orazfakt, ze i? = — 1.

Przesledzmy jakie dzielniki moze mie¢ kazda liczba zespolona a + b-i (gdzie a,b € R)?
Oczywiscie podobnie jak inne liczby: 1 oraz -1. Czy jeszcze jakie$ inne? Zobaczmy co z liczbg i?
a+bi a+b-i —i —a-i-b-i® b—a-i

- c— = - = =b—a-i
i i —i —i2 1

Czyli i jest dzielnikiem dowolnej liczby zespolonej. Podobnie jest z liczbg —i:

a+bi a+b-i i a-i+b-i®> —-b+a-i ‘
— = - ‘o= — = =—b+a-i
—i —i i —i 1

Catka [ f(x) dx

W uproszczeniu catkowanie jest dziataniem odwrotnym do rézniczkowania. Zeby sprawnie
liczy¢ catki, nalezy wczes$niej dobrze opanowac liczenie pochodnych. Catke oznaczamy
symbolem: [ Symbol ten pochodzi od tacinskiego stowa Summa (suma). Ponizej przytocze
definicje i twierdzenie za [9]

Definicja 2.1

Funkcje F nazywamy funkcja pierwotng funkcji f w przedziale I wtedy i tylko wtedy, gdy

N\ Feo=re

x€l

Twierdzenie 2.1

Jezeli funkcja F jest funkcja pierwotng f w przedziale I, to dowolna funkcja pierwotna ¢
funkcji f w tym przedziale ma posta¢ ¢p(x) = F(x) + C,gdzieC € R

Definicja 2.2

Catka nieoznaczong funkcji f w pewnym przedziale I nazywamy zbidr jej wszystkich funkcji
pierwotnych w tym przedziale. Catke nieoznaczong bedziemy oznacza¢ symbolem
[ f(x) dx gdzie: f to funkcja podcatkowa, x to zmienna catkowania, a f(x)dx to
wyrazenie podcatkowe

Faktoryzacja

To inaczej rozktad liczby naturalnej (catkowitej) na czynniki pierwsze (liczby pierwsze).
Faktoryzacja liczby naturalnej n polega na znalezieniu liczb pierwszych my,m,,..my, ze
n=my ‘m, .. ‘my,. Domyslnie chodzi nam o nietrywialny rozktad, tzn. Vi = 1..k:
m; #1lim; #n.
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O ile mnozenie liczb catkowitych jest bardzo prostg czynnoscig, to nie sg znane zadne szybkie
metody faktoryzacji. Szybkie to znaczy dziatajgce w tzw. czasie wielomianowym wzgledem
ilosci cyfr rozktadanej liczby. Wszystkie znane algorytmy dziatajg w tzw. czasie wyktadniczym
wzgledem liczby cyfr rozktadanej liczby.

Zaokraglenia dolne i gérne do liczb catkowitych

[x] zaokraglenie gdrne - jest to najmniejsza liczba catkowita wieksza lub rowna x
Np.[2,1] =3,[2,9] =3

|x] zaokraglenie dolne - jest to najwieksza liczba catkowita mniejsza lub réwna x
Np.|2,1] = 2,12,9] =2

Arytmetyka modulo (modularna, zegarowa)

Jezeli dzielimy dwie liczby catkowite otrzymujemy nastepujace rdwnanie:

n=m-Q+R
gdzie n to dzielna, m — dzielnik, Q —iloraz i R reszta z dzielenia.
Niekiedy interesuje nas tylko i wytgcznie reszta z dzielenia. Reszte takg oznaczamy operatorem
modulo (mod).

nmodm =R
Na przyktad 23 mod 5 =3 bo23 =4 -5+ 3
Zauwazmy, ze jezeli zwiekszamy n dzielgc przez m to wynik modulo zwieksza sie nam od 0
don — 1idalej cyklicznie. Na przyktad: 0 mod 4 = 0,1 mod 4 = 1,2 mod 4 =
2,3mod4 =3,4mod4 =05mod4=1,6mod 4 = 2itd.
Dla takiego dziatania mozemy skonstruowac zegar, aby na przyktad wyliczy¢ 8 mod 4:

Rysunek 3 Graficzna interpretacja arytmetyki modularnej

Dla dzielnika rownego 4 budujemy tarcze zegara z liczbami 0, 1, 2, 3. Startujemy od O i idziemy
w prawo 8 krokéw dookota. Otrzymujemy liczby: 1, 2, 3, 0, 1, 2, 3, 0. SkoriczyliSmy na 0, a wiec
8 mod 4=0.

Dla dziatania mod spetnione sg ponizsze rownania:

dodawanie  (a + b) mod m = (a mod m + b mod m)mod m
odejmowanie (a — b) mod m = (a mod m — b mod m)mod m
mnozenie (a*b) mod m = (amod m - b mod m) mod m
potegowanie a’? mod m = ((a mod m)?) mod m

Liczby pierwsze Kacper Btachut Strona 10



Tabela ASCII

Podstawowa zawiera kody, ktore przypisujg poszczegdlnym liczbom z zakresu od 0 do 255
litery alfabetu angielskiego (duze i mate), cyfry, znaki interpunkcyjne, symbole specjalne,
symbole matematyczne, proste znaki graficzne.

000d 00h (nul)| 016d 10k » (dle)| 032d 20h sp| 048d 30h 0| 064d 40h @| osod 5s0h P| 096d 60h “| 112d  70h p
001d 01h © (soh)| 017d 11h 4 (del)| 033d 21k '\ 049d 31k 1| 065d 41h Al 081d 51h Q| 097d 61h a| 113d 71h q
002d 02h @ (stx)| 018d 12h t (de2)| 034d 22h "| 050d 32h 2| 066d 42h B| 082d 52h R| 098d 62h b| 114d 72h r
003d 03h W (etx)| 019d 13h I (de3)| 035d 23h #| 051d 33h 3| 067d 43h C| 083d 53h S| 099d 63h c| 116d 73h s
004d 04h ¢ (eot)| 020d 14h ¢ (dcd4)| 036d 24h 8| 052d 34k 4| 068d 44h D| 084d 54h T| 100d 64h d| 116d 74h t
005d 05h % (enq)| 021d 15h § (nak)| 037d 25h %| 053d 35h 5| 069d 45h E| 085d b55h U| 101d 65h e| 117d 75h u
006d 06h # (ack)| 022d 16h m (syn)| 038d 26h &| 054d 36h 6| 070d 46h F| 086d 56k V| 102d 66h f| 118d 76h v
007d 07h ® (bel)| 023d 17h $ (etb)| 039d 27 055d 37h 7| 071d 47h G| 087d 57h w| 108d 67h g| 119d 77h w
008d 0sh B (bs) | 024d 18h T (can)| 040d 28h (| 056d 38h 8| 072d 48h H| 0884 58h X| 104d 68h h| 120d 78h X
009d 09h (tab)| 025d 19h I (em)| O41d 29h )| 057d 39h 9| 073d 49h 1| 089d 59h Y| 105d 69h i| 121d 79h y
010d 0Ah (1f) | 026d 1Ah (eof)| 042d 2Ah *| 058d 3Ah :| 074d 44 J| 090d 5Ah Z| 106d 6Ah i| 122d 7Ah z
o1rd 0Bh 3 (vt) | 027d 1Bh « (esc)| 043d 2Bh +| 059d 3Bh 3| 075d 4Bh K| 091d 5Bh || 107d 6Bh k| 123d 7Bh {
012d 0Ch ¥ (np) | 028d 1Ch ~ (fs)| O44d 2Ch ,| 060d 3Ch <| 076d 4Ch L| 092d 5Ch \| 108d 6Ch 1| 124d 7Ch |
013d 0Dh (er) | 029d 1Dh « (gs)| 045d 2Dh -| 061d 3Dh =| 077d 4Dh M| 093d 5Dh || 109d 6Dk w| 125d 7Dh }
0l14d OEh 4 (so) | 030d 1Eh 4 (rs)| 046d Z2Eh .| 062d 3Eh >| 078d 4Eh N| 094d 5Eh *| 110d GEh n| 126d 7Eh ~
015d OFh © (si) | 031d 1IFh v (us)| 047d 2Fh /| 063d 3Fh 7| 079d 4Fh 0| 095d 5Fh 111d 6Fh o| 127d 7Fh

Rysunek 4 Tablica ASCII
Dowadd nie wprost

to forma dowodu (matematycznego) opartego na réwnowartosci (p = q) © (=q = —p),
tzn. jesli zaprzeczajac tezie dojdziemy do sprzecznosci z zatozeniem to implikacja wyjsciowa
jest prawdziwa.

Przykfad

Twierdzenie: Jezelix = 3, to x?> = 9.

Hipoteza: x2 = 9

Dowdd: x2 # 9 © x # 3 A x # — 3, co jest sprzeczne z zatozeniem

Tak wiec przypuszczenie o fatszywosci tezy doprowadzito nas do sprzecznosci z zatozeniem,
€O na mocy przytoczonej rownowaznosci oznacza, ze wyjsciowa implikacja jest prawdziwa.

Sumy i iloczyny
K. ai= a;+ a; + -+ a;—suma k-elementéw
{'(=1 a; = aq* a, ... a iloczyn k —elementéw

Symbol ,#”

Symbol ,#” w literaturze angielskiej nazywamy primorial i jest to prosta analogia do nazwy
factorial, ktéra oznacza silnie. Primorial to silnia, w ktérej mnozymy kolejne liczby pierwsze
(w przeciwienstwie do silni, gdzie mnozymy kolejne liczby naturalne)

Przyktad : 20# = 2 -3 -5-7-11-13 - 17 - 19 = 9699690
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3. Troche historii

Historia liczb naturalnych siega tak daleko wstecz, ze wiasciwie nie jesteSmy jednoznacznie
stwierdzi¢, kiedy pojawity sie po raz pierwszy (ani gdzie). Byty z nami od zawsze. Ludzie
pierwotni znali takie pojecia jak jeden, dwa, wiele (a takze nic). Liczyli w ten sposdb na przyktad
liczbe upolowanych zwierzat. Rozwdj cztowieka pociggnat za sobg wzrost umiejetnosci
liczenia. Niejednokrotnie zdobycze trzeba byto podzieli¢ na cate plemie lub jego czesé.
Istotnym problemem stato sie jak uczciwie podzieli¢ trofea (np. 6 saren, 13 zajecy). Niekiedy
trofea mozna byto podzielié na réwne czesci tylko w taki sposdb, ze kazda czes$é bedzie
zawierata jedenelement (np.7=14+14+1 +1 +1 + 1 + 1). Tak po raz pierwszy ludzkos¢
spotkata sie z liczbami pierwszymi. Historycy wskazujg, ze niewielkie liczby pierwsze znane
byty ludziom zamieszkujgcym tereny obecnego Konga w Afryce juz ok. 20 tysiecy lat temu.

Liczby pierwsze wzbudzity zainteresowanie Euklidesa w IV w p.n.e. . Poswiecit im ksiege VII
w stynnych Elementach. W ksiedze tej mozna znalezé wiele interesujgcych twierdzen (i ich
dowoddw) na temat liczb pierwszych — miedzy innymi Twierdzenie o nieskorczonosci zbioru
liczb pierwszych. Pdzniej niejaki Eratostenes z Cyreny — grecki matematyk zyjacy w latach 276-
194r. p.n.e. opracowat algorytm (zwany dzisiaj sitem Eratostenesa) wykorzystywany do
»przeczesywania” zbioru liczb naturalnych w poszukiwaniu liczb pierwszych.

Przez wieki badan nad liczbami pierwszymi prébowano znalezé matematyczne wzory, ktére
wyznaczatyby tylko liczby pierwsze.

W XVII wieku Fermat sformutowat hipoteze (zwang Matym Twierdzeniem Fermata).
Matematyk éw twierdzit, ze liczby postaci

f(n) = 22" +1 gdzieneN

sg liczbami pierwszymi. Nie sg to oczywiscie kolejne (wszystkie) liczby pierwsze, ale Fermat
przypuszczat, ze wzér powyzszy daje tylko liczby pierwsze. Rzeczywiscie, jezeli zbadamy je dla
poczgtkowych n mamy

(1) =5,f(2) =17, f(3) = 257, f(4) = 65537

Wszystkie one sg liczbami pierwszymi, ale juz f(5) = 4294967297 = 641 -6700417. Czyli
wzor juz dla n = 5 okazuje sie niepoprawny!.

Probowano dalej. Matematycy zaproponowali ponizszy wzor:
f(n) =n?—n+41gdzieneN

Rzeczywiscie daje on duzo liczb pierwszych (np. dla n = 1...40), ale juz z samej jego konstrukgji
widag, ze f(41) = 412 — 41 + 41 = 412, a to nie liczba pierwsza.

Inna préba stworzenia wzoru na liczby pierwsze to
f(n) =n?—79n + 1601 gdziene N

Daje on liczby pierwsze przy wartosciach n =1..79, przy n = 80 zawodzi.
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W XVI w Marin Mersenne zaproponowat inng postac liczby pierwszej: M,, = 2™ — 1. Liczby
takie nazywamy dzisiaj liczbami Mersenne’a. Niestety on rowniez sie mylit. Na przyktad 11
z kolei liczba Mersenne’a rowna sie 2047 = 23 x 89.

To pokazuje, ze w przypadku liczb pierwszych polegli nawet najwybitniejsi matematycy.

W rozwoju naszej wiedzy na temat liczb pierwszych nie brakuje takze Polakow. W 1963r.
stynny matematyk Stanistaw Ulam wskazat graficzng metode pokazywania pewnych
niewyjasnionych do dzi$ prawidtowosci w rozmieszczeniu liczb pierwszych na osi liczb
naturalnych, tzw. Spirale Ulama.

Na przestrzeni dziejow powstato wiele twierdzen dotyczacych liczb pierwszych. Niektére z nich
wydajg sie oczywiste, inne sg prawie jak science fiction. Wiele z nich udowodniono, niektére
zas czekajg na dowdd do dzisiaj.
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4. Zacznijmy od poczatku

Liczby naturalne stworzyt dobry Bdg. Reszta jest dzietem cztowieka jak powiedziat Leopold
Kronecker. Czy rzeczywiscie? Wedtug mnie Kronecker sie mylit. Bég stworzyt liczby pierwsze,
a liczby naturalne sg efektem wtérnym!

Kazdy, kto cho¢ troche interesuje sie matematyka (a nawet ci, ktérzy od krélowej nauk stronig)
wiedzg, co to sg liczby pierwsze. Liczby naturalne (czyli 1, 2, 3, 4, ...) mozna podzieli¢ na trzy
podzbiory

o Liczbel
e Liczby pierwsze
e Liczby ztozone

Liczby 1 (jeden) nie musze ttumaczy¢.

Liczby pierwsze to takie liczby, ktore dzielg sie przez sama siebie i przez 1 np. 2, 3, 5, 7, 173,
5483.

Liczby ztozone to liczby, ktére mozna roztozyé na iloczyn czynnikow pierwszych np. 6 =2 - 3,
24=2-2-3-3, 1386=2-3-3-7-11

A doktadniej

Definicja 4.1 - liczby pierwsze i ztozone

Liczba pierwsza — liczba naturalna wieksza od 1, ktéra ma doktadnie dwa dzielniki naturalne:
jedynke i siebie sama. Zbidr wszystkich liczb pierwszych oznacza sie symbolem P.

Liczba ztozona — to liczba naturalna wieksza od 1, ktdra nie jest liczbg pierwsza, tzn. taka, ktéra
posiada wiecej niz dwa dzielniki.

Liczby ztozone mozna przedstawic jako iloczyn liczb pierwszych (o tym pdzniej). Mozna wiec
powiedzieé, ze wszystkie liczby naturalne (poza 1) sg albo liczbami pierwszymi, albo s3
iloczynem liczb pierwszych. Czyli liczby pierwsze sg jakby elementem podstawowym, takim
atomem wsrdd liczb (jezeli przyjmiemy model Bohra). Dlatego mysle, ze Kronecker sie mylit.
Bdg dat nam liczby pierwsze, a reszta to wymyst cztowieka!

Co moze by¢ ciekawego w liczbach pierwszych? Nuda! Nic bardziej mylnego. Liczby pierwsze
to jedna z najbardziej fascynujacych dziedzin matematyki. | nie tylko ja tak twierdze!

Przyjrzyjmy sie na poczatek liczcbom pierwszym w kilku pierwszych dziesigtkach liczb
naturalnych, a wtasciwie ich liczebnosci:
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dziesigtka 1-10 11-20 21-30 31-40 41-50 51-60 61-70 71-80 81-90 91-100
|. pierwsze| 2357 [11131719| 2329 3137 414347 53 59 6167 717379 83 89 97
iloclp 4 4 2 2 3 2 2 3 2 1

Rysunek 5 Tabela z iloscig liczb pierwszych w kolejnych dziesigtkach liczb naturalnych

ilos¢ liczb pierwszych w przedziale 1-100
w podziale na dziesiatki

0 ‘ | I I I I I I I I

- 11-20 21-30 31-40 4150 5160 61-70 71-80 81-90 91-100

w

o]

[y

Rysunek 6 llos¢ liczb pierwszych w przedziale 1-100 w podziale na dziesigtki

Nie wida¢ tu zadnej regularnosci ilosci liczb pierwszych w kolejnych dziesigtkach, zadnego
schematu. A moze za maty przedziat? Sprébujmy rozszerzy¢ zakres do 1000, a przedziaty do
,setek”:

ilosc liczb pierwszych w przedziale
1-1000 w podziale na setki

30
25
20
15
10
5
0

o

'\;\’@ Q\;@ (5\?’@ 0@"00 wa’@ Q\:“’@ 0*\;@ Q«,ﬂ’@ qu@ N’:\53)

S * 4 S A oS S

Rysunek 7 ilos¢ liczb pierwszych w przedziale 1-1000 w podziale na setki
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Dalej nie widaé¢ zadnej regularnosci! Moglibysmy tak rozszerza¢ zakresy i nie znajdziemy
zadnego schematu rozmieszczenia liczb pierwszych!

A moze to zte podejscie? Sprobujmy zobaczy¢ jak wzrasta ilos¢ liczb pierwszych w pewnych
zakresach.

llos¢ liczb pierwszych (narastajgco)
w kilku pierwszych dziesigtkach
50
45
40
35
30
25
20
15
10

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150160 170 180 190 200

Rysunek 8 llos¢ liczb pierwszych (narastajgco) w kilku pierwszych dziesigtkach

Dalej nie wida¢ zadnej regularnosci. Dlaczego? Po prostu nie ma zadnego schematu
rozmieszczenia liczb pierwszych wsrdd liczb naturalnych (a przynajmniej nikt do tej pory nie
znalazt takiego schematu). Dwie kolejne liczby pierwsze (nawet te naprawde wielkie) moga sie
rézni¢ o dwa (np.2996863034895-2' — 1 oraz 2996863034895-2'* + 1), a z drugiej
strony przerwa pomiedzy kolejnymi liczbami pierwszymi moze by¢ ogromna. Czy rzeczywiscie?
Postuzmy sie pojeciem silni: n! =1 -2 -3 .. n. Liczba n! z definicji jest podzielna przez 2, 3 ...
n. Wiec n! na pewno nie jest liczbg pierwsza. ldZzmy dalej: o liczbie n! + 1 nie jesteSmy w stanie
powiedzieé, czy jest liczbg pierwszg, czy nie, ale juz liczba n!+2 jest na pewno podzielna przez
2, bon!+2 =1:2-3-..n+ 2 = 2+(1-3*4-...n + 1), liczba n'!+3 jest podzielna przez 3 i tak dalej,
a wiec znalezlismy n-1 kolejnych liczb, ktére nie sg liczbami pierwszymi. A skoro n moze by¢
dowolnie duze, to ,dziura” pomiedzy kolejnymi liczbami pierwszymi moze by¢ takze dowolnie
duza.

Co jeszcze mozemy powiedzie¢ o liczbach pierwszych, tak na pierwszy rzut oka? Otdz jedyna
parzysta liczba pierwsza to 2 (dwa), wszystkie pozostate liczby parzyste dzielg sie przez dwa,
a wiec z definicji nie sg liczbami pierwszymi (majg co najmniej 3 dzielniki). Idgc dalej tym
tokiem rozumowania: 3 jest liczbg pierwszg, ale zadna jej wielokrotno$¢ nie jest liczbg
pierwszy; 5 jest liczbg pierwszg — zadna wielokrotnos¢ 5 nig nie jest ... | tak dochodzimy do sita
Eratostenesa. Jest to sposdb znajdowania liczb pierwszych wymyslony przez greckiego
matematyka i astronoma Eratostenesa w Ill w p.n.e. Polega on na tym, ze wypisujemy
wszystkie liczby naturalne z obranego zakresu (tutaj od 1 do 100), nastepnie w pierwszym
kroku wykreslamy wszystkie liczby podzielne przez 2 (oprdcz samej liczby 2). Dalej wykreslamy
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wszystkie liczby podzielne przez 3 (oprdcz samej tréjki). Wielokrotnosci liczby 4 nie musimy
wykreslaé, gdyz zostaty one skreslone przy okazji wielokrotnosci liczby 2. Nastepnie
wykreslamy wielokrotnosci liczby 5. Liczbe sze$¢ mamy juz wykreslong, wiec przechodzimy do
liczby 7 i wykreslamy jej wielokrotnosci. Uogdlniajgc, w sicie Eratostenesa wykreslamy
wszystkie wielokrotnosci liczb niewykreslonych do tej pory (liczagc od najmniejszych). Czyli
wykreslamy wielokrotnosci liczb pierwszych i na koricu pozostajg nam w tabeli tylko liczby
pierwsze.

1| 2| 3] 4 5 6] 7 8 9| 10 1l 2| 31 4 5| 6/ 71 8 9| 10 11 2| 3| 4 5 6] 7 8 9| 10
11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20 11 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20 11 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20
21| 22| 23| 24| 25| 26| 27| 28| 29| 30 21| 22| 23| 24| 25| 26| 27| 28| 29| 30 21| 22| 23| 24| 25| 26| 27| 28| 29| 30
31| 32| 33| 34| 35| 36| 37| 38| 39| 40 31| 32| 33| 34| 35| 36| 37| 38| 39| 40 31| 32| 33| 34| 35| 36| 37| 38| 39| 40
41| 42| 43| 44| 45| 46| 47| 48| 49| 50 41| 42| 43| 44| 45| 46| 47| 48| 49| 50 41| 42| 43| 44| 45| 46| 47| 48| 49| 50
51| 52| 53| 54| 55| 56 57| 58| 59| 60 51| 52| 53| 54| 55| 56| 57| 58| 59| 60 51| 52| 53| 54| 55| 56| 57| 58| 59| 60
61| 62| 63| 64| 65| 66 67| 68| 69| 70 61| 62| 63| 64| 65| 66| 67| 68| 69| 70 61| 62| 63| 64| 65| 66| 67| 68| 69| 70
71| 72| 73| 74| 75| 76| 77| 78| 79| 80 71| 72| 73| 74| 75| 76| 77| 78| 79| 80 71| 72| 73| 74| 75| 76| 77| 78| 79| 80
81| 82| 83| 84| 85| 86| 87| 88| 89| 90 81| 82| 83| 84| 85| 86| 87| 88| 89| 90 81| 82| 83| 84| 85| 86| 87| 88| 89| 90
91| 92| 93| 94| 95| 96| 97| 98| 99|100 91| 92| 93| 94| 95| 96| 97| 98| 99(100 91| 92| 93| 94| 95| 96| 97| 98| 99(100
wykreslamy wielokrotnosci liczby 2 wykreslamy wielokrotnosci liczby 3

1] 2| 3| 4 5 6 71 8 9| 10 1] 2| 3] 4 5 6 71 8 9| 10
11] 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20 11] 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20
21| 22| 23| 24| 25| 26| 27| 28| 29| 30 21| 22| 23| 24| 25| 26| 27| 28| 29| 30
31| 32| 33| 34| 35| 36| 37| 38| 39| 40 31| 32| 33| 34| 35| 36| 37| 38| 39| 40
41| 42| 43| 44| 45| 46| 47| 48| 49| 50 41| 42| 43| 44| 45| 46| 47| 48| 49| 50
51| 52| 53| 54| 55| 56| 57| 58| 59| 60 51| 52| 53| 54| 55| 56| 57| 58| 59| 60
61| 62| 63| 64| 65 66 67 68 69| 70 61| 62| 63| 64| 65| 66| 67 68 69| 70
71| 72| 73| 74| 75| 76| 77| 78| 79| 80 71| 72| 73| 74| 75| 76| 77| 78| 79| 80
81| 82| 83| 84| 85| 86| 87| 88| 89| 90 81| 82| 83| 84| 85| 86| 87| 88| 89| 90
91| 92| 93| 94| 95| 96| 97| 98| 99(/100 91| 92 93| 94| 95| 96| 97| 98| 99(100
wykreslamy wielokrotnosci liczby 5 wykreslamy wielokrotnosci liczby 7

Rysunek 9 Sito Eratostenesa

Od razu widaé, ze ta metoda jest dobra, ale tylko dla matych zakreséw liczb pierwszych.
Znajdowanie wielkich liczb pierwszych za pomocg sita Eratostenesa jest dos¢ problematyczne.
Czy mozemy sobie uprosci¢ ,przechodzenie” przez sito? Czy musimy liczyé, do konca, czy tez
mozemy przerwaé¢ w pewnym momencie? Zauwazmy, ze przy liczbach z zakresu od 1 do 100
— po dojsciu do liczby 7 mielismy juz wykreslone wszystkie liczby ztozone. Otéz zauwazmy na
poczatek pewng zaleznos$é:

Twierdzenie 4.1 Kazda liczba ztozona dzieli sie przez liczbe pierwszg mniejszg od siebie
n=a-p

gdzie n jestliczbg ztozong,
p jest liczbg pierwszg orazp < n,
a jest liczbg naturalng

Dowodd

Poniewaz n jest liczbg ztozong, wiec na pewno mozna jg przedstawic¢ jako iloczyn dwdch liczb
naturalnych (nie koniecznie pierwszych) n = a; -a, takich, ze a; <n, a, < n. Jezeli a; lub a, jest
liczbg pierwszg, to mamy sytuacje z twierdzenia 4.1. Jezeli a, i a, sg ztozone to np. a; moziemy
przedstawi¢ jako iloczyn liczb naturalnych mniejszych od a,. Wtedy a; = b, - b,. Jezeli b; lub b, jest
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liczbg pierwsza (np. by), to wtedy n=a; ‘a, =by°b, ‘a, = by <(b; a;) i mamy sytuacje
z twierdzenia 4.1. Dla dowolnej liczby naturalnej n jezeli bedziemy jg dzieli¢ na coraz mniejsze czynniki
w koricu pojawi sie nam liczba pierwsza. A wiec twierdzenie 4.1 jest prawdziwe.

Czy zaleznos¢ przedstawiong w twierdzeniu 4.1 mozemy jeszcze bardziej uszczegdtowicé? Okazuje sie,
ze tak:

Twierdzenie 4.2 Kazda liczba ztozona dzieli sie przez liczbe pierwszg mniejszg lub réowng od
pierwiastka z siebie

n=a-p

gdzie n jestliczbg ztozong,
p jest liczbg pierwszg orazp < Vn,
a jest liczbg naturalng

Dowdd

Jezeli n jest liczbg ztozong, to moze by¢ przedstawiona jako iloczyn dwdch liczb naturalnych
wiekszych od jeden i mniejszych n. Mozliwe sg dwa przypadki:

(1) n=+Vn-vn
(2) n=a-p

W sytuacji (1) mamy spetniona teze twierdzenia 4.2 (gdy vn nie jest liczba pierwszg, to mozna
go roztozy¢ zgodnie z lematem 4.1 na iloczyn liczby naturalnej i liczby pierwszej mniejszej od
v/n). Natomiast w sytuacji (2) n = a * p albo

(3) p < Vnoraz\/n < a.
(4) a < +/norazv/n < p albo na odwrét

Gdyby obie liczby a, p < +/n, toich iloczyn bytby mniejszy od n. | odwrotnie, gdyby obie liczby
a,p > +/n, to ich iloczyn bytby wiekszy niz n. W sytuacji (3) mamy spetniona teze. Natomiast
jezeli zachodzi sytuacja (4), to zgodnie z twierdzeniem 4.2 liczbe naturalng a (a < /n)
mozemy przedstawic¢ jako iloczyn liczby pierwszej q oraz liczby naturalnej b. Skoro a < v/n,
to kazdy z jej dzielnikéw musi by¢ mniejszy od v/n, a wiec takze liczba pierwsza q. Co koriczy
nam dowdd.

Uzbrojeni w taka wiedze powrdéémy w takim razie do sita Eratostenesa. WypisaliSmy w nim
wszystkie liczby naturalne od 1 do 100. Nastepnie wykreslalismy wszystkie wielokrotnosci liczb
pierwszych (narastajgco). Zgodnie z twierdzeniem 4.2 wystarczy wykreslic wszystkie
wielokrotnosci liczb pierwszych 2, 3, 5, 7 aby pozostate liczby byty liczbami pierwszymi.
Dlaczego? Otéz v/100 = 10. A wiec kazdg liczbe ztozona mniejsza lub réwna od 100 mozemy
przedstawi¢ jako wielokrotno$¢ liczby pierwszej mniejszej od v100 = 10. A sa to liczby
pierwsze: 2, 3, 5, 7.Widzimy juz, ze liczby pierwsze nie poddaja sie pewnym regutom (nie
mozna znalezé schematu rozmieszczenia liczb pierwszych wsréd liczb naturalnych), a z drugiej
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strony majg ciekawe witasciwosci. DojrzeliSmy juz chyba, aby zada¢ sobie fundamentalne
pytanie: ile wiasciwie jest tych liczb pierwszych? Czy jest ich nieskonczenie wiele, czy wrecz
przeciwnie jest ich pewna okreslona ilo$¢? Odpowiedz na to pytanie dat nam juz Euklides. Liczb
pierwszych jest nieskonczenie wiele, a doktadniej:

Twierdzenie 4.3

Zaden skoriczony zbidr nie zawiera wszystkich liczb pierwszych

Dowdd

Niech P bedzie niepustym skoriczonym zbiorem liczb pierwszych

P = {py, 02,03, ---, i}, 8dzie p; - liczby pierwsze
Weimy liczbe N réwng iloczynowi liczb p;; (i = 1..k)

N =pi P2 ps "D
Wadwczas na pewno N jest podzielne przez p,. Wtedy liczba N + 1 nie jest podzielna przez p;.

(gdyby liczby N oraz N + 1 byly podzielne przez p; wtedy ich réznica bytaby podzielna przez
pi: N+ 1=b-'pjoraz N = a‘p; (aab € N)=> N+ 1-N=b'p,— a'p; =>
1 = (b—a)-p,. Liczba p, jest liczbg pierwsza, a wiec jest wieksza od 1. Czyli powyzsza
réwnosc¢ nie moze by¢ prawdziwa. Sprzecznos$¢ ta dowodzi, ze jezeli N jest podzielna przez p;
to N + 1 nie moze by¢ podzielna przez a * p,)

W analogiczny sposéb mozna udowodni¢, ze N + 1 nie jest podzielne przez zadng z liczb
D1, P2, - DPi- Zatem liczba N + 1 nie jest podzielna przez zadng liczbe pierwsza mniejszg od
siebie zawartg w zbiorze P. Na podstawie twierdzenia 4.1 liczbe N + 1 mozemy okresli¢ na
dwa sposoby:

(1) Liczba N + 1 jest liczbg pierwszg, ktérej nie ma w skoriczonym zbiorze P
(2) Liczba N + 1 jest liczbg ztozong majaca dzielnik, ktéry nie jest zawarty w zbiorze P

Zaréwno w sytuacji (1) jak i w sytuacji (2) mozemy powiedzie¢, ze dowolny skoriczony zbiér
liczb pierwszych nie zawiera wszystkich liczb pierwszych. Co to oznacza? Ze liczb pierwszych
musi by¢ nieskoriczenie wiele.

W Internecie wiele jest niepoprawnych dowoddéw na wyzej wymienione twierdzenie. Czesé
z nich zakfada, ze jezeli wybierzemy pewng ilos¢ najmniejszych liczb pierwszych, to ich iloczyn
powiekszony o 1 jest liczbg pierwsza. Nie jest to prawda. Liczba ta nie dzieli sie oczywiscie
przez zadng z tych wybranych liczb pierwszych, ale moze dzieli¢ sie przez jakas inng liczbe
pierwszg. Na przyktad: 2 -+ 3 +5+-7 - 1113 + 1 =30031 =59 - 509. Z dowodami
matematycznymi w Internecie trzeba uwazac (jak zresztg ze wszystkim co spotykamy w sieci)!
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Ponizej przytaczamy fundamentalne twierdzenie matematyki zwane Podstawowym
Twierdzeniem Arytmetyki. Brzmi ono nastepujgco:

Twierdzenie 4.4

Kazda liczba naturalna n moze by¢ zapisana jako iloczyn liczb pierwszych na doktadnie
jeden sposdb.

Dowodd

Postawmy hipoteze, ze istniejg liczby naturalne, ktére mozna roztozy¢ na iloczyn liczb
pierwszych na co najmniej dwa sposoby. Jezeli istniejg takie liczby, to istnieje réwniez
najmniejsza taka liczba naturalna. Nazwijmy jg n. Wtedy:

n=pi P2 "P3- ‘Pi OrAZ N =(q1 "qz "q3" - q; (1)
gdzie p; i q; oznaczaja liczby pierwsze.

Pouktadajmy p i q tak aby

pr S Pz < .. rSpjoraz q; < g < .. =q;. (2)
Mozemy tak zrobi¢, gdyz mnozenie jest przemienne

Zauwazmy, ze p; * q1. Gdyby p; = g4, wtedy oba réwnania (1) moglibysmy podzieli¢ przez
p, i otrzymalibysmy liczbe pl < n, ktéra ma istotnie dwa rdzne rozktady na liczby pierwsze, co
1

bytoby sprzeczne z zatozeniem, ze n jest najmniejszg taka liczba. Zatem p; # q;. W takiej
sytuacji mozemy miec¢ dwie sytuacje: albop; < q; albop; > q4.Zatdéimy, ze p; < q, (gdyby
byto odwrotnie w dalszej cze$ci dowodu po prostu zamieniamy miejscamip i q).

Tworzymy liczbe naturalng n’ w nastepujacy sposob:
n'=n-—pq gz "q; (3)

n’ jest liczba naturalng gdyz zatozylismy, ze p; < g4, a wiec powyzsza rdéznica jest wieksza od
zera.

Teraz podstawiajgc oba rdwnania (1) do réwnania (3) otrzymujemy dwa kolejne réwnania:
n'=p; Py .Di— P1°G2 q3° - qj = p1° (P2 *P3 - Pi— 42743 'CIj) (4)
n'=q;°q2°q3" - q;— P1°q2" 43" q; =(q1 —p1)*(q2" 93" *q;) (5)

Zauwazmy, ze z rownania (5) oraz z faktu, ze p; < q; wynika ze n’ < n. A jezeli tak, to rozktad
n’ musi by¢ jedyny (zaktadalismy, ze n jest najmniejszg liczbg, ktéra ma dwa rézne rozktady).
Zatem réwnania (4) i (5) przedstawiajg dwa takie same rozktady (jezeli nie bierzemy pod
uwage kolejnosci czynnikdw). Z (4) wynika, ze p; jest dzielnikiem n’, jezeli zatem wezmiemy
pod uwage réownanie (5) to p; jest dzielnikiem
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q2° qz°. -qjlub (a)
qd1 — DP1- (b)

Wezmy pod uwage sytuacje (a), jezeli p; bytoby dzielnikiem g, q3-... -q;. Wtedy mozna by
zapisac nastepujgce réwnanie:

n" =p;k=q;"qz°... *q; (6)

Z nieréwnosci (2) wiemy, ze kazde g jest wieksze od p;, a zatem réwnanie (6) przedstawia
rozktad liczby n” na dwa rézne czynniki. Z konstrukcji liczby n” wynika, ze n” < n, co jest
sprzeczne z zatozeniem, ze n jest najmniejszg liczbg majgcq dwa rdézne rozktady na liczby
pierwsze.

Teraz wezmy pod uwage sytuacje (b): p; jest dzielnikiem g; — p; wtedy dla pewnego
naturalnego k mamy:

G—pr1=p1'k =>q,=p1+p1'k=>q,=p; "(k+1) (7)

Z réwnan (7) wynika, ze p; jest dzielnikiem g, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze g, jest liczba
pierwsza.

Zaprzeczenie tezy doprowadzito nas do sprzecznosci z zatozeniem, a wiec twierdzenie jest
prawdziwe.

Juz po tych kilku twierdzeniach i ich dowodach widzimy, ze liczby pierwsze sg tematem, ktéry
moze fascynowac. Zadziwiajgcym jest fakt, ze z jednej strony nie mozemy stwierdzié, gdzie na
osi liczcbowej pojawi sie nam liczba pierwsza, a z drugiej strony znamy wiele wtasnosci tych
liczb. Te pokazane w tym rozdziale to dopiero wierzchotek géry lodowe;j.

| jeszcze jedna uwaga: czesto spotykamy na réznych forach sie z pytaniem Czy liczba jeden jest
liczba pierwszq? Dlaczego liczba jeden nie jest liczbg pierwszq?. Jak wynika z definicji 4.1 liczba
pierwsza to taka, ktdra jest wieksza od 1 oraz dzieli sie przez jeden oraz samg siebie (czyli ma
dwa dzielniki). Liczba jeden po pierwsze nie jest wieksza od 1 i do tego ma tylko jeden dzielnik
(liczbe jeden). Gdyby jedynke zakwalifikowaé do liczb pierwszych to nieprawdziwe bytoby
Podstawowe Twierdzenie Arytmetyki (twierdzenie 4.4). Przeciez np. liczbe 12 mozna bytoby
zapisac jako 12=2-2-30raz12=1-2-3 -3 (ogélnien =p,°p, ‘p3 * ... "Px Orazn =
1-p1°pDy *D3 * - “Di). Zatem liczbe 1 wyklucza sie ze zbioru liczb pierwszych celem
zapewnienia jednoznacznosci twierdzen w tej teorii.

Innym bardzo interesujgcym twierdzeniem dotyczagcym liczb pierwszych jest ciekawe
spostrzezenie pewnej ich zaleznosci od cyfry 6.
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Twierdzenie 4.5

Kazda liczba pierwsza (rézna od 2 i 3) jest o 1 wieksza bgdZz mniejsza od wielokrotnosci
liczby 6, czyli

gdzie p jest dowolna liczba pierwsza (poza 2 i 3), a n to liczba naturalna.

p=6nztl,

Dowdd tego twierdzenia jest bardzo prosty:

6n + 0 = 6n, ale 6n jest podzielne przez 6, wiec nie moze to by¢ liczba pierwsza

6n + 1 moze by¢ liczbg pierwsza, poniewaz nie jest podzielne przez 2 ani 3
6n+2=23n+1),ale2(3n+ 1) jest podzielne przez 2, wiec nie moze to by¢ liczba
pierwsza

6n + 3 =3(2n + 1),ale 3(2n + 1) jest podzielne przez 3, wiec nie moze to by¢ liczba
pierwsza

6n +4 = 2(3n+ 2),ale 2(3n + 2) jest podzielne przez 2, wiec nie moze to by¢ liczba
pierwsza

6n+5 = 6(n+ 1) — 1 moze by¢ liczbg pierwsza, poniewaz nie jest podzielne przez 2
i nie jest podzielne przez 3

Jednak twierdzenie odwrotne nie jest poprawne. Nie kazda liczba o postaci 6n + 1 jest liczbg
pierwszg. Wezmy na przyktad liczby 25 i 35, ktére oczywiscie nie sg pierwsze, a spetniajg
rownania25=6 -4+1,35=6-6 —1.

Na podstawie powyzszego twierdzenia mozna udowodni¢ jeszcze jedno. Tym razem ma ono
zwigzek z kwadratami liczb:

Twierdzenie 4.6

Kwadrat kazdej liczby pierwszej (réznej od 2 i 3) jest o 1 wiekszy bgdZz mniejszy od
wielokrotnosci 24, czyli

gdzie p jest dowolng liczbg pierwsza (poza 2 i 3), a n liczba naturalna.

p?=24n+1,

Dowdd wyzej wymienionego twierdzenia jest juz troche trudniejszy.
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5. Rodzaje liczb pierwszych

Przez wieki badain nad liczbami pierwszymi matematycy znajdowali pewne specyficzne,
charakterystyczne liczby pierwsze posiadajgce okreslone wtasnosci. | to o nich jest wtasnie ten
rozdziat. Rodzajéw liczb pierwszych jest duzo, w tym rozdziale przedstawie kilka z nich, ktore
mnie zainteresowaty bardziej od innych (z nieznanych mi powoddw).

Liczby blizniacze

To takie pary liczb pierwszych, ktdrych réznica wynosi 2. Juz Pitagorejczycy, ktérzy cenili tad
i harmonie wsrdd liczb interesowali sie liczbami blizniaczymi.

Przyktady liczb blizniaczych: z poczatku osi liczb naturalnych: (3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19),
i te naprawde wielkie: (1639494 - 24423 — 1, 1639494 - 2*423 + 1)

Zauwazmy, ze liczba 5 jest blizniacza zaréwno do 3 jak ido 7.

W potowie XX w odkryto takg oto zaleznos¢: dlan = 2 liczby ni n + 2 sg blizniacze jezeli
4(n—=D!'+ 1) +n = 0(modn(n + 2))

Natomiast poczgtkiem XX w udowodniono, ze suma odwrotnosci liczb blizniaczych

R P
3'5 7 11 13 17 19

jest zbiezna. Wiemy, ze szereg ten nie przekroczy nigdy pewnej statej zwanej statg Bruna.
Dzisiaj znamy jg z dokfadnos$cig do 12 cyfr po przecinku y = 1,902160583104 ...

Najwieksze do tej pory znalezione pary liczb blizniaczych to (za wikipedia.org sierpien 2019):
(2996863034895-21290000 — 1,2996863034895-21290000 4 1),

Nie udowodniono do tej pory skonczonosci, badz nieskoficzonosci zbioru par blizniaczych.

Liczby czworacze

Istniejg takze ,, czworki” kolejnych liczb pierwszych, ktére tworzg pary liczb blizniaczych. Jezeli
taka czworke tworzg liczby pierwsze p,p + 2,p + 6 i p + 8, to grupy takie nazywamy liczbami
czworaczymi.

Dlaczegop,p+2,p+6ip+8,aniep,p+2,p+4ip+6?
p # 2 A p # 3. Wtedy liczba p moze przybra¢ dwie postaci:

1)p =3k + 1
2)p = 3k + 2

jezeli p jest postaci 3k + 1top + 2 =3k + 1+ 2 = 3k + 3 = 3(k+ 1), wiec
p + 2 niejestliczba pierwsza. Zatem p musi by¢ postaci 3k + 2. Wtedyp + 2 = 3k +
2 + 2 = 3k + 4, wiecp + 2 moze by¢ liczba pierwsza.
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Wiemy juz ze p musi by¢ postaci 3k + 2 aby zaréwno p jaki p + 2 mogty by¢ liczbami
pierwszymi.Acozp + 4?

p+4=3k+2+4=3k +6 = 3(k+2),awiecp + 4 nie jest liczbg pierwsza.
Acozp + 6?

p+ 6 =3k + 2+ 6 = 3k +8, awiecp + 6 moze by¢ liczba pierwsza.
Podobniezp + 8

p+8 =3k + 2+ 8 =3k +10,awiecp + 8 moze byc liczba pierwsza.

Dlatego istniejq ,,czworki” liczb pierwszych postacip,p + 2,p + 6 i p + 8, a nie istnieja liczby
czworacze postacip,p + 2,p + 4ip + 6.

Liczby ,,szostkowe” (ang. sexy primes)

Sexy prime to cigg (para, tréjka, itd...) liczb pierwszych, ktdre rdznig sie od siebie o szes¢
(stad nazwa). (n,n+6)(n,n+6,n+12)(n,n+6,n+ 12,n + 18)

Najwieksza znana ,para” liczb széstkowych to para liczb postaci (n,n + 6) gdzie :
n = (48011837012 - ((53238 - 7879#)2 — 1) + 2310) - 53238 - 7879#/385 + 1

Najwieksza znana tréjka liczb széstkowych to tréjka liczb postaci (n, n+6 , n+12) gdzie :
n = (84055657369 - 205881 - 4001# - (205881 - 4001# + 1) + 210) - (205881
- 4001# — 1) /35 + 1

n ma 5132 cyfr
(znaczenie symbolu # primorial opisatem w rozdziale 2)

Liczby lustrzane

To takie pary liczb pierwszych, z ktérych jedna powstaje przez zapisanie cyfr w odwrotnej
kolejnosci. Przyktad: 13i31,17i71,37i73,79i97,107i701

Liczby wzglednie pierwsze
Liczby n, i n, sg wzglednie pierwsze jezeli ich najwiekszy wspdlny dzielnik wynosi 1
Truncated primes (left-, right-)

S3 to liczby pierwsze, ktére po skresleniu kolejnych cyfr z prawej (lewej) strony pozostajg
liczbami pierwszymi

Np. 7393913, 739391, 73939, 7393, 739, 73, 7.

Liczby pierwsze izolowane

Liczba pierwsza p jest izolowana, jesli najblizsza liczba pierwsza rézni sie od niej co najmniej
0 4. Na przyktad 89, 157, 173.
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Liczby pierwsze palindromiczne

To liczby pierwsze, ktére nie zmieniajg sie, gdy ich cyfry zapiszemy w odwrotnej kolejnosci.
Przyktady: 11, 101, 131, 191, 929.

Liczby Mersenne’a

S3 to liczby postaci M,, = 2™ — 1, gdzie n € N . Nie wszystkie liczby Mersenne’a to liczby
pierwsze, np. M;; = 2047 = 23 -89. Jednak s3 to bardzo dobre kandydatki do liczb
pierwszych. Przez cate stulecia najwiekszymi znanymi liczbami pierwszymi byty wtasnie liczby
Mersenne’a. W 1588 odkryto, ze M;9 = 524287 jest liczbg pierwszg i przez wiele lat byta to
najwieksza znana taka liczba. Euler dwiescie lat péZzniej udowodnit, ze M3, = 2147483647
jest rowniez liczbg pierwsza, ona takze przez dtugi czas byta rekordzistkg. W czasach maszyn
komputerow udowodniono takze, ze liczby Ms,1, Mgo7, M2203, M22g1 - - M13466917) Ms7885161
sg liczbami pierwszymi.

Liczby Mersenne’a sg bardzo popularne wsréd badaczy liczb pierwszych. Moze to wynikac z
faktu, ze liczby te w rozwinieciu dwdjkowym ztozone s3 z samych jedynek
(np. M9 =524287 = 1111111111111111111,). Dlatego komputerom jest dos¢ prosto
sprawdzac ich pierwszos¢. Jest jeszcze jeden powdd popularnosci liczb Mersenne’a. Otoz
istnieje twierdzenie zwigzane z tymi liczbami, ktére otwiera pewng furtke do poszukiwania
naprawde ogromnych liczb pierwszych

Twierdzenie 5.1

Jedli liczba M, jest liczbg pierwszg, to liczba n takze jest pierwsza.

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe (np. M;; = 2047 = 23 -89). Wystarczy wiec
zajmowac sie liczbami Mersenne’a o podstawach liczb pierwszych i badaé czy sg one pierwsze.

W 1996r. powstat projekt Great Internet Mersenne Prime Search (GIMPS - mersenne.org)
oparty na obliczeniach rozproszonych (wielka ilos¢ komputeréw udostepnia swojg moc
obliczeniowg). Od momentu powstania do chwili obecnej przy pomocy projektu GIMPS
odkryto 17 liczb pierwszych Mersenne’a, w tym najwiekszg do tej pory Mg,sg9933 Sktadajaca
sie 2 24862048 cyfr.

Dzieki tak wielkiej popularnosci liczb Mersenne’a znamy dosé duzo jej wtasnosci:

e jezelin jest liczba ztozong, to M,, jest liczba ztozong

e jezeliliczba n — 3 jest podzielna przez 4 i n jest liczbg pierwsza, to 2n + 1 dzieli M,,
doktadnie wtedy, gdy 2n + 1 jest liczbg pierwszg;

e dzielnik pierwszy liczby M,,, gdzie p jest liczbg pierwsza, jest postaci 2kp + 1, gdzie k
jest liczbg catkowity dodatnig;

e liczba cyfr M, liczby wyraza sie¢ wzorem: D(n) = E(In(2n—1) + 1), gdzie:
E (x) oznacza czes¢ catkowita liczby x,
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Liczby Fermata

Liczbami Fermata nazywamy liczby postaci F, = 22" +1, gdzie n € N U {0}. Fermat
sprawdzit, ze dla n € {0,1... 4} wzdr powyziszy daje liczby pierwsze: F, =3, F; =5,
F, =17,F; = 257,F, = 65537. Niestety Euler wykazat, e F;=4294967297 =
641 -6700417. Przy okazji udowodnit ciekawg wtasciwos¢ liczb Fermata: kazdy ewentualny
dzielnik pierwszy (p) liczby F, musi mie¢ posta¢ p = 2"*2k + 1, gdzie k € N. Sprawdzmy to
dla podanej przed chwilg liczby Fs:n = 5 => p=2>*2k+1=27 ‘k+1 i mamy dla
k=10,p = 641.

Dzisiaj wiemy, ze Fg, F;, Fg, Fy, Fy, F11 s3 liczbami ztozonymi. Co wiecej, znamy ich rozktady.
Wiemy, ze kolejna liczba Fermata F;, jest liczbg ztozong, ale nie znamy jeszcze jej rozktadu —
podobnie jest z nastepnymi dwunastoma liczbami. Jak wida¢ z tych przyktaddéw liczby Fermata
nie sg zbyt dobrymi kandydatami do liczb pierwszych (w przeciwienstwie do liczb Mersenne’a).

Liczby pierwsze Gaussa

Zacznijmy od liczb Gaussa. Otéz sg to liczby zespolone z= a+ b-i, gdzie a,b € Z
(Z - zbior liczb catkowitych). Spréobujmy teraz zdefiniowac liczby pierwsze Gaussa. Otoz
mozemy sprobowac zaczgc podobnie jak ze zwyktymi liczbami pierwszymi - sg to liczby Gaussa
podzielne tylko przez siebie i przez 1. Widzimy juz od razu btad. Kazda liczba Gaussa ma
przeciez 8 dzielnikow (z, —z, zi, —zi, 1, —1, i, —i), a nie 2 jak w przypadku liczb
naturalnych. Mozemy wiec zmienié naszg definicje uwzgledniajgc te dzielniki.

Liczba pierwsza Gaussa z to taka liczba, ktéra dzieli sie tylko przez z, —z, zi, —zi, 1, —1, i,
—i.

Zwréémy uwage, ze liczby naturalne nalezg do zbioru liczb zespolonych, a w szczegdlnosci do
liczb Gaussa (czes¢ urojona jest zerowa). Ale naturalne liczby pierwsze nie muszg by¢ liczbami
pierwszymi Gaussa. Na przyktad 5 jest liczbg pierwszg, ale nie jest liczbg pierwszg Gaussa, bo
5=0Q2+1i)-2-1).
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6. Twierdzenie Fermata o Dwdch Kwadratach

Stynny francuski matematyk Pierre de Fermat takze analizowat wiasciwosci liczb pierwszych.
Wynikiem tych badan jest m.in. tak zwane Twierdzenie Fermata o dwdch kwadratach.

Twierdzenie 6.1 O dwdch kwadratach

1. Kazda liczbe pierwszg o postaci 4k + 1 mozna przedstawi¢ doktadnie na jeden
spos6b jako x? + y?
2. Zadnej liczby pierwszej o postaci 4k + 3 w ten sposéb przedstawié sie nie da

gdziek € N U{0};, x,y € N

Liczba 2 jest tutaj specjalna, poniewaz nie bierzemy jej pod uwage w dowodzie.
Dowdd:

Zatézmy, ze p to liczba pierwsza o postaci 4k + 1, chcemy teraz udowodni¢, ze p = x2 + y2,
x,y € N U{0}. Liczba p musi by¢ nieparzysta (wszystkie liczby pierwsze poza 2 sa
nieparzyste), wiec x2 + y2 musi byé nieparzyste. Oznacza to, ze jeden z tych kwadratéw musi
by¢ parzysty, a drugi nie. Zatézmy, ze y jest parzyste (gdyby x byto parzyste, dowdd wyglada
tak samo, tylko zamieniamy oznaczenia) - czyli jest o postaci 2k => p = x? + (2k)? i tutaj
dobrze by byto zmieni¢ minimalnie naszg notacje. Otoz litere k wykorzystujemy we wzorze
4k + 1, wiec zamiemy k ze wzoru p = x% + (2k)? na y, poniewaz juz go nie uzywamy.
Rozpisujgc powyzszy wzor otrzymujemy: p = x2 + (2y)? = x? + 4y?.Tojest nadal trudne do
udowodnienia réwnanie. Sprébujmy wiec uproéci¢ je troche. Wiemy, ze y2 =1y -y.
Zamienmy wiec jeden y na z, czyli: p = x? + 4yz. Teraz, jezeli znajdziemy wszystkie
rozwigzania tego réwnania to mozemy prébowac udowodnié, ze przy jednym z nich y = z.
Zacznijmy wiec szukaé rozwigzan. Wiemy, ze p = 4k + 1, wiec 4k + 1 = x? + 4yz.

Mozemy teraz zauwazy¢ juz dwa trywialne rozwigzania. Otéz jezeli x =1,y=1iz=k
(badz y = k,z = 1) to otrzymujemy: x2 + 4yz =12+ 4-1-k = 4k + 1 (albo x? + 4yz =
12+ 4 -k -1 = 4k + 1). Ale czy sg jeszcze jakie$ inne rozwigzania? Oczywiscie, ze tak! Jest ich
nawet wiele. Mozna tatwo udowodnic, ze jezeli nasze pierwotne twierdzenie jest prawdziwe,
to ilos¢ rozwigzan musi by¢ nieparzysta. Dla kazdego rozwigzania istnieje rozwigzanie
przeciwne, gdzie y i z s3 zamienione miejscami. Poza jednym rozwigzaniem — tym gdzie
y = z. Jest to jednak dowdd niepetny, poniewaz uznajemy, ze twierdzenie jest prawdziwe.
Jednak nadal moze nam sie przydaé. Musimy go jednak odwrdcic, czyli: jezeli ilos¢ rozwigzan
jest nieparzysta to jednym z nich musi by¢ przypadek, gdzie y = z.

Oznacza to, ze jezeli udowodnimy w inny sposob, ze ilo$¢ rozwigzan

réownania 4k +1=x?>+4yz; p=4k+1,p € P jest <A>
nieparzysta to udowodnilismy twierdzenie Fermata.

Sprébujmy geometrycznie przedstawi¢ nasz wzér: p = x% + 4yz. Przedstawmy x? jako
kwadrat o boku x, natomiast 4yz jako 4 prostokaty o bokach y i z. Aby dowdd byt bardziej
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zrozumiaty rozpatrzmy najpierw sytuacje dla jednego konkretnego przypadku. Np. dla liczby
pierwszej 29. Jest ona postaci 4k + 1. Mozna jg roztozy¢ na kilka sposobdéw:

X
29= 12+ 4-
29= 12+ 4-
29= 3*+4-
29= 3%2+4-
29= 5%+4-

y

1 -

S N

V4

R R Ul R

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

Wiemy, ze kwadrat ma 4 boki, wiec mozemy nasze 4 prostokaty ,,przyklei¢” do jego bokdéw w

taki sposéb:

Rysunek 10 Rozktad liczby 29 (pokolorowany)

Rysunek 11 Rozktad liczby 29 (niepokolorowany)

'-_4)

L

Wszystkie te rozwigzania wystepujg parami
(poza ostatnim). Rdwnania (1) i (2) oraz (3)
i (4) to sg te same réwnania, tylko
zamieniamy miejscami y i z. Na razie
rozktadalismy liczbe 29. Ale jezeli
przesledzimy konstrukcje przeksztatcania
rozkfadu liczby na jej graficzng reprezentacje
to zobaczymy, ze kazdy rozktad mozemy tak
przedstawic.

Musimy teraz udowodni¢, ze ilos¢ takich
figur o polu p jest nieparzysta. Zauwazmy, ze
jezeli popatrzymy na kazdg z tych figur to
mozemy jg podzieli¢ na 2 rézne rozwigzania.

Zauwazmy, ze jezeli na Rysunku 10
zrezygnujemy z koloréw to bedziemy miec
parami identyczne figury (2) i (3) oraz (4) i (5).
Znowu oprocz jednego tym razem (1)
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Dowdd na to, ze kazdg figure mozna tak przedstawi¢ jest dosy¢ skomplikowany, wiec nie bede
go tutaj przedstawiat. Ale jezeli kazda figura (poza jedng) reprezentuje 2 rozwigzania to znaczy,
ze ilo$¢ rozwigzan musi by¢ nieparzysta, gdyz jedna figura reprezentuje tylko jedno
rozwigzanie. Wyglagda ona jak plus:

Rysunek 12 Pojedyncze graficzne rozwigzanie

Czy zawsze taka figura powstanie nam z rozkfadu liczby? Tak, wynika to z rozumowania
przedstawionego kilka paragraféw wyzej — jest to jeden z trywialnych rozktadéw
(x=1,y=1,z=k).

Udowodnilismy wiec, ze ilo$¢ rozwigzan jest nieparzysta. Czyli (patrz <A>) jedno z nich jest
o postaciy = z.

Czyli udowodnilismy twierdzenie...

No prawie udowodnilismy. Nie pokazalismy jeszcze, ze istnieje tylko jedno rozwigzanie
rownania p = x% + y2. Tak naprawde, to wiemy tylko, ze ilo$¢ rozwigzan jest nieparzysta.
Oznacza to, ze mogg by¢ np. 3 rozwigzania. Wiec teraz nastepnym krokiem jest udowodnienie,
ze kazde 2 rozwigzania sg sobie réwnowazne. Jest to dowdd dosy¢ skomplikowany
i zawierajgcy duzo symboli.

Lemat 6.1

Jezeli mamy dwie liczby, ktére mozna przedstawi¢ jako sume dwdéch kwadratéw: a? + b?
i ¢2 4+ d? to ich iloczyn mozna przedstawi¢ jako suma dwéch kwadratéw na dwa rézne
sposoby:

(a? + b?)(c? + d?) = (ac — bd)? + (ad + cb)?
(a? + b?)(c? + d?) = (ac + bd)? + (ad — cb)?

Zatézmy, ze a?+ b? i c¢? + d?, gdzie a,b,c,d € N U {0}, to dwa réine sposoby na
przedstawienie liczby pierwszej p o postaci 4k + 1. Oznacza to, ze p? = (a? + b?)(c? + d?)
rowniez mozna przedstawié na dwa sposoby jako sume dwéch kwadratéw:

p? = (ac — bd)? + (ad + cbh)?
p? = (ac + bd)? + (ad — cb)?
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Teraz zaczynamy przeksztatcac p:

p = a? + b? p=c?+d?
p—a’=Db’ p—c?=d?
dZ(p_aZ) — b2d2 b2(p_C2) — b2d2

Widzimy, ze prawe strony réwnan sg sobie rowne. Oznacza to, ze lewe strony tez sg rowne:
d*(p —a*) = b*(p — c?)
pd? — a?d? = ph? — c?b?
pd? — pb? = a?d? — c%d?
p(d* - b?) = (ad)* — (cd)?
p(d? — b?) = (ad — cb)(ad + cb)

p jest liczba pierwsza, wiec musi dzieli¢ albo (ad — cb) albo (ad + cb). Zatézmy pierwsze, ze
p|(ad — cb). Oznacza to, ze (ad — cb) musi by¢ wielokrotnoscia liczby p. Innym wzorem,
w ktédrym mielismy (ad — cb) jest p? = (ac + bd)? + (ad — cb)?. Gdyby (ad — cb) byto
réwne p, 2p, 3p lub wiecej to prawa strona réwnania bytaby wieksza niz lewa. Oznacza to, ze
(ad — cb) musi by¢ réowne 0.

Wracajac do wzoru p(d? — b?) = (ad — cb)(ad + cb) mozemy podstawié¢ warto$é¢ 0 pod
(ad — cb):

p(d? — b?) = (ad — cb)(ad + cb)
p(d? — b?) = 0(ad + cb)

p(d* —b*) =0
d>—b*>=0
d? = b?

Wracajgc teraz do samego poczatku:
p=a®+b*=c*+d?
a’ + b? = c¢* + d?
a’ + b% = c? + b?
2 2

a”=c

Oznacza to, ze obydwa sposoby na przedstawienie p jako sumy dwdch kwadratéw s3 sobie
rownowazne.

Ale zostat nam jeszcze drugi przypadek, gdzie p|(ad + cb). Teraz uzywamy go przy wzorze
p? = (ac — bd)? + (ad + ch)?. Wiemy, ze (ad + cb) nie moze byé¢ réwne 0 (poniewaz p jest
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wieksze od 0), wiec musi byé réwne p (gdyby byto wieksze to prawa strona réwnania bedzie
wieksza niz lewa). Wiec:

p? = (ac — bd)? + (ad + cb)?
p? = (ac — bd)? + p?

0 = (ac — bd)?
0=ac—bd
ac = bd

Znowu wracajac do poczatku: p = a? + b2 mozemy zauwazy¢, ze najwiekszym wspdlnym
dzielnikiem a i b musi by¢ 1. Gdyby ten dzielnik byt wiekszy to p miato by réwniez ten dzielnik,
co oznaczatoby, ze p nie jest pierwsze. Oznacza to, ze na podstawie wzoru ac = bd mozna
powiedzieé, ze ald i b|c. Ale p jest réowniez réwne c? + d?, a wiemy juz, ze ¢ jest
wielokrotnoscia a oraz d jest wielokrotnoscig b. Gdyby ¢ > aid > b to a® + b? < c? + d?,
wiec p < c? + d?. Natomiast gdyby ¢ < a (lub d < b) to p = d? (lub p = c?) a wiemy, ze p
jest liczba pierwsza, co oznacza, ze p nie moze by¢ kwadratem.

Widzimy teraz, ze oby dwie opcje sg sprzeczne z zatozeniem, wiec oba rozwigzania sg sobie
réwnowazne.

Podsumowujgc. Na poczatku, aby uprosci¢ dowdd zastosowaliSmy sprytng ,sztuczke”
z zamiang jednego y z 4y? na z. Potem graficznie przedstawiliémy rozwigzania nowego
réwnania. WykazaliSmy, ze rozwigzan musi by¢ nieparzysta ilos¢ — co oznaczato, ze
przynajmniej jednym z nich byto rozwigzanie gdzie y = z. A nastepnie udowodniliémy, ze
takie rozwigzanie jest tylko jedno.

Co konczy dowéd.
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7. Liczba 1 a liczby pierwsze

Czy liczby pierwsze, ktore sg tematem mojej pracy majg co$ wspodlnego z liczbg m?
Wydawatoby sie, nie. Przeciez m (3,1415 ...) jest wykorzystywana do obliczania obwodu i pola
kota. Ma zastosowanie w trygonometrii. A liczby pierwsze? Co to, to nie! Na pewno nie ma
,Wspdlnego mianownika” pomiedzy m, a liczbami pierwszymil Céz, w pewnym sensie to
prawda, ale... Istnieje pewien wzér na obliczanie m, ktéry w swoim dowodzie wykorzystuje
liczby pierwsze. Nieskonczona suma odwrotnosci liczb nieparzystych, gdzie na co drugim
miejscu jest znak ujemny wynosi ,éwieré ”:

1 11 1 1 1 s

3ts 7o i T 3T T,

Powyzsze réwnanie mozna udowodni¢ na dwa rdzne sposoby. Tutaj wykorzystamy ten, ktory
»pokazuje gdzie jest koto” (bo przeciez wszedzie gdzie m musi by¢ ukryte jakies koto).

Zacznijmy wiec od tego, w jaki sposéb mozna policzy¢ . Sg dwie tatwe metody. Pierwsza to
przeksztatcenie wzoru na pole P = mrr?, natomiast druga to przeksztatcenie wzoru na obwdd

Obw = 2mr. Skupmy sie na pierwszym wzorze. Mozna go przeksztatci¢ do postaci: m = :;2.
Teraz wystarczy, ze znajdziemy inny sposéb (nie wykorzystujgcy ) na obliczenie pola kota (P)

o okreslonym promieniu (7).

Twierdzenie 7.1

Pole kota to w przyblizeniu liczba punktéw kratowych znajdujacych sie w nim.

Powyzsze twierdzenie wynika posrednio ze wzoru Picka
na obliczanie pola powierzchni wielokata prostego:

P=W+-B-1,

gdzie W to liczba punktow kratowych lezgcych

wewnatrz wielokata, B — oznacza liczbe punktéw
kratowych lezacych na brzegu wielokgta. Dowdd
znajdziemy w [10]. Mozemy przyja¢, ze koto to wielokat
foremny z nieskoriczong liczbg bokow.

Punkty kratowe, to nic innego jak punkty w ukfadzie

Rysunek 13 Punkty kratowe wspotrzednych, o obu wspoétrzednych catkowitych.

Dla két o duzym promieniu wzdér Picka mozemy uprosci¢ do postaci: P = W + B (dowdd
mozna znalez¢ w [10])

Popatrzmy na rysunek 13. W tym przypadku mamy koto o promieniu 3. llo$¢ punktéw
kratowych znajdujgcych sie w nim to 29. Wykorzystujgc nasz wzér na  otrzymujemy:

29

T[=r—2=§=3,222...
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Aby lepiej wyobrazi¢ sobie dlaczego ilos¢ punktéw
- ~ kratowych jest przyblizona do wartosci pola mozna
v \ wyobrazi¢ sobie kwadraty o polu 1 wokét kazdego
£ N z tych punktéw. Im wiekszy jest promien kota tym
doktadniej ten sposdb bedzie wyznaczat jego pole.

Rysunek 14 Punkty kratowe okreslajgce pole kota

Teraz pozostaje pytanie, w jaki sposdb policzyc¢ ilos¢ punktdw kratowych. Ot6z mozna to zrobié
w taki sposéb, ze bierzemy szereg wspoétsrodkowych okregéw o rosngcym promieniu R od 0
do r. Przyjmijmy, Zze R rosnie o jakas$ stata. Zliczamy ilo$¢ punktow kratowych na kazdym z tych
okregdw. Na rysunku 15 znajduje sie przyktad z okregami, gdzie réznice promieni wynoszg 0,1.

PN
4
.-

\Y

//.
—

)|
)

v

%
\

\\

Rysunek 15 Okregi wspotsrodkowe, o réznicy promienia 0,1

/V/
N

Nie sg to oczywiscie wszystkie okregi. Aby policzy¢ wszystkie punkty kratowe nalezatoby
narysowac jeden okrag dla kazdej liczby rzeczywistej miedzy 0, a r. Co oczywiscie nie jest
mozliwe.

Zauwazmy, ze punkty kratowe majg wspodtrzedne postaci (a,b), gdzie a i b sg liczbami
catkowitymi. Zatem ich odlegtos¢ od srodka uktadu wynosi: R = vVa? + b?, skoro a i b s3
catkowite, to a? + b? bedzie liczbg naturalng. Oznacza to, ze R moze przyjmowaé wartosci
rowne tylko pierwiastkom z liczb naturalnych. Dzieki temu spostrzezeniu mozemy ograniczy¢
iloé¢ okregdéw z nieskoriczonosci do 72 (gdzie r — promier kota).
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Rysunek 16 Okregi wspotsrodkowe o promienia bedgcymi
pierwiastkami liczb naturalnych

W jaki sposéb mozemy policzy¢ ilo$é punktow kratowych na danym okregu? Do tego jest nam
teraz potrzebna troche bardziej zaawansowana matematyka. Po pierwsze musimy zamienié
punkty catkowite (a, b) na liczby zespolone. Czyli na przyktad punkt (2,1) zamieniamy w liczbe
2+ 1i. Jest pewna ciekawa wtasnoé¢ liczb zespolonych: (a + bi)(a — bi) = a? + b?.
Zauwazmy, ze a? + b? to doktadnie kwadrat naszej liczby R. Czyli mozemy przeksztafci¢ nasze
pytanie: ile jest liczb zespolonych takich, ze iloczyn danej liczby zespolonej i jej sprzezenia daje
n, gdzie n jest liczbg naturalna, bedacg zarazem R?. | tu zaczyna sie robié juz ciekawie. Mozemy
zauwazyé, ze majac jakas liczbe n (np. 70), mozna uzyskac ilos¢ wszystkich par liczb
zespolonych (a + bi, a — bi) w nastepujacy sposéb:

1. Dzielimy liczbe na czynniki pierwsze (70 = 2 -5 -7)

2. Znajdujemy  pary liczb  zespolonych  dla kazdej liczby  pierwszej
(np.5=R2+D@2—-i),gdyz2+i)(2—-i)=22+12=4+1=5)

3. Mnozymy ze sobg po jednej liczbie zespolonej z kazdej pary dla danej liczby n (daje
nam to wszystkie mozliwe kombinacje)

4. Mnozymy ilos¢ kombinacji przez 4 (kazdg pare liczb zespolonych mozna pomnozy¢
przez 1,—1,i, —i i nadal ich iloczyn bedzie rowny n)

Sprébujmy wiec doktadniej opisac ten proces.
Punkt 1. Jest tatwy do zrozumienia, nie potrzeba nam do niego na razie zadnych wzoréw.

Natomiast juz w punkcie 2. pojawia sie problem. Istnieje prosty dowdd na to, ze jezeli liczbe
pierwszg mozemy roztozy¢ na iloczyn liczb zespolonych catkowitych, to rozktada sie ona w
doktadnie jeden sposéb (z pominieciem par symetrycznych). Jednak skad mozemy wiedzie¢,
czy dana liczba pierwsza jest rozktadalna w sposdb przedstawiony w tym punkcie. Otéz do
tego przyda nam sie Twierdzenie Fermata o Dwdch Kwadratach (patrz rozdziat nr 6). Méwi
ono o tym, ze liczbe pierwsza mozna przedstawié jako sume dwoéch kwadratéw tylko
i wytgcznie wtedy, gdy mozna jg zapisac jako 4k + 1. Oznacza to, ze liczby pierwsze o postaci
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4k + 3 nie mozna tak przedstawic¢. A wiemy przeciez, ze zapisanie liczby jako sumy dwdch
kwadratow jest réwnoznaczne ze znalezieniem pary liczb zespolonych, ktérych szukamy.

Teraz punkt 3. W jaki sposéb mozemy pomnozy¢ ze sobg te liczby, tak aby powstaty nam
poprawne pary dla liczby n. Mozemy to zrobié postugujac sie tabelg. Otéz w pierwszej
kolumnie wpisujemy wszystkie liczby pierwsze powstate w punkcie 1. W drugiej i trzeciej
kolumnie wpisujemy pary liczb zespolonych odpowiadajgcych danej liczbie pierwszej. Oto
tabela dla liczby 5525 =5 -5 -13 -17.

Liczba Czynnik 1,Czynnik 2.
5 241 2—1
5 241 2—1i
13 3421 [3— 20
17 4+ 1 4—1

Rysunek 17 Rozktad 5525 na czynniki pierwsze Gaussa

Gdy pomnozymy ze sobg osobno liczby zespolone z drugiej kolumny oraz te z trzeciej kolumny
to powstanie nam para liczb zespolonych reprezentujgca liczbe n — 5525.

Q+D)Q+0)@+2)(4+i)= —14 + 73i
2-0D2-0)@=-204-i)= —14—73i

Zauwazmy, ze moglismy te tabele skonstruowaé na kilka sposobéw. Poniewaz w pierwszym
wierszu zamiast 2 + 1,2 — i moglismy wpisa¢ 2 —i,2 + i. Gdy teraz pomnozymy ze sobg
odpowiednie kolumny powstanie nam nowa para. lle jest w takim razie mozliwosci na jakie
mozemy stworzy¢ tabele? Na pierwszy rzut oka mozemy stwierdzi¢, ze dla kazdej liczby
pierwszej mamy dwie mozliwosci, wiec iloé¢ kombinacji to 2iL0s¢ liczb pierwszych jact to jednak
wz0r btedny. Zauwazmy, ze majgc dwie pigtki (dwie pierwsze linie na rysunku 17), nie mozemy
z nich stworzy¢ 4 kombinacji, ale tylko 3 (w drugiej kolumnie mozemy wpisa¢: 2 + i, 2 + i lub
241, 2—1ilub 2—1i, 2—1i). | tak samo z innymi liczbami pierwszymi. Oznacza to, ze
poprawniejszy bytby wzér: (w; + 1)(w, + 1)(w3 + 1) ... gdzie w, to kolejne wyktadniki liczb
pierwszych. Na przyktadzie powyzej: 5525 = 5213117, czyli: wy = 2,w, = 1, w; =1,
UZywajgac powyzszego wzoru otrzymujemy:

w,+Dw, +Dws+1D)=C+1D)A+1)(A1+1)=322=12
Czyli istnieje 12 par liczb postaci a + bi i a — bi, takich, ze ich iloczyn jest réwny 5525.

Nalezy jednak zauwazy¢, ze powyzszy przyktad (5525) miat czynniki pierwsze tylko postaci
4k + 1. Co by sie stato, gdybysmy mieli liczbe postaci 4k + 3?

Liczba |Czynnik 1.|Czynnik 2.

3 ? ?
5 241 2—1i
5 241 241

13 34 2§ 3+ 2

Rysunek 18 Rozktad 975 na czynniki pierwsze Gaussa
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Otdz od razu pojawia sie ktopot. Nie mamy gdzie wpisaé trojki. Jezeli umiescimy jg w jednej
z dwdch kolumn, to ich iloczyny nie bedg o postaci a + bi, a — bi. Problem bytby rozwigzany,
gdyby byty dwie tréjki, albo cztery, albo jakakolwiek parzysta liczba tréjek. Poniewaz wtedy
moglibySmy je po rowno roztozy¢ miedzy te dwie kolumny (nie zmienia sie wtedy ilo$¢
kombinacji). Natomiast jezeli ich ilos¢ jest nieparzysta, to nie ma zadnego sposobu na
roztozenie czynnikéw (jest to rédwnowazne z tym, ze nie ma zadnych par a + bi,a — bi,
ktérych iloczyn to n).

Zostaje nam teraz tylko liczba 2. Nie jest ona ani postaci 4k + 1 ani 4k + 3. Dzieli sie ona na
1+1i,1—1i. Nalezy jednak zauwazyé, ze (1 —i)*i =1+ i — po pomnozeniu jednej z nich
przez i wychodzi nam druga. Oznacza to, ze przy wstawianiu tej pary do tabelki mamy tylko
jedng mozliwosé (a nie dwie), poniewaz zmiana czynnikdw miejscami jest rdwnowazne
z mnozeniem przez i lub —i. Nic to nie zmieni, gdyz te samg czynnos$¢ wykonujemy w pkt. 4.

Punkt 4 jest fatwy do zrozumienia. Kazdg z liczb wyjsciowych z punktu 3 mozemy , 0brdci¢”
w uktadzie kartezjanskim. Jest to réwnoznaczne z mnozeniem danej liczby zespolonej przez
1,—1,i lub—i. S3 4 sposoby na pomnozenie, wiec mnozymy wynik przez 4.

Mamy wiec teoretycznie tatwy sposdb na obliczenie ilosci punktéow kratowych znajdujgcych
sie na okregu o promieniu R (czyli vn). Wazne jest tu stowo ,teoretycznie”. Sg dwa zasadnicze
problemy z naszym sposobem. Pierwszy problem jest taki, ze musimy dang liczbe n podzielié
na czynniki pierwsze, a jak sie okazuje, nie jest to wcale takie proste. Drugim problemem jest
fakt, ze algorytm zawarty w punkcie 3 jest trudny do opisania (np. za pomocg funkcji).
Sprébujmy te problemy teraz rozwigzac.

Zacznijmy od drugiego. Otdz jednym ze sposobdw na usystematyzowanie algorytmu jest
zapisa¢ wtasciwe kroki:

1. Dzielimy czynniki pierwsze na 3 grupy: 4k + 1,4k + 3,2
Sprawdzamy wykfadniki dla kazdego czynnika postaci 4k + 3. Jezeli chociaz jeden jest
nieparzysty to wynikiem jest O.

3. lJezeli przy kroku 2 nie wyszto nam 0, to wynikiem jest iloczyn kolejnych sum
wyktadnikow czynnikéw pierwszych i jeden (czyli (wy + 1) (wy + D)(ws + 1) ...)

4. Czynnik pierwszy 2 nic nie zmienia.

Krok drugi mozemy roztozy¢ na taki wzor (prawda — 1, fatsz — 0):

(czy wy jest parzyste? )(czy w, jest parzyste? )(czy ws jest parzyste?)
(czy w, jest parzyste?) ...

Gdy wynik w/w wzoru pomnozymy z wynikiem kroku 3 bedziemy mieli jeden wzér na caty
algorytm.  Tylko jak teraz  bardziej  matematycznie  przedstawi¢  pytanie
»,CZy Wy jest parzyste?” (nie uzywajac logiki)? Mozna to zrobi¢ nastepujgco: podnosimy
p1(liczbe pierwsza o wyktadniku w;) kolejno do poteg: 0,1, 2, ..., w;. Nastepnie tworzymy
nowa funkcje f (x), ktéra daje wartos¢ 1 dla co drugiej potegi; i (—1) dla pozostatych. Mozemy
powiedzie¢, ze (czy w, jest parzyste?) = f(p{) + f(pD) + f(H) + -+ f(py*). Dla
uproszczenia powiedzmy, ze f(1) = 1. W tym przypadku nasze p jest postaci 4k + 3, co
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oznacza ze f(4k + 3) musi by¢ réwne (—1), poniewaz gdyby w; byto réwne 1, to w tym
miejscu zatrzyma sie suma, a wiemy ze w; jest nieparzyste, czyli wynik musi by¢ 0 (f(1) = 1,
wiec kolejna musi by¢ (—1)). A co jezeli w; = 2? Wtedy mamy: (4k + 3)? = 16k? + 24k +
9 =4(4k? + 6k +2)+1 =4m + 1, oznacza to, ze dla wszystkich liczb postaci 4k + 1
funkcja f przyjmuje wartos$é 1 (podobny argument jak poprzednio). Dalej mamy w; = 3, czyli
(4m+1) (4k+3)=16mk+12m+4k+3 =4(4mk+3m+k)+3=4j+3, i juz
ustalilismy, ze liczby tej postaci dajg (—1), co sie zgadza z nowym wzorem. Kolejne wartosci
w; powtarzajg sie: raz 4k + 3, a nastepnie 4k + 1.

Sprobujmy teraz te funkcje wykorzystaé do kroku 3. Okazuje sie to nadzwyczajnie proste. Ot6z
rozpisujemy je w doktadnie taki sam sposodb, jak przy kroku 2: f(p?) + f(p}) + f(p?) + - +
f(p‘l”l). Funkcje f mamy juz zdefiniowang, okazuje sie, ze poprawnie rowniez i dla tej sytuacji.
Otéz: (4k +1)?> =16k? +8k +1 =4(4k?>+2k) +1 =4m+ 1, czyli wszystkie potegi
4k + 1 réwniez beda postaci 4k + 1, a f(4k + 1) = 1, wiec f(p?) + f(pD) + fF(P?) +--- +
f(pl”l) =14+1+4+1+--4+1=w;+ 1 (taki wynik chcieliSmy otrzymag).

Zostaje jeszcze krok 4. Niewazine jaki jest wyktadnik liczby 2, zawsze wynik musi by¢ 1
(poniewaz chcemy ze sobg wszystko na koricu pomnozyé, a mnozenie przez 1 nie zmienia
wartosci liczby). Uzywajac jeszcze raz (zeby wszystkie liczby byly traktowane w ten sam
sposéb) wzoru f(p?) + f(pD) + fF(P?) +--- + f(p'l”l), wiemy, ze f(1) = 1, wiec wszystkie
pozostate czynniki musza byé réwne 0. Czyli f(2¥) = 0, dla uproszczenia mozemy pod te
grupe zakwalifikowac wszystkie liczby parzyste, czyli f(2k) = 0.

Sprébujmy potgczy¢ ze soby powyisze obliczenia, aby uzyskaé wzér na ilo$¢ punktéw
kratowych:

(F@ + fOD + -+ F(0r) (F@D + f@D) + -+ F(032)) (F@D + fD) + -
+1(PY?)) -

Nalezy zauwazy¢, ze zdefiniowana powyzej funkcja f jest multiplikatywna, czyli f(a) * f(b) =
f(a * b). Otéz znamy juz wzér funkgji f, jest to:

ldlax =4k +1
fx) = 0dlax =2k
—1ldlax =4k +3
Wystarczy teraz, ze pomnozymy ze sobg kazdy mozliwy przypadek i udowodnimy, ze jest to
funkcja multiplikatywna. Przypadkow tych jest 6:

1. f(4ky + 1) * f(4ky + 1) = f((4ky + 1) (4k, + 1)) = f(16k k, + 4kq + 4k, +
1) = f(4(4kiky + ki) +1) = f(Am +1) =1
fl4ki+ D) * f(4k,+1) =1%1=1

2. f(4ky +1) = f(2ky) = f((4ky + 1)(2k;)) = f(Bkrky + 2k;) = f(2(4krkz +
k;))=f(2m) =0
f(4ky + 1)+ f2ky) =1%0=0
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3. f(4ky + 1) = f(4ky + 3) = f((4ky + 1) (4ky + 3)) = f(16k,k, + 12k, + 4k, +
3) = f(4(4kyk, + 3k, + k) +3) = f(4m+3) = -1
f(dky+1) * f(4k, +3) =1 (-1) = -1

4. fQ2kqy) = f(2ky) = f((2k1)(2k2)) = f(4k,ky) = f(2Q2k1ky) = f2m) =0
f2ky) * f(2k;) =0x0=0

5. f(2ky) * f(4ky + 3) = f((2ky) (4ky + 3)) = f(8kyky + 6ky) = f(2(4kqk, +
3k;)) = f(2m) =0
fQRk) *f(4k+3) =0 (-1) =0

6. f(4ky +3) * f(4ky + 3) = f((4ky + 3)(4ky + 3)) = f(16k,k, + 12k + 12k, +
9) = f(4(4kik, +3k; + 3k, +2)+ D) = f(dm+1) =1
f(4ky+3) xf(4k; +3) = (D= (-1 =1

Wiedzac, ze funkcja ta jest multiplikatywna mozemy roztozyé nasz wzér na ilos¢ punktow
kratowych:

(F@ + fOD + -+ F(0r) (F@D + f@D) + -+ F(032)) (F@D + fD) + -
+ f(p‘3”3))

Otdéz mozemy wymnozy¢ ze sobg wszystkie nawiasy. Moze sie wydawaé, ze jest to
niepotrzebne komplikowanie wzoru, jednak takie wymnozenie jest bardzo przydatne.
Zauwazmy, ze mnozymy ze sobg na wszystkie sposoby potegi czynnikéw pierwszych liczby n.
Oznacza to, ze tworzymy dzielniki liczby n. Czyli powstaje nam nowy wzér postaci:

f(dy) + f(dy) + f(d3) + f(dy) + -

Gdzie d to dzielniki liczby n. Zauwazmy, ze przy okazji znikngt nam problem pierwszy. Nie
musimy juz dzieli¢ n na czynniki pierwsze.

Wréémy teraz wiec do uproszczonego wzory Picka z poczatku rozdziatu P = W + B. Suma
punktow kratowych na okregach o promieniach R jest réwna polu kota o promieniu r.
Oznaczmy funkcje dajacg ilo$¢ punktéw kratowych na danym okregu jako g(n), gdzie n to R2.
Czyli wzér na pole kota ma postaé

P = i g(n)
n=1

Pojawia sie jednak kolejny ktopot. Otéz skad mamy wiedzie¢ jakie sg czynniki pierwsze n.
Sprébujmy rozpisa¢ g(n) dla kilku pierwszych n.

g(1) = f(1)
92)=f)+f(2)

g3 =fM)+f(B3)

g =f+f2)+f4

Liczby pierwsze Kacper Btachut Strona 38



9(5) = f()+f(5)
g96)=f()+f(2)+f(3)+f(6)
9N =f)+f(7)

9@ =f)+f(2)+f(4)+f(®)
99 =f()+f3)+f(9)

g(10) = f(1) + f(2) + f(5) + f(10)
g9(11) = f(1) + f(11)

Moze sie wydawa¢, ze tylko skomplikowalisSmy sprawe. Zamiast rozktadu liczb pierwszych
musimy teraz zna¢ rozktad dzielnikdw liczb! Okazuje sie jednak, ze jest to niepotrzebne.
Sprébujmy utozy¢ powyzsze réwnania w kolumny:

g()= f(1)

9(2)= f(1)
g(3)= f(1)
gd)= f(1)
g(5)= f(1)
g(6)= f(1)
g(M= (1)
g@®)= f(1)
g(9)= f(1)
g(10)=f(1)
g(11)=f(1)

+£(2)
+£(3)
+£(2) +f(4)
+£(5)
+£(6)
+f(7)
+£(8)
+£(9)
+£(10)
+£(11)

+£(2) +£(3)

+f(2)
+£(3)
+(2)

+f(4)
+f(5)

Mozemy teraz zauwazy¢, ze kazda liczba ma jako dzielnik 1, co druga ma dzielnik 2, co trzecia

2
3, co czwarta 4, itd. Oznacza to, ze r? okregdéw bedzie miato we wzorze f(1), $rednio %

2
okregdéw bedzie miato f(2), $rednio % okregdéw bedzie miato f(3), itd. Musimy jeszcze ten

wzOr pomnozy¢ przez 4 (z punktu 4). Oznacza to, ze wzér na ilos¢ punktéw kratowych w kole
o promieniu r (suma ilosci punktédw na okregach), a zarazem na pole, wyglada nastepujgco:

r? r? r? r? r?
P=4(T*f(1)+?*f(2)+?*f(3)+z*f(4)+§*f(5)+"'>
:4r2(f(1)+f(2)+f(3)+f(4)+f(5)+m>

1 2 3 4 5
Wiemy takze, ze innym wzorem na pole kota jest P = mr?, wiec:

f2) f 3 f@ f (5)
3 "4 5 )

mr? = 4r? (f(l) +

f(2) f(3) f(4) f(5)
(f(1)+ sttt )

f(2) f(3) f(4) f(5) 0 -1 0 1
<f(1) 3 + 4 + 5 '>:<1+§+?+Z+§+---)
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Czyli wyznaczyliSmy wartos¢ liczby m, a do obliczen wykorzystalismy liczby pierwsze.
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8. Gestosc liczb pierwszych

W rozdziale 4 poruszyliSmy temat rozmieszczenia liczb pierwszych na osi liczbowej. Tutaj
rozwiniemy ten temat. Nie bedziemy zajmowaé sie pojedynczymi liczbami pierwszymi.
Sprébujemy odpowiedzie¢ na pytanie: jak gesto sg one roztozone? Matematycy wprowadzili
funkcje m(n) dajaca w wyniku ilo$¢ liczb pierwszych w przedziale od 1...n
(n € N). I tutaj taka mata dygresja: funkcja  nie ma nic wspdlnego ze statg m = 3,14.. (ktérej
wartos$¢ obliczaliSmy w poprzednim rozdziale), co wiecej funkcja m(n) (a wtasciwie jej nazwa)
zostata wprowadzona wczesniej niz oznaczenie statej. Zobaczmy jak wyglada wykres funkcji
n(n)gdyn €{1,2,..,10}.

ra [¥) .

2 4 it B 10
Rysunek 19 Wykres ilosci liczb pierwszych w przedziale od 1 do 10

Na wykresie mozemy zauwazy¢ linie pionowe, co oczywiscie ktéci sie z definicjg funkcji. Jednak
program, ktéry zostat uzyty — Wolfram Alpha — w ten sposéb wizualizuje te funkcje.
W przedziale [0,2) funkcja m przyjmuje oczywiscie wartos¢ O (brak liczb pierwszych). W
przedziale [2,3) jej wartos¢ wynosi 1. A potem schodkowo rosnie w gére. Wtasnie wykres tej
funkcji przypomina schodki i to dosé nieregularne - nieregularne jest przeciez rozmieszczenie
liczb pierwszych. Oddalmy sie troche od wykresu (tzn. zobaczmy wiekszy jego wycinek).

13 I

b

10 0 30 40 50

Rysunek 20 Woykres ilosci liczb pierwszych w przedziale od 1 do 50

Tutaj réwniez widzimy ,,schodki”, co sie stanie jezeli bedziemy sie jeszcze bardziej ,,oddala¢”?
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Rysunek 21Wykres ilosci liczb pierwszych w kolejnych przedziatach

Przy skali obejmujgcej pierwszy milion liczb naturalnych juz nie wida¢ zadnych schodkow,
oczywiscie przy miliardzie wykres bedzie jeszcze ,gtadszy”.
Sprébujmy natozy¢ na siebie wykresy m(n), %, oraz v/n aby oszacowa¢ w przyblizeniu ilos¢

liczb pierwszych w pewnych przedziatach

F—=
- 1 —_— _z"
[ 1 1 i
i (1] i 10

Rysunek 22 Wykresy ilosci liczb pierwszych oraz funkcji g ivn

Widaé, ze dla poczatkowych liczb naturalnych wykresy te przecinajg sie, ale pdzniej tendencja
jest stafa: Liczb pierwszych w przedziale [1,n] jest wiecej niz v/n, ale mniej niz g
WprowadZmy teraz pojecie gestosci zbioru liczb pierwszych w przedziale [1, n] jako stosunek
n(n)

ilosci liczb pierwszych do ilosci liczb naturalnych w tym przedziale —

Zobaczmy jakie wartosci przyjmuje tak zdefiniowana funkcja.
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n () r(n)
n

10 4 0,4000
100 25 0,2500
1000 168 0,1680
10000 1229 0,1229
100 000 9592 0,0959
1 000 000 78 498 0,0785
10000 000 664 579 0,0665
100 000 000 5761455 0,0576
1000 000 000 50847534 0,0508
10 000 000 000 455052511 0,0455
100 000 000 000 4118054 813 0,0412
1 000 000 000 000 37607912018 0,0376
10 000 000 000 000 346 065 536 839 0,0346
100 000 000 000 000 3204941 750 802 0,0320
1 000 000 000 000 000 29844570422 669 0,0298
10 000 000 000 000 000 279 238 341 033 925 0,0279
100 000 000 000 000 000 2623557157 654 230 0,0262
1 000 000 000 000 000 000 24 739 954 287 740 800 0,0247
10 000 000 000 000 000 000 234 057 667 276 344 000 0,0234
100 000 000 000 000 000 000 2220819 602 560 910 000 0,0222
1 000 000 000 000 000 000 000 21127 269 486 018 700 000 0,0211

r(n)

Rysunek 23 Wartosci funkcji t(n), -

Zwrocmy uwage, ze wraz ze zwiekszaniem sie zakresu n gesto$¢ zbioru liczb pierwszych

maleje. Oznacza to, ze im wieksze jest n tym ,rzadziej” roztozone sg liczby pierwsze. Nie znaczy

to oczywiscie, ze w okolicach miliarda nie ma liczb blizniaczych, réznigcych sie od siebie tylko
0 2. Méwimy tu o podejsciu statystycznym dla catego przedziatu. Sprébujmy do tej tabeli
dodac¢ jeszcze dwie kolumny: jedng, modwiacg o tym jaka czes¢ wszystkich liczb naturalnych

nie wiekszych od danej liczby stanowig liczby pierwsze, a drugg mowigca jak zmienia sie

poprzednia wartosc:
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(n n
n m(mn) El ) 7(n) A
10 4 0,4000 2,500 2,500
100 25 0,2500 4,000 1,500
1000 168 0,1680 5,952 1,952
10000 1229 0,1229 8,137 2,184
100000 9592 0,0959 10,425 2,289
1000 000 78 498 0,0785 12,739 2,314
10000 000 664 579 0,0665 15,047 2,308
100 000 000 5761455 0,0576 17,357 2,310
1 000 000 000 50847534 0,0508 19,667 2,310
10000 000 000 455052 511 0,0455 21,975 2,309
100 000 000 000 4118054813 0,0412 24,283 2,308
1 000 000 000 000 37607912018 0,0376 26,590 2,307
10000 000 000 000 346 065 536 839 0,0346 28,896 2,306
100 000 000 000 000 3204 941 750 802 0,0320 31,202 2,306
1000 000 000 000 000 29844570422 669 0,0298 33,507 2,305
10 000 000 000 000 000 279238 341 033 925 0,0279 35,812 2,305
100 000 000 000 000 000 2623557 157 654 230 0,0262 38,116 2,304
1 000 000 000 000 000 000 24 739 954 287 740 800 0,0247 40,420 2,304
10 000 000 000 000 000 000 234 057 667 276 344 000 0,0234 42,725 2,304
100 000 000 000 000 000 000 2220819 602 560 910 000 0,0222 45,028 2,304
1 000 000 000 000 000 000 000 21127 269 486 018 700 000 0,0211 47,332 2,304
Rysunek 24 Wartosci funkcji m(n), %n) , %n)

Tutaj widzimy jak na dtoni, ze wartos¢ w ostatniej kolumnie wzrasta mniej wiecej stale (ok.
2,3). W kazdym wierszu zakres badanych danych wzrasta nam dziesieciokrotnie. Czy co$ nam
to mowi? Oczywiscie mamy zaleznos¢ logarytmiczng i to o podstawie ok. 2,3. | co? Przeciez to
podstawa logarytmu naturalnego (przyblizona oczywiscie)!

. . . , n . . . . ;s . .
A wiec mozna zapisa¢ m(n) = e Zobaczmy jak wygladajg powyzsze zaleznosci w tabeli:
mn
n w(mn) In(n) btad bezwzgledny
10 4 4,34 0,34
100 25 21,71 3,29
1000 168 144,76 23,24
10000 1229 1085,74 143,26
100000 9592 8 685,89 906,11
1000 000 78498 72382,41 6115,59
10000 000 664 579 620 420,69 44 158,31
100 000 000 5761455 5428 681,02 332773,98
1000 000 000 50847534 48254 942,43 2592591,57
10 000 000 000 455052 511 434294 481,90 20758 029,10
100 000 000 000 4118054813 3948131 653,67 169923 159,33
1,000 000 000 000 37607912018 36 191 206 825,27 1416705 192,73
10 000 000 000 000 346 065 536 839 334072678 387,12 11992 858 451,88
100 000 000 000 000 3204 941750802 3102 103 442 166,08 102 838 308 635,92
1000 000 000 000 000 29 844 570 422 669 28 952 965 460 216,80 891 604 962 452,21
10 000 000 000 000 000 279 238341033 925 271434 051 189 532,00 7 804 289 844 392,62
100 000 000 000 000 000 2623557 157 654 230 2554 673 422 960 300,00 68 883 734 693 925,00
1,000 000 000 000 000 000 24739 954 287 740 800 24 127 471 216 847 300,00 612 483 070 893 476,00
10 000 000 000 000 000 000 234057 667276344000 | 228576043106 975000,00 | 5481624 169 369 380,00
100000000 000000000000 2220819 602560910000 | 2 171472 409 516 260 000,00 | 49 347 193 044 651 000,00
1000 000 000 000000 000000] 21 127 269 486 018 700000 | 20 680 689 614 440 600 000,00 | 446 579 871 578 137 000,00

Rysunek 25 Wartosci funkcji t(n), ﬁ oraz btqd bezwzgledny
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Wydaje sie, ze chyba jednak gdzies wkradt sie btad. Przeciez btedy bezwzgledne wraz ze
wzrostem n rosng do niebotycznych rozmiardow. Ale, wiasnie jest jedno ,ale”. W ostatniej
kolumnie przedstawiono btedy bezwzgledne, to znaczy o jakg wartos¢ réznig sie m(n) oraz

_n
In (n)’

doktadnos¢ przyblizenia, aby zobaczy¢, ze jednak wszystko jest w porzgdku.

Dodajmy do tabeli jeszcze dwie nastepne kolumny zawierajgce: bfagd wzgledny oraz

n m(n) 1 1'] btad bezwzgledn bfad doktadnosé
n(n) a giedny wzgledny

1,00E+01 4 4,34 0,34 3,4294% 96,5706%
1,00E+02 25 21,71 3,29 3,2853% 96,7147%
1,00E+03 168 144,76 23,24 2,3235% 97,6765%
1,00E+04 1229 1085,74 143,26 1,4326% 98,5674%
1,00E+05 9592 8 685,89 906,11 0,9061% 99,0939%
1,00E+06 78498 72 382,41 6 115,59 0,6116% 99,3884%
1,00E+07 664 579 620 420,69 44 158,31 0,4416% 99,5584%
1,00E+08 5761455 5428 681,02 332773,98 0,3328% 99,6672%
1,00E+09 50 847 534 48 254 942,43 2592 591,57 0,2593% 99,7407%
1,00E+10 455052511 434294 481,90 20758 029,10 0,2076% 99,7924%
1,00E+11 4118054813 3948 131 653,67 169923 159,33 0,1699% 99,8301%
1,00E+12 37607 912 018 36 191 206 825,27 1416705192,73 0,1417% 99,8583%
1,00E+13 346 065 536 839 334072678 387,12 11992 858 451,88 0,1199% 99,8801%
1,00E+14 3204 941 750 802 3102 103 442 166,08 102 838 308 635,92 0,1028% 99,8972%
1,00E+15 29844 570422 669 28 952 965 460 216,80 891 604 962 452,21 0,0892% 99,9108%
1,00E+16 279 238 341 033 925 271434051 189 532,00 7 804 289 844 392,62 0,0780% 99,9220%
1,00E+17 2623557 157 654 230 2 554 673 422 960 300,00 68 883 734 693 925,00 0,0689% 99,9311%
1,00E+18 24739 954 287 740 800 24127 471 216 847 300,00 612 483 070 893 476,00 0,0612% 99,9388%
1,00E+19 234 057 667 276 344 000 228576 043 106 975 000,00 5481 624 169 369 380,00 0,0548% 99,9452%
1,00E+20 2220819 602 560 910 000 2171472 409 516 260 000,00 49 347 193 044 651 000,00 0,0493% 99,9507%
1,00E+21] 21127 269486018 700000 | 20680 689 614 440 600 000,00 | 446579 871578 137 000,00 0,0447% 99,9553%

Rysunek 26 Wartosci funkcji m(n), I btgd bezwzgledny oraz btgd wzgledny i doktadnos¢

In (n)

Pierwsza kolumna zostata zmodyfikowana, aby tabela byta bardziej czytelna. Widzimy teraz,

ze btad wzgledny wraz ze wzrostem n maleje, a doktadnosc¢ rosnie prawie do 100%.

Zobaczmy powyzsze zaleznosci jeszcze na wykresie, w zakresie n: 1-100:

-

Rysunek 27 Wykresy funkcji m(n), ﬁ w przedziale 1-100
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Wida¢ ,schodkowg nature” funkcji m(n) i zblizajgcy sie wykres ﬁ Natomiast jezeli

»odejdziemy” troche dalej — czyli zwiekszymy zakres n zobaczymy, ze wykresy obu funkcji s
bardzo zblizone.

Rysunek 28 Wykres funkcji m(n), ﬁ w przedziale 1-10 000 000

Wykres 28 pokazuje rowniez, ze funkcja ﬁ dos¢ dobrze przybliza ilos¢ liczb pierwszych

nieprzekraczajacych n.

Nie jest to oczywiscie dowdd matematyczny. Nieraz okazywato sie, zwtaszcza w temacie liczb
pierwszych, ze twierdzenia ,padaty” dopiero przy naprawde bardzo ogromnych liczbach.

Postugujac sie takimi (lub bardzo podobnymi obliczeniami) mtody Gauss — jeden
z najwybitniejszych matematykéw wszechczaséw, sformutowat podstawowe twierdzenie
o rozmieszczeniu liczb pierwszych wsrdd liczb naturalnych.

Twierdzenie 8.1 o liczbach pierwszych
Niech m(n) bedzie iloscig liczb pierwszych nieprzekraczajgcych n, wtedy

m(n)
m =1

lim

n — oo

In (n)

Czyli jezeli zwiekszamy n, to nasze przyblizenie jest coraz bardziej doktadne.
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9. Spirala Ulama

Nie mozna napisa¢ pracy na temat liczb pierwszych pomijajgc osiggniecia polskich
matematykow w tym zakresie. Najstynniejszg postaciag wsréd naukowcéw zajmujacych sie
liczbami pierwszymi jest Stanistaw Ulam. Legenda gtosi, ze podczas pewnego dtugiego
wyktadu w 1963r. Ulam z nuddw zaczat rysowac spirale kwadratowg poczynajac od 1:

3|7—36—35—34—33—32—3]|.
38 17—16—15—14—13 30

|| ||
39 18 5— 4— 3 12 29

A .
40 19 o6 1— 2 11 28

N N
41 20 7— 8— 9—10 27

| |
4% 21—22—23—24—25—26
43—44—45—46—47—48—49. ..

Rysunek 29 Liczby wpisane w spiral e kwadratowg

Nastepnie wykredlit wszystkie liczby poza liczbami pierwszymi.

- — — — — -3l
B il BN
5— — 3 29
o] R
19 — 2 11
O L
41 R
L |
T B = -
43— — — P —

Rysunek 30 Spirala Ulama

Juz na spirali 7x7 pokazanej powyzej widzimy zalgzki pewnych, wydawatoby sie, prawidtowosci
w rozmieszczeniu liczb pierwszych. Na niektorych przekatnych jest wiecej liczb pierwszych niz
na innych. Lepiej widac te prawidtowosci, gdy zwiekszymy zakres spirali np. 200x200 i zamiast
liczb bedziemy wstawia¢ w miejsce liczb pierwszych ciemne kropki. Biate (puste) miejsca
reprezentujg tutaj liczby ztozone.
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Rysunek 31 Spirala Ulama 200x200

Jezeli przyjrzymy sie powyzszemu rysunkowi zobaczymy, ze liczby pierwsze pojawiajg sie na

nim w sposéb, ktéry wydaje sie nam ,jakos” uporzadkowany. Ponizej przedstawiono dla

losowe rozmieszczenie liczb nieparzystych w podobnym zakresie 200x200

e

poréwnania

ELS

Rysunek 32 Losowy rozktad liczb w zakresie 200x200
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Zastandwmy sie teraz jak mozna wyjasni¢ uporzagdkowany (czesciowo) swiat liczb pierwszych
w spirali Ulama. Otéz konstrukcja spirali polega na ,zawijaniu” osi liczbowe;j.
Z jednowymiarowej osi X przechodzimy na dwuwymiarowa ptaszczyzne XY.

»
>

12 910 5% E]

petla 2 petla 3 petla 4

petla 4

petla 3

petla 2

petla 1

Rysunek 33 Sposdb przetozenia osi liczbowej na spirale

W spirali Ulama, jak wczesniej pokazalismy, liczby pierwsze pojawiajg sie zadziwiajgco czesto
na pewnych prostych. Najczesciej sg to proste diagonalne (skosne), ale czasami mogg nas tez
interesowacd proste poziome lub pionowe (na ktérych nie wystepujg w ogole liczby pierwsze,
badz wystepujg niezmiernie rzadko). Jak wyznaczy¢ réwnanie takiej prostej, tzn. rGwnanie
funkcji, ktérej wartosci nalezatyby do w/w prostej? Spirala Ulama to przestrzen
dwuwymiarowa, wiec narzuca sie pomyst z funkcjg kwadratowa. Ale jak go skonstruowac?

Na poczagtek matfa dygresja: Kazda funkcja kwadratowa f(n) = an?+bn+c da sie
przedstawi¢ w formie rekurencyjnej f(n+1) = f(n) +dn+ e o ile znamy ,wartos¢
poczatkowq” takiej funkcji f(1).

fn+1)=f(n)+dn+ e=an®>+bn+c
am+1D?+b-n+1)+c=an*+bn+c+dn+e

an*+2an+a+bn+b+c=an*+bn+c+dn+e

2an +a+b=dn+e => 2a=d oraza+b=e => azgorazbze—aze—g

Jezeliznamy f(1) to

f)=a-1?+b-1+c=a+b+c=>c=f()—a-b=f()—a—(e—a) =
f)—e
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A wiec przy zatozeniu, ze znamy wzér rekurencyjny f(n + 1) = f(n) + dn + e znajac
ponadto wartos¢ f (1) mozemy wyprowadzi¢ wzdér na funkcje kwadratowa postaci:

f(n)=an2+bn+cgdzie:a:§,b:e—g,czf(l)_e (1)

Sprobujmy wykorzystaé rekurencyjng metode tworzenia funkcji kwadratowej do sporzgdzenia
wzoru. Popatrzmy na rysunek 34
n =
54 3 21

ao

N

LY

1051 68|39 18| 5

[2Y
on
|

(24
N

=1 | Cn

Rysunek 34 Graficzna reprezentacja wyliczen funkcji kwadratowej dla liczb 5, 18, 39, 68, 105

fA)=5

fQRQ=f1O+2+3+3+4+1 kolor czerwony
fB)=f2)+3+5+54+6+2 kolor niebieski
fA=fB)+4+7+7+8+3 kolor zielony

fm+D)=fM)+(n+1D+Cn+1D)+C2n+1)+2n+2)+n
fm+1)=f(n)+8n+5
Podstawiajac do wzoru (1) mamyd = 8,e =5, f(1) = 5 czyli:
fm)=4n?+ (5 —-4)n+(5-5)
fn)=4n? +n

Czyli linia pozioma zaznaczona na rysunku 34 odpowiada przedstawionej powyzej funkgcji
kwadratowej.
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Zobaczmy jeszcze linie sko$ng przedstawiong na rysunku 35:

n-=
54 3 21
8
6
4
5. 61| 14 MIEEED
L¥ 7 N
21
43 q
73 7‘
111

Rysunek 35 Graficzna reprezentacja wyliczen funkcji kwadratowej dla liczb 7, 21, 43, 73, 111

Podobnie jak poprzednio korzystamy z rekurencji
Q) =7
fR)=fA)+3+3+4+4
f3A)=f2)+5+5+6+6
fA)=f3)+7+7+8+8

kolor czerwony
kolor niebieski

kolor zielony

fm+D)=fM)+Cn+1D)+C2n+1)+2n+2)+(2n+2)

fln+1)=f(n)+8n+6
Podstawiajgc do wzoru (1) mamyd = 8,e = 6, f(1) = 7 czyli:

fm)=4n?+ (6 —4)n+ (7 —6)

fm)=4n’>+2n+1
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100
64
36
16
4
[]
9
25
a9
81
121
Rysunek 37 Funkcja kwadratowa dla liczb Rysunek 36 Funkcja kwadratowa dla liczb 4,
1,9, 25,49, 81,121 16, 36, 64, 100
fn) =4n?2-4n+1 f(n) = 4n?
91
57
31
13
3
|:| 2 |11|28]53]8s6 |:|
Rysunek 38 Funkcja kwadratowa dla liczb 2, Rysunek 39 Funkcja kwadratowa dla liczb 3,
11, 28,53, 86 13,31,57,91
f(n)=4n?-3n+1 f(n) =4n%2—10n+7
Wszystkie proste (pionowe, poziome i skosne) na spirali Ulama majg postac

f(n) = 4n% 4+ bn + c. Mozna udowodni¢, ze dla b parzystego proste s3 sko$ne, natomiast dla
b nieparzystego linie s3 poziome, badZ pionowe. Nie wszystkie linie muszg zaczynac¢ sie od
srodka spirali, przy wiekszych wartosciach b i c linie zaczynajg sie dalej od srodka. Co wiecej
nie wszystkie poczatkowe wartosci funkcji lezg na proste;j.

101(100( 99 | 98|97 |96 | 95|94 93|92 |91

102| 65| 64 | 63| 62| 61| 60|59 | 58| 57| 90

103| 66|37 |36 35(34(33]32(31|56] 89

104| 67| 38|17 (16 |15(14| 13| 30| 55| 88

f(n) =4n%?+5

105/ 68139181 5| 4| 3 |12|129)|54]|87

106|691 40|19 6] 1| 2 |11|28|53| 86

1071701 41|20 7| 8 | 9 |10|27|52]|85

108] 71142121 |22 23|24 |25|26|51|84

109] 72|43 | 44| 45|46 | 47| 48|49 50| 83

1100 73| 74| 75| 76 | 77 [ 78 | 79| 80 | 81| 82 . . L. o .
Rysunek 40 Nie wszystkie wartosci poczqtkowe funkcji lezq na prostej

111)112(113]114(115|116( 117|118 119]| 120( 121
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Dlaczego tyle czasu poswiecitem opisujgc réwnania prostych na spirali Ulama? Okazuje sieg, ze
niektére funkcje kwadratowe generujg bardzo duzo liczb pierwszych (ang. prime-rich
quadratic polynomials).

Jedng z takich funkcji kwadratowych jest funkcja f(n) = n? + n + 41, gdzien € N, o ktérej
wspomniano juz w rozdziale 3. Funkcja ta generuje liczby pierwsze , nienaturalnie” czesto.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
41 | 43 | 47 | 53 | 61 | 71 [ 8 | 97 | 113 [ 131 | 151 | 173 [ 197 [ 223 | 251 | 281 [ 313 | 347 | 383 [ 421
20 | 21 22 23 24 | 25 26 27 28 | 29 | 30 [ 31 | 32 33 34 | 35 36 | 37 | 38 [ 39

461 | 503 | 547 [ 593 | 641 | 691 [ 743 [ 797 | 853 | 911 | 971 | 1033 | 1097 [ 1163 [ 1231 | 1301 [ 1373 | 1447 | 1523 | 1601
40 | 41 | 42 | 43 | 44 | 45 [ 46 | 47 | 48 | 49 | 50 | 51 | 52 [ 53 54 | 55 56 | 57 | 58 [ 59
1681 | 1763 [ 1847 | 1933 | 2021 [ 2111 | 2203 | 2297 | 2393 [ 2491 | 2591 | 2693 [ 2797 | 2903 | 3011 | 3121 [ 3233 | 3347 | 3463 [ 3581
60 | 61 62 63 64 | 65 | 66 67 68 | 69 | 70 [ 71 | 72 | 73 74 | 75 76 | 77 | 78 [ 79
3701 [ 3823 | 3947 | 4073 [ 4201 | 4331 | 4463 | 4597 [ 4733 | 4871 | 5011 | 5153 | 5297 | 5443 [ 5591 [ 5741 | 5893 [ 6047 | 6203 | 6361
80 | 81 82 83 84 | 8 | 8 [ 87 | 88 | 8 [ 90 | 91 | 92 | 93 [ 94 | 95 9% | 97 | 98 [ 99
6521 | 6683 | 6847 [ 7013 [ 7181 | 7351 [ 7523 | 7697 | 7873 | 8051 | 8231 | 8413 | 8597 | 8783 | 8971 | 9161 | 9353 | 9547 | 9743 | 9941

Rysunek 41 Liczby pierwsze generowane przez wielomian n?> + n + 41 w zakresie 0-99

W pierwszej setce liczb naturalnych (i zera) tylko dla 14 wartosci n funkcja daje wartosci ztozone.
Dla pozostatych 86 s3 to liczby pierwsze. A wiec 86% wartosci funkcji kwadratowej
f(n) =n?2+n+41dla0 < n <99 daje w wyniku liczbe pierwsza.

A co dzieje sie gdy rozszerzymy zakres? Na rysunku 42 przedstawiono wyniki badanej funkcji
dla n z zakresu od 0 do 999 (dla przejrzystosci pokazujemy juz w tej tabeli tylko liczbe n, a nie
jak powyzej ni f(n)). | co sie okazuje? Na 1 000 wynikéw 581 jest liczbami pierwszymi, co
stanowi 58% catosci. Wynik duzo mniejszy niz poprzednio. Ale gdy poréwnamy go z iloscig
liczb pierwszych mniejszych od 1 000 (czyli 168) jest ich dalej zaskakujgco duzo.

0 1 2 Bl 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19
2 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 il 52 53] 54 55 56 57 58 59

840 | 841 | 842 | 843 | 844 | 845 | 846 | 847 | 848 | 849 | 850 | 851 | 852 | 853 | 854 | 855 | 856 | 857 | 858 | 859 Rysunek 42 L/'czby pierwsze generowane przez
860 | 861 | 862 | 863 | 864 | 865 | 866 | 867 | 868 | 869 | 870 | 871 [ 872 [ 873 | 874 | 875 | 876 | 877 | 878 | 879 i A 2 3
880 | 831 | 882 | 883 [ 884 | 885 | 886 | 887 | 888 | 889 | 890 [ 891 | 892 | 893 | 894 | 895 | 896 | 897 | 898 [ 899 wielomian n“ +n + 41 w zakresie 0-999

980 | 981 | 982 | 983 | 984 | 985 | 986 | 987 | 988 | 989 | 990 | 991 | 992 | 993 | 994 | 995 | 996 | 997 | 998 | 999

Liczby pierwsze Kacper Btachut Strona 53



Funkcje f(n) = n? + n + 41 mozemy oczywiscie zapisa¢ w postaci: 4f(n) = 4n? + 4n +
164, a taka funkcja tworzy prostg skosng w spirali Ulama.

Podsumowujgc: linie skosne, ktére tak fadnie wida¢ na spirali Ulama, to wfasnie linie
generowane, przez funkcje zwane z angielskiego prime-rich quadratic polynomials.
| przeciwnie niektdre funkcje dajg tylko i wytgcznie liczby parzyste (a wiec nie bedace liczbami
pierwszymi /z wyjatkiem dwdjki/) np. 4n? + 2n + 4. Te proste odpowiedzialne sg znowu za
»puste aleje” na spirali Ulama.
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10. Wz6r Pentagonalny Eulera

Liczenie podziatéw liczb (w sensie sumowania — zobacz tabela 1 - ponizej) jest operacjg bardzo
skomplikowang. Problem ten zawsze stanowit duze wyzwanie dla matematykdéw. Juz Euler
zaproponowat pewny algorytm podziatu liczb. Sam sposéb liczenia Eulera nie zawierat liczb
pierwszych, ale jezeli nieznacznie zmienimy definicje ciggu wprowadzonego przez tego
matematyka, to powstanie nam szereg ilosci dzielnikéw kolejnych liczb. A to juz jeden krok do
znalezienia liczb pierwszych. Wystarczy, ze w ciggu znajdziemy liczbe dwa. Wszak liczby
pierwsze majg tylko dwa dzielniki.

Zaczniemy od czego$ prostszego. Zatdzmy, ze chcemy policzy¢ na ile sposobdédw mozna
przedstawi¢ liczbe n jako sume liczb naturalnych. Na przyktad dla n =5 mamy takie
mozliwosci:

5

441

342

2+4+3

1+4

3+41+1

24+2+1

24+14+2

Tabela 1 1+3+1
14242
1+1+4+3
24+1+1+1
1+24+1+1
1+14+2+1
1+414+142
1+14+1+1+4+1

Jest ich 16. Ale czy mozemy znalezé wzor ogdlny?

Zaczynajgc od postaci 14+ 14+ :-4+1+4+1 mozemy kazdy z +-séw ,usunac¢” poprzez
dodawanie liczb po jego dwdch stronach. Ponadto kazdy z tych znakédw mozemy albo usungé
(poprzez dodanie liczb po jego stronach) albo nie, co oznacza, ze kazdy ma jakby dwa stany.
Na poczatku znakéw jest zawsze n — 1, wiec wzér na ilos¢ podziatéw to 2™ 1.

Jest to dosyc¢ tatwy wzor. Ale mozna zauwazy¢ pewng rzecz. W naszym przykfadzie dlan = 5
wiele podziatdéw sie powtarza, tylko ze liczby sg w innej kolejnosci, a przeciez operacja
dodawania jest przemienna (a + b = b + a) wiec takie podziaty sg tozsame. Takie grupy
powtarzajgcych sie podziatéw zaznaczono ponizej w identycznych kolorach:
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2+1+2

1+2+2

2+1+1+1
1+2+1+1
1+1+2+1
1+1+1+2
1+1+1+1+1

Gdyby te wszystkie powtarzajgce sie podziaty zredukowaé do jednej wygladatoby to tak:

1+1+14+14+1
Zostato tylko 7 mozliwosci! Okazuje sie, ze taki sposéb na podziat jest o wiele ciekawszy.

Mozemy teraz stworzy¢ cigg (s), gdzie s, to ilos¢ mozliwosci na jakie mozemy przedstawic¢
liczbe n w powyzszy sposéb. Poczatek tego ciggu wyglada nastepujgco:

1,2,3,5,7,11,15,22,30,42,56,77,101, 135,176,231, 297,385,490, 627 ...  <1>

Mozemy zauwazy¢, ze w/w cigg ma dziwne wtasnosci. Na poczatku (1, 2, 3, 5) wyglada jakby
to byt cigg Fibbonaciego (bez pierwszej jedynki). Nastepnie (1, 2, 3,5, 7, 11) jakby to byty liczby
pierwsze (oraz 1). Niestety po 11 wszystko zaczyna sie psuc i trudno znalez¢é wiecej zaleznosci.

Euler byt zainteresowany w/w ciggiem i postanowit znalez¢ jego wzoér ogdlny. Poszedt tropem
Fibbonaciego. Uznat, ze oprécz dodawania dwdch ostatnich liczb, co bedzie jezeli odejmiemy
jakas dalszg? Dla przypomnienia gdyby to byt cigg Fibbonaciego to wzér wygladatby
nastepujaco:

Sn = Sp—1 + Sn—2

Euler zaproponowat, zeby przed pierwszg jedynka dodac jeszcze jedng (tak aby bardziej
przypominat on cigg Fibbonaciego: s, = 1,s; = 1) oraz, zeby niektére wyrazy ciggu
wystepujgce wczesniej dodawac i odejmowac.
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Zacznijmy od zwyktego wzoru: s, = s,_1 + S,_,. Daje on nam (na czerwono zaznaczono
liczby, ktdre nie zgadzaja sie z oryginalnym ciggiem (s)):

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233,377,610, 987,1597,2584, 4181, 6765, ...

Teraz podazajmy tak jak Euler. Pierwszy wyraz, ktory nie zgadza sie z <1> to 8 na pigtym
miejscu (zaczynamy od zera) w ciggu. Tam powinna by¢ 7. Aby otrzymaé poprawny wyraz
musimy odjaé 1. Takg wartos¢ w ciggu mamy na miejscu zerowym. czyli: s, = Sp_1 + Sp_2 —
Sp—s. Wymieniony wzor daje nam cigg postaci:

1,1,2,3,5,7,11, IGHSSES2NN

16 jest wieksze niz 15 (poprawna w ciggu <1>), wiec musimy odjgé¢ jeszcze raz:
Sp = Sp—1 + Sp—2 — Sp—s — S,,_7. Ciag zgadza sie troche lepiej (ale nadal psuje sie po pewnym
czasie). Nastepnie wiec dodajemy lub odejmujemy kolejne zmienne wartosci dopdki nie
otrzymamy poprawnego wzru. Eulerowi udato sie udowodnié, ze takie podejscie faktycznie
zadziata. Udowodnit takze, ze znak liczb, ktére dodajemy zmienia sie co 2, czyli:

Sn = Sn—my + Sn-my, — Sn-m3z — Sn-my, + Sn—ms + Sn-mg — Sn-m, —

Teraz pozostaje pytanie jak znalez¢ liczby m4, m,, ms, ...? Otéz mozemy stworzyc¢ kolejny cigg!
Nazwijmy go (m):

1,2,5,7,12,15,22,26,35,40,51,57,70,77,92,100, 117,126, 145, 155,176,187, ... <2>

Wyglgda on rownie dziwnie jak nasz oryginalny cigg <1>. Ma on takze ciekawe wtasnosci. Na
przyktad jezeli na podstawie ciggu (m) stworzymy nastepny szereg poprzez odejmowanie od
siebie dwéch kolejnych wyrazéw otrzymujemy:

1,3,2,53,7,4,9,5,11,6,13,7,15,9,17, ...
Teraz patrzac na co drugi element ciggu mozemy zobaczy¢ albo:
1,2,3,4,56,7,8,9, ...
Albo:
3,5,7,9,11,13,15,17, ...

Widzimy od razu, ze wyrazami pierwszego ciggu sg liczby naturalne, natomiast drugiego sa
liczby nieparzyste (z pominieciem 1). Dzieki tym dwom prostym ciggom mozemy ciggle
dopisywac kolejne wyrazy do ciggu (m). Trudno jednak na ich podstawie stworzy¢ tadny wzér.
Popatrzmy wiec jeszcze raz na ciagg (m): 1,2,5,7,12,15,22,26,35,40,51,57,70,
77,92,100,117, ... Euler zauwazyt tu pewng wtasnosé. Otédz co druga liczba (zaczynajac od 1)
jest liczba pieciokatna (pentagonalng). Ale co to wiasciwie jest liczba pieciokatna? Otéz jest to
ilos¢ punktow jakie sg potrzebne, aby skonstruowaé pieciokat foremny o boku n. Wzér
opisujacy liczby pieciokatne to:

3n?—n

P(n) = 5

Sprawdzmy, czy sie zgadza. Kolejne liczby pentagonalne to:
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1,5,12,22,35,51,70,92,117,145,176, 210, 247, ...
Przypatrzmy sie na nasz cigg (m):

l’ 2' ll 7’ -’ 15’ -I 26) -I 40) -I 571 -I 771 -l 100’ -l 126’ -’ 1551 -' 187’ e

Zgadza sie sg to kolejne liczby pentagonalne! Ale co z pozostatymi? Euler dalej podazat
szlakiem liczb pentagonalnych. Postanowit popatrze¢ jakie wartosci przyjmuje P(n) dla
ujemnych n. Okazuje sig, ze i tutaj mu sie udato, gdyz otrzymat nastepujacy ciag:

2,5,15,26,40,57,77,100, 126, 155,187,222, 260, ...

Tworzy on pozostate wyrazy w ciggu (m). Oznacza to, ze wzdr ogdlny ciggu () ma postac:

me=p(0r )

Jest to wzdr ciggu zwanego ,uogodlnionym ciggiem pentagonalnym”. Teraz mozemy
zdefiniowac nasz poczatkowy ciag (s) jako:

Seo =0

So=1

s;=1

Sp = Z Sm, * (—1)[717_1J Z ( 1)n+1[n] * (— 1)[" 1J _

n=1 n=1

=25 (oo " P =

n=1

Jest to wzér skomplikowany, ale poprawny. Wiedzac teraz jak liczy¢ kolejne wyrazy w tym
ciagu, sprobujmy znalez¢ potaczenie z liczbami pierwszymi. Otéz gdyby uzna¢, ze s, nie musi
koniecznie by¢ réwne 1, ale opierajac sie nadal na tej samej definicji, to powstang nam nowe
ciekawe ciagi. Jednym z nich jest cigg, w ktédrym wartosé s, przyrownujemy do n. Oznacza to,
ze dla kazdego kolejnego wyrazu w ciggu s, wzrasta o 1 (taki ciekawy ciag, gdzie zerowy wyraz
ciggu nie jest staty). Gdy bedziemy tak kontynuowa¢ powstanie nam ciag:

1,2,2,3,2,4,2,4,3,4,2,6,2,4,4,5,2,6,2,6,4,4,2,8,3,4,4,6, ...

Moze sie wydawaé, ze ten cigg jest nudny. Jednak po gtebszym przyjrzeniu sie mozna
zauwazyé, ze jest to ciag ilosci dzielnikdw n. Na przyktad dla n = 12 wyraz ciggu przyjmuje
wartos$é 6, poniewaz 12 ma 6 dzielnikéw: 1, 2,3,4,6,12. Oznacza to, ze liczby pierwsze s3
oznaczone w tym ciggu cyfrg 2 (kazda liczba pierwsza dzieli sie tylko przez 1 i samg siebie).
Znalezlismy wiec sposdb na szukanie liczb pierwszych! Jest to teoretycznie dobry sposéb, gdyz
nie sprawdzamy zadnych podzielnosci. Jednak w praktyce okazuje sie by¢é on niezbyt
skuteczny, poniewaz aby obliczy¢ kolejny wyraz w ciggu trzeba znaé wszystkie poprzednie.
Ktopot nie jest tutaj w obliczaniu poprzednikdéw, ale w przechowywaniu ich w pamieci. Na
przyktad chcac obliczyé¢ dzielniki n = 1000000 trzeba przechowywaé wszystkie wczesniejsze
wyrazy, ktérych jest 999999.
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11. Hipoteza Riemanna

Leonard Euler rozwigzat sformutowany sto lat wczesniej tak zwany Problem Bazylejski:

=1 1 1 1 ,

n=1

2
Euler udowodnit, ze powyziszy cigg ,zbiega sie” do % (gdzie m = 3,14..). Dowdd ten
zainspirowat innego stynnego matematyka Bernarda Riemanna, ktéry uogdlnit wzor
z Problemu Bazylejskiego. Nowa funkcje oznaczyt grecka literg dzeta ¢.

1 1 1
((X)=F+§+3—x+"'

Dzisiaj w/w funkcja nosi nazwe funkcji dzeta-Riemanna. Jakie wartosci przyjmuje ta funkcja?
2

Euler udowodnit juz, ze {(2) = %. Dla x = 3 otrzymujemy rdéwniez szereg zbiezny

{(3) = 1,202 ... Zobaczmy tabele z kilkkoma wynikami funkcji {(x):

X J(x) Uwagi
7'[2
2 1,644934067 n”
6
3 1,202056903
77.'4
4 1,082323234 n*
90
5 1,036927755
7-[10
10 1,000994575 935:
20
20 1,000000954 174611 m
1531329465290625

Rysunek 43 Wartosci funkcji dzeta-Riemana dla poszczegdlnych liczb naturalnych

Powyzsza tabela pokazuje nam, ze dla x > 2 funkcja dzeta-Riemanna jest zbiezna. Stosowalismy
tutaj funkcje {(x) dla x € N, ale przeciez nic nie stoi na przeszkodzie, aby stosowag, jg dla
x € R. (Dlatego od poczatku oznaczatem zmienng przy funkcji dzeta jako x /rzeczywiste/,
a nie n /naturalne/).
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X {(x)

g 2612375349
NG 3,020737679
T 1176241738

Rysunek 44 Wartosci funkcji dzeta-Riemana dla poszczegdlnych liczb rzeczywistych

W powyzszych tabelach zawsze x byto wieksze od 1. Co sie stanie jezeli bedziemy chcieli
obliczy¢ wartos¢ funkcji ¢ dla liczb ujemnych? Dobrym przyktadem jest {(—1):
1 1 1

(D) =qg+gg+ggt=1+2+43+= o

Tak naprawde to {(—1) = — %, ale do takich obliczert wykorzystano inng definicje. Okazuje

sie, ze wykorzystujgc funkcje dzeta-Riemanna otrzymujemy szeregi zbiezne dla x > 1.
Oczywiscie mowimy tu o x € R. Riemann jednak spojrzat na problem bardziej ogdlnie.
Rozszerzyt dziedzine funkcji do liczb zespolonych s € C

1 1 1
((S) =F+§+§+
Ale jak przedstawi¢ ,wykres” funkcji majgcej za dziedzine zbidr liczb zespolonych C i zbior
wartosci rowniez C? Liczby zespolone przedstawiamy w dwoéch wymiarach. Czyli
dziedzina to dwa wymiary, przeciwdziedzina réwniez. Wiec taki ,wykres” powinien mie¢
cztery wymiary. | tu przychodza z pomoca komputery, a wtasciwie odpowiednie
oprogramowanie, ktére zmienia nam wartosci liczb zespolonych na kolory i ich jasnosci
(dwa wymiary). Czyli tak: na ptaszczyZnie mamy dziedzine funkcji (0§ X czes¢
rzeczywista, 0§ Y czes$¢ urojona liczby zespolonej. Natomiast na tej samej ptaszczyZnie
zaznaczamy wartos$ci funkcji r6znymi barwami oraz ich kolorami. Ponizej zamieszczono
probke takiego wykresu funkcji f(s) = s. Czyli wlasciwie definicja przypisania koloréw.

e

2

-1

-2
B3 2 a9 0 1 2 3

Rysunek 45 Kolorowany wykres czterowymiarowy funkcji f(s) = s
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Jak narysowac¢ wykres funkcji np. f(s) = s2 — 1;s € C? Wykres dla liczb rzeczywistych
wygladatby nastepujaco:

Rysunek 46 Wykres (dwuwymiarowy) funkgji f (x) = x? — 1

Jezeli zastosujemy ,kolorowanie” majace na celu przedstawienie wykresu
czterowymiarowego, to taka parabola wygladataby nastepujaco:

3

s 2 = 0 1 2 3

Rysunek 47 Wykres czterowymiarowy funkcji f(s) = s? — 1

Zauwazmy, ze w obu przypadkach miejsca zerowe tej funkcji wynoszg x; = —1 Ax, = 1. Na
rysunku 46 — na wykresie do ktdrego jestesmy przyzwyczajeni w szkole — miejsca zerowe
widzimy od razu, natomiast na rysunku 47 musimy sie dokfadnie przyjrzeé. Miejsca zerowe sg
w punktach, ktére sg czarne (im wartos$¢ wyniku jest mniejsza tym kolory sg ciemniejsze). Jezeli
popatrzymy sie na rysunek, to zobaczymy, ze te ,czarne punkty” majg wspétrzedne (-1,0)
i(1,0).

Czesto aby jeszcze bardziej uproscié rysunek —tak aby stat sie on bardziej czytelny rezygnujemy
z ,jasnosci” wykresu operujgc tylko kolorami. Tam gdzie obraz ciemnieje (wartosci funkcji sg
stosunkowo niskie) obraz staje sie nieczytelny.
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Rysunek 48 Kolorowany wykres funkcji f(s) = s bez jasnosci koloréw

Wykres przedstawiony na rysunku 48 jest o wiele czytelniejszy. Miejsca zerowe na takim
rysunku sg w miejscu gdzie spotykajg sie kolory podstawowe. W tak uproszczony sposéb
wczesniejszg parabole mozemy przedstawi¢ nastepujgco:

3

-3 -2 =1 0 1 2 3

Rysunek 49 Kolorowany wykres funkcji f (s) = s? — 1 bez jasnosci koloréw
Zauwazmy, ze miejsca zerowe funkcji y = s? — 1 s3 tatwiejsze do odczytania.

Jak zatem bedzie wygladat wykres {(s);s € C

-5

=10 =) 0 5 10

Rysunek 50 Wykres {(s); s € C (Re(s) >1)
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Niestety dla liczb zespolonych podobnie jak w przypadku liczb rzeczywistych funkcja dzeta-
Riemanna ma sens tylko dla s > 1. Riemann rozszerzyt analitycznie dziedzine funkcji { (tzw.
funkcja holomorficzna) do catego zbioru liczb zespolonych. W swojej pracy pokazat jak
rozszerzy¢ funkcje ¢ tak, aby dla argumentéow wiekszych od 1 redukowata sie do
przedstawionego wczesniej wzoru Eulera. Niestety opis rozszerzenia funkcji dzeta jest zbyt
skomplikowany, aby przedstawia¢ go w niniejszej pracy. Ponizej podamy tylko postac jaka
przyjmuje ta funkcja rozszerzona na caty zbiér liczb zespolonych (za wikipedia.org):

() = s ) . 20 () ter v

Piekne, prawda? Riemannowi tak udato sie rozszerzy¢ dziedzine, ze tylko w punkcie (1,0)
(jedynka rzeczywista i zero urojone) funkcja nie ma wartosci (widac to przy pierwszym utamku
powyzszej sumy, gdzie dla z = (1,0) mianownik przyjmuje wartos$¢ zero). Co wiecej dla
wszystkich argumentéw (-2n, 0) gdzie n € N, czyli wszystkich liczb majacych za czesc
rzeczywistg parzyste liczby ujemne i zero dla czesci urojonej, funkcja ,zeruje sie”. Wszystkie
miejsca zerowe takiej postaci nazywamy ,trywialnymi” miejscami zerowymi.

Zobaczmy teraz jak wygladatby wykres funkc;ji ¢.

Rysunek 51 Wykres {(s); s € C

Lub jezeli oddalimy sie troche od wykresu i go przeskalujemy:
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Rysunek 52 Przeskalowany wykres { (s);s €C

Widzimy, ze oprdécz miejsc zerowych na osi X (trywialnych) dos$é duzo ,,zer” jest takze na prawo
od osi Y. Przypomnimy, ze na tego typu wykresach miejsca zerowe sg tam, gdzie spotykajg sie
wszystkie kolory podstawowe. Matematycy okreslili dla funkcji dzeta-Riemanna pas pomiedzy
0i 1 na osi rzeczywistej (X) mianem paska krytycznego, a linie biegngca srodkiem tego pasa
jako linie krytyczng. Zaznaczmy teraz kilka pierwszych miejsc zerowych opisywanej funkgji.

Py
60

50

40

30f

20

Rysunek 53 Wykres Z (S ) z zaznaczongq prostq krytycznq

Sformutujmy stynng hipoteze Riemanna

Twierdzenie 11.1 Hipoteza Riemana

Wszystkie nietrywialne ,,zera” funkcji { lezg na prostej krytycznej.
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Dlaczego hipoteza Riemanna jest tak wazna? | dlaczego zajmujemy sie nig w pracy dotyczacej
liczb pierwszych? Przeciez do tej pory przy opisie funkcji dzeta-Riemanna nie padto ani jedno
stowo dotyczace liczb pierwszych. Riemann definiujgc funkcje dzeta chciat jeszcze doktadniej
przyblizy¢ funkcje m(n) — ilos¢ liczb pierwszych nie wiekszych od n. Okazuje sie, ze stosujgc
pewne poprawki zwigzane z miejscami zerowymi mozna bardzo doktadnie okresli¢ ilos¢ liczb
pierwszych w pewnych zakresach.

Jezeli pokazemy wykresy funkcji m(x) oraz jej przyblizenia wzorem Riemanna dla
poszczegblnych przyblizen nietrywialnymi miejscami zerowymi to okaze sie, ze wzoér Riemanna
bardzo doktadnie okresla funkcje m(x).

25
0 nontrivial zeros

20 |-

L i L

20 40 60 80 100

Rysunek 54 Wykres funkcji T(x) bez poprawek

25}
1 nontrivial zero

20 -

26 4‘0 60 Bb 160
Rysunek 55 Wykres funkcji t(x) z 1 poprawkq

25
2 nontrivial zeros

20 -

L L L L I
20 40 60 80 100

Rysunek 56 Wykres funkcji t(x) z 2 poprawkami
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25
4 nontrivial zeros

20 -

Zb 4‘0 6‘0 ﬁb 160
Rysunek 57 Wykres funkcji t(x) z 4 poprawkami
251

50 nontrivial zeros

20

20 20 80 80 100
Rysunek 58 Wykres funkcji z t(x) z 50 poprawkami

25|
200 nontrivial zeros

20 |-

20 40 60 80 100

Rysunek 59 Wykres funkcji t(x) z 200 poprawkami

Widzimy, ze wykres wzoru Riemanna i funkcji m(x) po zastosowaniu 200 poprawek
z nietrywialnych miejsc zerowych funkcji dzeta-Riemanna jest juz wtasciwie identyczny
z wykresem funkcji w(x).

Mozemy powiedzieé, ze Riemann podat doktadny wzér na rozmieszczenie liczb pierwszych, co
do tej pory byto Swietym Graalem dla matematykéw. Ale jest jeden problem. Hipoteza
Riemanna nie jest do tej pory udowodniona. Tak wiec przenidst on problem z jednego poziomu
na drugi. Teraz to udowodnienie Hipotezy Riemanna jest Swietym Graalem dla matematykow.
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12. Kryptografia

Mozna sobie zada¢ pytanie dlaczego liczby pierwsze, a w szczegdlnosci Hipoteza Riemanna,
sg takie wazne. Przeciez tego typu rozwazania sg pasjonujace, ale pewnie tylko dla pewnej
grupy ludzi, ktdrych mozna nazwac entuzjastami (moze nawet fanatykami) Matematyki (przez
duze M). Ale dla reszty? Otéz okazuje sie, ze liczby pierwsze majg zastosowanie w naszym
codziennym zyciu. Do czego sg potrzebne? Do szyfrowania! A szyfrowanie przydaje sie do
codziennych naszych kontaktéw. Na przyktad przy logowaniu sie na facebook’a, czy do banku.
Nie méwigc juz o zastosowaniach militarnych.

Jedna z metod szyfrowania tzw. RSA (od nazwisk Rivest, Shamir, Adleman) oparta jest na
liczbach pierwszych i tak zwanej arytmetyce modulo. Jak wyglada takie szyfrowanie? Sam
algorytm jest dos¢ prosty. Ponizej przedstawimy podstawowy opis tej metody. Niektéore
odmiany tej metody rdzinig sie od siebie, natomiast tutaj chcemy przedstawié¢ tylko
wykorzystanie liczb pierwszych, a nie sam sposoéb szyfrowania.

Weimy dwie liczby pierwsze p i q. Niech n bedzie iloczynem tych dwdch liczb
n=p-q a em)=(E-1)(@—-1) Weimy takze liczbe e taka, ze
e ‘k = 1 mod @(n). Liczby n oraz e stanowig tak zwany klucz publiczny, a liczba k jest
kluczem prywatnym. Klucz publiczny dostepny jest dla kazdego, kto chce na przyktad przestaé
zaszyfrowane dane do banku. Jezeli znamy klucz publiczny i mamy jaka$ informacje do
przekazania (dla uproszczenia niech informacja bedzie jakas liczbg oznaczong literg J) to
przesytamy jg wedtug algorytmu:

Algorytm szyfrowania RSA za pomocg klucza publicznego n oraz e jednostki
informacji (liczby) oznaczonej |

C = J¢ (modn)

| juz. To juz koniec algorytmu. Jednostka informacji (liczba) C jest juz zaszyfrowana. Znajomosé
klucza publicznego nie pozwala nam na odszyfrowanie wiadomosci. Do tego potrzebny jest
nam klucz prywatny. Ponizej przedstawiam algorytm deszyfrujacy:

Algorytm deszyfrowania RSA za pomoca klucza prywatnego k oraz klucza
publicznego n oraz e jednostki informacji zaszyfrowanej (liczby) oznaczonej C

Niech k = P (gD

Wtedy ] = C* (mod n)

Jednostka informacji (liczba) J jest juz odszyfrowana. Takze bardzo prosty algorytm, ktéry
wykorzystamy w nastepujgcym przyktadzie:
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Weimy litere M, ktérg chcemy zaszyfrowac. Liczby pierwsze, ktére bedg nam generowac
zarowno klucz publiczny, jak i prywatny, wybierzemy mate, aby mozna byto prowadzi¢
obliczenia.

Niech p =11, = 17. Wtedy n=p -q = 187,¢9p(n) = (p — 1)(q — 1) = 160. Wybieramy
takie e aby e -k = 1 mod ¢(n) dla pewnego k. Np. niech e = 7. Teraz musimy przeksztatci¢
dang do zaszyfrowania na liczbe. Mozemy do tego wykorzystac na przyktad tablice ASCII (patrz
rozdziat 2). W tabeli tej duzej literze M odpowiada liczba 77. Otrzymujemy:

C =J¢ (modn) =777 (mod 187)

Do dalszych obliczert wykorzystujemy zalezno$¢ a™™ = a™ -a™ oraz wzér z arytmetyki
modulo: (a -b)mod n = ((a mod n) - (b mod n))mod n

C =777 (mod 187) = (773 mod 187) - (77* mod 187)mod 187
— (456533 mod 187) - (35153041 mod 187) mod 187
= (66 -33)mod 187 = 2178 mod 187 = 121

A wiec litera M, ktdrej w tabeli ASCIl odpowiada liczba 77 zostata zaszyfrowana jako liczba 121.

Jak mozemy odszyfrowaé¢ zakodowang wiadomos$é? Przy pomocy klucza prywatnego k.
Obliczamy:

_(p-D@-D+1_1016+1_

k e 7

Liczba k to klucz prywatny potrzebny do deszyfracji.
J = C*modn = 121?23 mod 187 = 77

Oczywiscie kodujac informacje nie szyfrujemy kazdej litery osobno. Wtedy mozna bytoby
ztamaé szyfr stosujgc inne metody tamania. Na przyktad wykorzystujgc czestotliwosé
wystepowania poszczegdlnych liter w danym alfabecie. Szyfrujgc np. wyraz Matematyka
dzielimy go na grupy liter i te dopiero szyfrujemy. W praktyce, aby utrudnié¢ ztamanie szyfru
stosuje sie grupy zawierajgce nawet kilkadziesigt znakow.

Na czym polega genialnos¢ tego rozwigzania? Otéz mamy dwa osobne klucze, jeden do
szyfrowania, drugi do deszyfracji. Klucz publiczny, ktédrym szyfrujemy, nie moze by¢
wykorzystany do deszyfracji. Dlaczego? Przeciez jezeli znamy n oraz e mozemy prébowadé
roztozy¢ n na czynniki pierwsze i odwroci¢ proces. Nic prostszego. Oczywiscie, jezeli n jest
niewielkie mozemy prébowaé, ale jezeli liczby pierwsze p, ¢ wezmiemy znacznie wieksze, takie
na przyktad 150 cyfrowe, to liczba n bedzie 300 cyfrowa, a to juz wiekszy ktopot. W tej chwili
do szyfrowania uzywa sie kluczy, ktére w zapisie dwdjkowym majg 2048 bitdw, czyli dziesietnie
jest to liczba rzedu nawet 22948, Dziesietnie s3 to liczby 0 617 cyfrach, a znalezienie czynnikéw
pierwszych takich liczb w realnym czasie jest wtasciwie niemozliwe.

Metody faktoryzacji sg coraz bardziej zaawansowane. Ztamano juz klucz 512 bitowy. Kilka lat
temu pewnej grupie akademickiej udato sie ztamac¢ klucz 768 bitowy. Zajeto im to okoto 2 lata
i wykorzystywali w tym celu wszystkie komputery, ktdre byty w ich zasobach. Zaznaczyli przy
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tym, ze wydtuzenie tego klucza chociazby o kilka bitéw wydtuzytoby ten proces do nawet kilku
tysiecy lat.

Co ma z tym wszystkim wspdlnego Hipoteza Riemanna? Otéz, gdyby udato sie ja udowodnié,
to jak wspomniatem w poprzednim rozdziale poznalibysmy rozmieszczenie liczb pierwszych.
A to pozwolitoby udoskonali¢ i znacznie przyspieszy¢ proces faktoryzacji. Czyli moglibysmy
tamac szyfrowanie RSA. A to bytoby juz bardzo niebezpieczne. Wtasciwie wszystkie metody
szyfrowania we wspotczesnym Swiecie wykorzystujg metode RSA. Logowanie do komputeréw,
do mediéw spotecznosciowych, do bankdéw, instytucji rzadowych, a nawet do zasobdéw
wojskowych statoby sie niebezpieczne. Dlatego liczby pierwsze, a w szczegdlnosci Hipoteza
Riemanna sg tak wazne nie tylko dla matematykéw.

Liczby pierwsze Kacper Btachut Strona 69



13. Zakonczenie

Na tym konicze swojg prace na temat liczb pierwszych. Mimo, ze poruszytem tylko kilka
tematédw z nimi zwigzanych, dzieto to rozrosto sie do niematych rozmiaréw. Zajgtem sie
wiasciwie tylko tymi problemami, ktére zainteresowaty mnie w wiekszym stopniu niz
pozostate. Jest to bardzo trudny temat (chyba najbardziej skomplikowany z jakim do tej pory
sie spotkatem), mimo to bardzo fascynujgcy. Liczby pierwsze wystepujg wtasciwie w kazdym
dziale matematyki. Spotykamy sie z nimi nawet przy wydawatoby sie zupetnie odrebnych
tematach — jak chociazby wyliczanie liczby  (rozdziat 7) czy e (nieujete w tej pracy). Nic w tym
dziwnego, wszak liczby pierwsze stanowig jakby ,budulec” wszystkich pozostaty liczb -
poréwnuje sie je do atoméw w fizyce. Wspédtpraca fizykdw i matematykdow doprowadzita
jeszcze do jednego odkrycia. Otéz rozktad protonéw w jgdrze atomodw ciezkich jest zwigzany
z nietrywialnymi miejscami zerowymi funkcji dzeta-Riemanna, a wiec z rozktadem liczb
pierwszych.

Jest to koniec mojej pracy, ale na pewno nie koniec mojej przygody z liczbami pierwszymi.
Pozostato jeszcze duzo tematéw do poznania i do odkrycia ...
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