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WSTEP

Matematyka to krélowa nauk, w mysl stow Arystotelesa ,jest miarg wszystkiego”.
Starozytni Grecy uznawali muzyke za sztuke wywodzacg sie z matematyki. Analogie i zwigzki
miedzy muzyka i matematyka zostaty dostrzezone przez wielu wybitnych filozoféw,
matematykow jak i muzykow. Ja bedac uczniem klasy VI szkoty podstawowej i V klasy szkoty
muzycznej réwniez dostrzegam wiele podobienstw pomiedzy tymi dwoma dyscyplinami
nauki. W zwigzku z powyzszym, na bazie swoich i innych doswiadczen w tej pracy sprébuje
wykazad bliski zwigzek muzyki z matematyka. Do napisania tej pracy zainspirowat mnie filmik

pt. ,,Kaczor Donald w Krainie Matemagii”, ktéry poruszat kwestie muzyki i matematyki.

MUZYKA | MATEAMTYKA W EDUKACJI PRZEDSZKOLNEJ | WCZESNOSZKOLNEJ

Od najmtodszych lat, czyli od przedszkola muzyka jest wykorzystywana do
przyswajania przez dzieci matematyki. Dzieki muzyce nauka matematyki staje sie tatwiejsza
i przyjemniejsza. Poprzez dziatania muzyczne rozwija sie u dzieci zdolno$¢ spostrzegania,
pamie¢ i wyobraznia, a takze ksztattujg sie procesy myslowe czyli umiejetno$é analizy
i syntezy, indukcji i dedukcji, wyciggania wnioskéw, abstrahowania i poréwnywania. Dzieki
zajeciom muzycznym mozna tatwiej zrozumie¢ proste zjawiska matematyczne. Zajecia
muzyczno-ruchowe sprzyjajg zrozumieniu stosunkdw przestrzennych na ptaszczyznie oraz
réznicowaniu i nazywaniu figur geometrycznych. Dzieci doswiadczajg i poznajg takie pojecia
jak: potozenie, kierunek, wielkos$¢, ksztatt, proste figury geometryczne np. koto, kwadrat,
tréjkat. Na takich zajeciach dzieci doswiadczajg stosunkdw czasowo-przestrzennych typu:
ustalanie kolejnosci zdarzen, ustalanie réwnoczesnosci zdarzan, okreslanie tempa danego

utworu i okreslanie relacji wartosci rytmicznych nut wzgledem siebie.

Dtonie sg naturalnym instrumentem , ktéry zawsze mamy przy sobie. Dzieki klaskaniu
mozemy podkresli¢ ustyszany rytm (np. na koncercie), mozemy rytm ,,stworzy¢” lub
odwzorowa¢. Dtonmi mozina wyklaska¢ caty utwdér muzyczny, mozina tez nasladowad

obserwowane rytmiczne wzory matematyczne.



WARTOSCI NUT JAKO UtAMKI

Pierwszg rzeczg w muzyce, ktéra nawigzuje do matematyki sg wartosci nut. W ,,jezyku

matematyki’”’ mozna powiedzie¢, ze sg to utamki. Sprébujmy, wiec zamienié nuty na utamki
1

np. ¢wierénuta (J) to jest 2 cata nuta (o) to po prostu 1. Ponizej przedstawiona jest

ilustracja, ktéra pokazuje uktad nut i ich wartosci.

PODZIAL REGULARNY WARTOSCI NUT
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ODCINKI

W matematyce mierzymy odcinki. W muzyce odcinki mozna dostrzec wszedzie.
W instrumentach muzycznych, w dzwiekach, ktore moga byé diuzsze lub krétsze. Odlegtosci
(odcinki) miedzy diwiekami nazywamy interwatami np. sekunda mata/wielka, seksta

mata/wielka lub tryton, czyli kwarta zwiekszona lub kwinta zmniejszona i inne.

Muzyka jest tak matematyczna, poniewaz jej podstawowe zasady opierajg sie na
fizyce diwieku. Grecy wczesnie zdali sobie sprawe, ze rdine proporcje dtugosci struny
powodujg rdozne odstepy miedzy skokami. Jesli struna zostanie zmniejszona o potowe,
czestotliwosé, z jaka wibruje, jest podwojona, a wysokos$é tonu wzrasta o jedng oktawe. Jesli
struna zostanie zredukowana do dwdch trzecich jej pierwotnej dtugosci, jej czestotliwosé

wzrosnie do 3 potdwek jej oryginatu, a wysokos¢ tonu wzrosnie o jedng pigta.



INTERWALY

O interwatach wspominatam juz wczesniej, ale tutaj napisze o nich dokfadniej. Po pierwsze
interwaty zapisujemy pod postaciami cyfr; np. 8 to oktawa, 5 to kwinta czysta, 2 to sekunda
itd. Kazdy interwat sktada sie z tondéw i poéttondw, ktére najtatwiej liczy sie na klawiaturze

fortepianu lub pianina. Ponizej przedstawiony jest obrazek, ktéry pokazuje jak liczy sie

pottony.
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ZBIORY

W matematyce waznym pojeciem sg zbiory i podzbiory. Kazdy zbidr jest jednoznacznie wyznaczony
przez swojg zawartos¢ (tzn. istnieje tylko jeden zbiér ztozony z zadanych elementéw), przy czym
kazdy element moze naleze¢ do danego zbioru badz nie (tzn. element nie moze nalezeé¢ do zbioru np.

»dwukrotnie”).

Zauwazmy, ze kazda orkiestra, to takze zespodt, zbiér ztozony z elementéw-muzykow. W skiad
orkiestry wchodzg muzycy grajagcy na rdéznych instrumentach. Kazdy utwér jest pisany przez
kompozytora z myslg o konkretnym sktadzie orkiestry. Obserwujgc grajaca orkiestre mozna wyrdéznic

rézne podzbiory przyjmujac rézne kryteria podziatu. Podziat ze wzgledu na:
- rodzaje instrumentéw na jakich grajg muzycy (dete, smyczkowe, perkusyjne itp.);
- wielkos$¢ instrumentu na jakim grajg muzycy;

- umiejscowienie muzyka wzgledem dyrygenta (po prawej lub po lewej stronie, na wprost).

ZNANI MATEMATYCY, A MUZYKA

Kolejnym powigzaniem, lub nawet ciekawostka jest to, ze znani matematycy wykorzystywali

instrumenty i muzyke do swoich obliczen. Przyktadem moze byc¢:
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Albert Einstein

Einsteina znamy gtéwnie jako naukowca, ale grat on tez na skrzypcach. Nauke gry na tym
instrumencie rozpoczat w wieku 6 lat. Albert Einstein opublikowat ponad 300 prac
naukowych, a niektére z nich to: opis i wyjasnienie ruchéw Browna — kolejny dowdd
istnienia atoméw, jedne z pierwszych spekulacji o tunelach czasoprzestrzennych, ogdlna
teoria wzglednosci — nowa teoria grawitacji ttumaczaca zjawiska grawitacyjne
geometrycznymi wtasnosciami (wtasciwosciami) zakrzywionej przez mase lub energie
czasoprzestrzeni.

Fizyk przyznat tez, ze zawsze chciat, aby jego teorie byty spdjne, estetyczne i harmoniczne.
Uwazat, ze muzyka moze mu w tym wtasnie pomdc. Powiedziat tez, ze mysli o nauce
w kategoriach obrazow i intuicji, czesto wywodzacych sie bezposrednio z jego doswiadczen
muzycznych. Dopiero pdzniej przeksztatca je w logike, stowa oraz matematyke.
Pomimo wzlotéw i upadkéw zwigzanych znaukg, Einstein kontynuowat gre na

instrumencie do konca zycia, méwiac: Najwiekszqg radosc sprawia mi zycie z moich skrzypiec.

Pitagoras

Muzyke za pomocg narzedzi matematycznych zaczeto badaé juz w VI w.p.n.e. Zajmowat sie
tym nie byle kto, bo sam Pitagoras. Zatozyt on szkote religijno-filizoficzng w Krotonie.
W dzisiejszych czasach ucznidw tej szkoty, niektdrzy mogliby uzna¢ za fanatykdw, poniewaz
oni uwazali, ze caty wszechswiat jest ,,zbudowany z liczb” i ze wszystko mozna okresli¢ jako
utamek. Wiekszo¢ badan Pitagorasa wykraczato poza realistyczng filozofie dla wiekszosci

0sob. Dziato sie tak poprzez monochord — instrument z tylko jedng strung. Jednak dla


https://pl.wikipedia.org/wiki/Ruchy_Browna
https://pl.wikipedia.org/wiki/Atom
https://pl.wikipedia.org/wiki/Tunel_czasoprzestrzenny
https://pl.wikipedia.org/wiki/Og%C3%B3lna_teoria_wzgl%C4%99dno%C5%9Bci
https://pl.wikipedia.org/wiki/Og%C3%B3lna_teoria_wzgl%C4%99dno%C5%9Bci
https://pl.wikipedia.org/wiki/Grawitacja

badacza miat on wielkie znaczenie. Pitagoras analizowat za jego pomocg, jak zmieniajg sie
odlegtosci miedzy dzwiekami dzielgc strune w réznych stosunkach. Odkryt, ze utamki, ktére
w mianowniku majg liczbe naturalng, a w liczniku 1 sg najprzyjemniejsze dla ucha. Odkryt

w ten sposdb jeden z fundamentéw systemu muzycznego.

ZNANI MUZYCY A MATEMATYKA

Haydn oraz Mozart, znani muzycy, grali w gre matematyczng polegajgcg na ukfadaniu
kolejnych taktéw melodii w zaleznosci od wynikdw rzutu kosémi do gry. Arnold Schonberg
podsumowat zwigzek pomiedzy liczbami, a diwiekami. Nazywamy to dodekafonig, czyli
systemem komponowania, w ktorym nalezy uzyé 12 dzwiekdéw, w taki sposéb, aby kazdy

pojawit sie w serii, ale zaden sie nie powtorzyt.




MUZYCZNA GEOMETRIA

Kompozytorzy nie zawsze s3 $wiadomi tego, ze uzywajg poje¢ geometrycznych w swoich
utworach. Przyktadem moze by¢ tzw. rak, czyli tak jakby symetria. Rak oznacza, ze dany
fragment melodii powtarza sie do korica kompozycji, tylko ze zapisany jest w odbiciu
lustrzanym. Mozna wiec tu widzie¢ nawigzanie do symetrii osiowej. Nastepnym przyktadem
moze by¢ repetycja. Oznacza ona zagranie danej czesci melodii jeszcze raz. Tréjdzwieki tez
majg wiele wspdlnego z geometrig. Popatrzmy na to z muzyczne] perspektywy. Jedna
»gama” ma 8 podstawowych dzwiekéw, w czym pierwszy z nich sie powtarza, wiec skoro
jeden sie powtarza powiedzmy, ze jest tam 7 rdézinych dziwiekéw. Jesli jest tam siedem
roznych dzwiekow, jest i siedem bokdéw, a siedem bokéw ma siedmiokat. To jednak nie
wszystko, kazdy dZzwiek taczy sie z kazdym, wiec jezeli mamy tréjdzwieki w kazdym z nich sg
tylko 3 dzwieki, a 3 dzwieki to 3 boki, a 3 boki to tréjkat. Podsumowujgc ,,gama” tworzy

siedmiokat, a kazde dzwieki tworzg tréjkat.

Pojecia geometryczne pojawiajg sie tez, gdy patrzymy na grajgca orkiestre. Wielu muzykéw
gra na instrumentach, ktére majg o$ symetrii. Mozna takze przyporzagdkowywa¢é instrumenty
do klasycznych figur lub bryt. Niektore z par sg oczywiste np. tréjkat-tréjkat, talerz-koto, inne

juz nie np. beben-walec.



METRONOM

W mojej pracy warto tez wspomnie¢ o metronomie. To rodzaj zegara (pierwszy zbudowat
wiedenski zegarmistrz Johann Maltzel w 1815 roku), od ktdérego rdini sie tym, ze nie
odmierza jednej jednostki czasu (sekundy), ale daje uzytkownikowi mozliwo$¢ wyboru, jaka
jednostka czasu bedzie odmierzana. Metronom wystukuje na ogot podstawowg jednostke

metryczng: ésemke w takcie 3/8, ¢wiartke w metrum 2/4 itd.

Wielu kompozytoréw np. Ludwika van Beethoven, uzywato metronomu do oznaczania
tempa swych utwordw: obok oznaczen stownych pisali na przyktad [¢wierénuta] = 60, co
oznacza tyle, ze metronom ustawiony na cyfre 60 bedzie wybijat ¢wierénuty. W utworach
Roberta Schumanna oznaczenia metronomiczne budzg watpliwosci. Wynikajg z nich czesto
tempa o wiele za szybkie, niezgodne z wyrazem kompozycji. Wielu muzykéw uwaza, ze

metronom Schumanna byt zepsuty.

DODEKAFONIA | KOMBINATORYKA
Kombinatoryka to dziat matematyki zajmujacy sie zliczaniem mocy (liczebnosci) zbioréw.

Pojawiajg sie tu permutacje, wariacje i kombinacje.

Dodekafonia to technika kompozytorska w muzyce wspétczesnej oparta na skali dwunasto-
dzwiekowej, sformutowana na poczatku XX wieku przez Arnolda Schénberga i stosowana
przez kompozytoréw tzw. drugiej szkoty wiedenskiej. Ta abstrakcyjna technika
kompozytorska polega na zestawianiu 12 dzwiekdéw na rézne sposoby w takich sekwencjach
zeby byty niepowtarzalne. Mamy wiec tu do czynienia z permutacjami, jest ich tu 12!, czyli

1-2:3:4-5-6-7-8:9:10:11-12, a wiec okoto 500 000 000.

JA WSROD MUZYKI | MATEMATYKI

Bardzo interesuje sie muzyka i matematyky. Uczeszczam do szkoty muzycznej w Wieliczce,
gdzie ucze sie gra¢ na skrzypcach. Nauke gry na tym instrumencie zaczetam w wieku 6 lat.
Z roku na rok uczac sie matematyki w szkole podstawowej, odkrywam jak wiele wspdlnego

maj3 i jak dopetniajg sie te dwa przedmioty.
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PODSUMOWANIE

Przedstawione przyktady potwierdzajg, ze istnieje relacja pomiedzy muzyka i matematyka.
Praca ta pokazuje jak wiele ze sobg wspdlnego majg ze sobg te dwa przedmioty dlatego
zgadzam sie z powiedzeniem, ze ,,Muzyka to siostra matematyki”’. Dla wiekszosci osdb sg
to jednak odlegte dziedziny — matematyka jest nauka, a muzyka sztuka. Kiedy moéwitam
moim znajomym, rodzinie i przyjaciotom o temacie, ktéry wybratam byli zdziwieni, bo nie
zdawali sobie sprawy jak wiele te dwa przedmioty majg ze sobg wspdlnego. Moim zdaniem
muzyka i matematyka swietnie sie uzupetniajg, a ich poznawanie daje wiele radosci. Nie
chodzi bowiem tylko o samo liczenie, ale przede wszystkim o myslenie. Myslenie
matematyczne pomaga w tworzeniu muzyki, a muzyka pomaga w mysleniu matematycznym.
Zgadzam sie z tezg postawiong w filmiku, o ktérym wspomniatam we wstepie, ze ,bez

matematyki nie bytoby muzyki”.
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