Wokot konfiguracji Pappusa

Julia Antosz

1 Wprowadzenie

Twierdzenie Pappusa jest jednym z najbardziej znanych twierdzen klasycznej geo-
metrii. W literaturze mozna znalez¢ wiele dowodéw tego twierdzenia, opierajacych
sie czesto na skrajnie réznych galeziach matematyki. Kilka z nich mozna znalezé w
[1] (str. 11 — 38). Najczesciej twierdzenie Pappusa mozna spotkaé¢ w nastepujacej
wersji.

Twierdzenie 1.1 (Twierdzenie Pappusa ). Niech A, B, C oraz X, Y, Z bedg
dwiema trojkami punktow wspotliniowych lezZgcych na réznych prostych. Zalézimy,
ze wszystkie punkty sq rozne. Jesli proste AY, BZ, C'X przecinajq sie odpowiednio
z prostymi BX, CY, AZ, to powstale w ten sposcb punkty przeciecia Py, Py, Py sq
wspdlliniowe (Rysunek 1).

Rysunek 1: Kolejnosé (X,Y, Z)

Prosta przechodzaca przez punkty P;, P», P53 czasem nazywana jest prosta Pap-
pusa, natomiast zbior wszystkich prostych wymienionych w Twierdzeniu 1.1 jest
znany jako konfiguracja Pappusa. Konfiguracja ta stynie z tego, ze sklada sie z
dziewieciu prostych przecinajacych sie ze sobg w taki sposob, ze na kazdej prostej
znajduja sie doktadnie 3 punkty, przez ktére zawsze przechodza 3 proste.

W rzeczywistoéci dwie trojki punktow wspédtliniowych prowadza do szesciu roz-
nych prostych Pappusa, gdyz nazwy punktéw na kazdej prostej sa umowne. Przy-
ktadowo punkty X,Y, Z mozemy ”"nazwac¢” tymi literkami w szesciu nastepujacych
kolejnosciach:

(X,Y,2), (X,2,Y), (V,X,2), (Y,Z,X), (Z,X,Y), (Z,Y,X).

Tak wiec prosta Pappusa przedstawiona na Rysunku 1 odpowiada kolejnosci punk-
tow nazwanych w porzadku alfabetycznym. Na Rysunkach 2-6 zaprezentowane sa



pozostate proste Pappusa powstale poprzez nazwanie punktow X,Y,Z w innych
mozliwych porzadkach.

Rysunek 2: Kolejnosé (X, Z,Y) Rysunek 3: Kolejnosé (Y, X, Z)

Rysunek 4: Kolejnosé (Y, Z, X) Rysunek 5: Kolejnosé (Z, X,Y)

Podobnie mozemy zmienié¢ nazwy punktéw A, B, C, ale otrzymamy w ten spo-
sob doktadnie te same proste Pappusa, co przestawiajac kolejnosé liter X, Y, Z, gdyz
konfiguracja wciaz bedzie sktadac sie z tych samych prostych, jedynie inaczej nazwa-
nych.



Rysunek 6: Kolejnosé (Z,Y, X)

W ostatnim czasie wzajemne relacje miedzy wszystkimi szeScioma prostymi Pap-
pusa zostaly opisane w [3]. Uzyto tam wlasnosci plaszczyzny rzutowej, aby zbadaé
mozliwe powigzania miedzy prostymi Pappusa, jak réwniez miedzy wyjsciowymi
dwiema prostymi. W tej pracy skupie sie gtdwnie na tym, jakie konfiguracje mo-
ga wspottworzyé dwie wyjsciowe proste w Twierdzeniu 1.1, czyli proste A, B,C
i X,Y,Z, ze zbiorem szeéciu prostych Pappusa. Moje rozwazania beda dotyczyty
plaszczyzny euklidesowej, ze standardowo rozumianym pojeciem odlegtosci.

W geometrii rzutowej pojecie odlegtosci nie jest zdefiniowane, zatem nie jest
mozliwe rozwazanie pewnych obiektéw, ktére na plaszczyznie euklidesowej mozemy
powiazaé z odlegloscia. Skupie sie wiec na tych aspektach, ktore na plaszczyznie
rzutowej nie mogtly by¢ rozwazane.

2 Plaszczyzna euklidesowa z ukladem wspélrzednych

Zaczne od przypomnienia podstawowych wiadomosci na temat plaszczyzny eukli-
desowej z wprowadzonym kartezjanskim uktadem wspdirzednych. Przyjmujemy, ze
wspbirzedne wszystkich punktéw plaszezyzny sa liczbami rzeczywistymi.

Definicja 2.1 ([4], Defnicja 2.1). Prosta nazywamy zbiér wszystkich punktéw (z,y)
spelniajacych réwnanie
Ax+ By+C =0,

gdzie A, B, C sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi, takimi ze A i B nie sa réwno-
cze$nie réwne 0.

Kazda prosta moze zosta¢ opisana réwnaniem na nieskonczenie wiele sposobdw.
Poprzez przemnozenie stronami réwnania z Definicji 2.1 przez dowolng liczbe rze-
czywista rézna od 0, otrzymamy rownanie réwnowazne, ktére opisuje ten sam zbior
punktéw na plaszczyznie.

Twierdzenie 2.2. Niech A = (x4,ya) i B = (xp,yp) beda dwoma réznymi punk-



tami na plaszczyinie. Wowczas

z y 1
det | x4 ya 1| =0
zp yp 1

jest rownaniem prostej przechodzgceej przez punkty A i B.
Konsekwencja Twierdzenia 2.2 jest nastepujacy wniosek.

Whniosek 2.3. Niech A = (z4,y4), B = (zB,yB) @ C = (xc,yc) bedg trzema
roznymi punktami na plaszczyinie. Punkty te sq wspotliniowe, wtedy @ tylko wtedy
gdy

Ao ya 1
det | xzp yg 1 | =0.
o yo 1

Zaleznosci przedstawione w Twierdzeniu 2.2 i Wniosku 2.3 sa w [4] sformulowa-
ne jako Twierdzenie 2.5. W dalszych rozwazaniach przydatne beda zwiazki miedzy
wzajemnym polozeniem dwoch prostych na ptaszczyznie, a ich rownaniami, a takze
wzor na odleglo$é punktu od proste;j.

W Twierdzeniach 2.4-2.6 zakladamy oczywiscie, ze wspélezynniki A i B (od-
powiednio Aj, By oraz As, B2) nie sa réwnoczesnie réwne zero (zgodnie z Definicja
2.1).

Twierdzenie 2.4 ([2], Twierdzenie 1, str. 209). Proste o réwnaniach A1z + Biy +
C1 =0 i Asx + Boy + Co = 0 sq¢ réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy

A1By = Ay B;.

Twierdzenie 2.5 ([2], Twierdzenie 2, str. 210). Proste o réwnaniach A1z + Biy +
C1 =01 Asz + Boy + Cy = 0 sq prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy

A1As + B1By = 0.

Twierdzenie 2.6 ([2], Twierdzenie 1, str. 218). Odleglo$é punktu P = (x¢,yo) od
prostej o rownaniu Az + By + C = 0 wyraza sie wzorem

’A.’L’O + Byo + C’
VA2 B2

Powyzszy wzor jest prawdziwy réwniez, gdy punkt P lezy na prostej. Wéowczas
spelnia on réwnanie tej prostej i licznik utamka w Twierdzeniu 2.6 jest réwny 0.

Teoria wprowadzona w tej czeéci obejmuje zakres wiadomogéci z tzw. szkoty Sred-
niej, choé¢ rownanie prostej nie jest podawane w podrecznikach za pomoca wyznacz-
nika macierzy, a w postaci gotowej formuty, ktéra w istocie jest rospisanym wy-
znacznikiem z Twierdzenia 2.2. Zainteresowany czytelnik moze poréwnaé ze wzorem
podanym na str. 5 karty maturalnych wzoréw matematycznych od roku 2015 ([5]).

Ostatnie pojecie potrzebne do dalszych rozwazan wykracza poza zakres szkolny,
dlatego zilustruje je odpowiednim przyktadem.

Definicja 2.7 ([4], Definicja 5.7). Dowolne 3 niewspélliniowe punkty na plaszczyz-
nie euklidesowej tworza tzw. baze.

Istota Definicji 2.7 polega na tym, ze kazdy punkt na plaszczyznie euklidesowej
moze zostaé przedstawiony za pomoca dowolnych trzech niewspotliniowych punktéw.



Przykltad 2.8. Punkt o wspoélrzednych (5, —8) mozna zpisaé¢ nastepujaco:

1 1
(5,—8) = 3 (4,6) + 3 (0,12) +3- (1, =5).
Moéwimy, ze punkt (5, —8) zostal zapisany w bazie {(4,6), (0,12), (1,—5)}, a liczby
%, % i 3 nazywamy wspdlczynnikami w tej bazie.
Ale ten sam punkt mozna zapisa¢ za pomocs innych trzech niewspoétliniowych

punktéw. Przykladowo:

(5,-8) = 2. (—1,3) — 3. (7 22) F1.(14,8).

373
Tym razem punkt (5, —8) zostal zapisany w bazie {(—1, 3), (%, %) , (14, 8)} o wspdl-
czynnikach 2, —31i 1.

Rachunki przedstawione w powyzszym przykladzie prowadzg do nastepujacego
wniosku.

Whniosek 2.9. Kazde 3 niewspdotliniowe punkty mogq byé bazg dla dowolnego punktu
na plaszczyinie. Bez straty ogdlnosci mozna wiec zawsze wybraé 3 niewspotliniowe
punkty w sposéb dowolny.

3 Konstrukcja konfiguracji Pappusa za pomoca bazy

W tej czesci pracy przedstawie konstrukeje konfiguracji Pappusa krok po kroku, star-
tujac od ustalonych trzech punktéw niewspoétliniowych. Pozostale punkty zostana
wprowadzone przy uzyciu parametréw.

Aby wyznaczy¢ réwnania wszystkich szeéciu prostych Pappusa potrzebne sa row-
nania wszystkich dziewieciu prostych taczacych punkty z prostej A, B, C' z punktami
z proste] X,Y, Z. W zaleznosci od rozpatrywanej kolejnosci punktéow X, Y, Z bede
braé¢ pod uwage wybrane 6 z tych dziewieciu prostych. Poniewaz nazwy punktéw
X,Y,Z beda sie zmienia¢, chcac unikna¢ kolizji oznaczen, punkty na tej prostej
oznacze jak na Rysunku 7. Przyktadowo prosta taczacg punkty B i I11 bede od tej
chwili oznaczaé¢ I11.B.

111

11

Rysunek 7

Doprecyzowujac, jesli bede rozpatrywaé kolejnosé (Y, Z, X), to prosta I.A bedzie
odpowiadaé prostej AY w wypowiedzi twierdzenia Pappusa. Analogicznie prosta
111.B bedzie odpowiadaé prostej BX.



Z Whniosku 2.9 wiemy, ze 3 niewspoéiliniowe punkty mozemy ustali¢c w sposéb
dowolny. W szczego6lnodci mozemy wiec przyjac ich wspélrzedne w sposéb wygodny
dla dalszych rachunkéw. Przypomne, ze konfiguracja Pappusa jest zdeterminowana
przez 6 punktéow lezacych po 3 na dwdch prostych (Twierdzenie 1.1). Moge ustalié¢
sobie 3 z tych punktéow, ale nie moga to byé rownoczesnie A, B,C, ani I,11,111,
gdyz musze wybra¢ punkty niewspoétliniowe.

Rozpoczynam wiec konstrukcje przyjmujac, ze:

11 =(0,0), A=(1,0), C=(1,1).
To pozwala mi wyznaczy¢ nastepujace réwnania prostych:

AC . x—1=0,
II.A : y=0,

11.¢ . z—y=0.

Aby moc kontynuowaé konstrukcje musze wprowadzié jeszcze 3 punkty, ale tych juz
nie moge wybra¢ konkretnie. Moge je jednak uzalezni¢ od bazy, wprowadzajac ich
wspoéirzedne za pomoca parametréw. Najpierw wybieram punkt B na prostej AC.
Moge zapisaé¢ jego wspoélrzedne jako

B=(1,1),

gdzie t jest pewng liczba rzeczywista. Poniewaz wszystkie punkty w konfiguracji sa
rozne, tot =01t # 1.
Ponadto biore prosta L przechodzaca przez punkt I1. Ma wiec ona réwnanie
postaci
ax + By =0,

gdzie liczby rzeczywiste o 1 B nie moga by¢ réwnoczesnie réwne 0. Poniewaz jednak
wszystkie proste muszg by¢ rézne, wnioskuje, ze a # 0. W przeciwnym wypadku
prosta L pokrytaby sie z prosta I1.A. Ostatecznie moge wiec przyjacé, ze L ma
roOwnanie

L I:rxt+ay= 0

dla pewnej liczby a # —1 (aby Lj; nie pokryla sie z prosta I1.C').
W kolejnym kroku wybieram na prostej Lj; dwa brakujace punkty. Moge wyrazié
ich wspélrzedne w nastepujacy sposob:

I = (—ab,b)illl = (—-ac,c)

dla b # 0, c # 01 b # c. Teraz moge juz wyznaczy¢ réwnania wszystkich pozostatych
prostych:



IA : be+(1+ab)y—b=0,

I.B : (b—t)z+(14+ab)y—abt—b=0,
I1.C : (b—1z+(1+ab)y—ab—>b=0,
II.B : txr—y=0,

INTA : cx+(1+ac)y—c=0,

I1I.B : (¢c—t)x+ (14+ac)y —act—c=0,

I11.C : (c—1Dz+ (1 +ac)y—ac—c=0.

Aby znalezé wspolrzedne punktu przeciecia dwoch prostych wystarczy rozwiazaé
uktad réwnan utworzony z rownan tych prostych. W tym miejscu pojawiaja sie do-
datkowe zalozenia na wartosci parametréw a, b, ¢, t. Zatozenia te wynikaja z faktu,
ze punkty Py, Ps, P3, o ktérych méwi twierdzenie Pappusa musza istnie¢. Tak wiec
odpowiednie proste taczace punkty A, B, C' z punktami I, 1, I11 nie moga by¢ row-
nolegte. Po rozwazeniu wszystkich 6—ciu porzadkéw punktow X, Y, Z, ustalitam, ze
nastepujace pary prostych nie moga by¢ prostymi réwnolegltymi:

ILAiII.B, ILAiIIl.B, I.AilIl.C, ILAiIIl.C, II.Ail.B,

ILALIILB, ILAiIC, ILAilIIl.C, III.Ail.B, III.AilIl.B,
IIT.AiI.C, III.AiII.C, I.BilIl.C, I.Billl.C, II.Bil.C,
II.BiIIl.C, III.Bil.C, III.BilII.C.

Kazda para odpowiada ktoremus z trzech punktow lezacych na szesciu prostych
Pappusa (lacznie 18 punktéw). Korzystajac z Twierdzenia 2.4 otrzymalam wiec, ze
dodatkowo trzeba uwzgledni¢ nastepujace warunki:

e abt+b+t#0, e act+c+t#0,

e abt +b+t—c#0, e ac+c—b+1+#0,

e ab+b+1+#0, e ac+c+1+#0,

e ab+b—c+1+#0, e ab+b—t+1+#0,

o b#£t, e act—ab+c+t—b—1#0,
e cH£t, o abt+b+t—1+#0,

e bA£1, e act+c+t—1#0,

e cH£1, o abt —ac+b—c+t—1+#0,
e act+c+t—b#0, e ac+c—t+1#0.

W ponizszej tabeli podaje wspoétrzedne punktéw Py, Po i P35 dla wszystkich
mozliwych kolejnoéci, w jakich mogg zosta¢ nazwane punkty I,II,11I1 za pomoca
liter X,Y, Z.



P = ILANLB = ("H2,0)

(X,Y,2) | P, = I.CﬁIII.A:(GQbCJraber—c —c<1+ab))

b—1—ac—c ’ b—1—ac—c

. _ (14-at) (1+at)
Py = III.BNII.C = <1Jcrac+acft’ 1iac+acft>

- _ ( —a®bct—abt—b+c _ct(1+ab)
Pl = III.ANI.B = ( aacg—b(—l&—c-l—t c’ act—b+c+t>

(X,2,Y)| P, = I.CNII.A= (”(;jf),o)

Py = H.BﬂHI.C:( clatl) _ct(a+l) )

act+c+t—1’ act+c+t—1
_ _ b bt
b= LANILB = <a‘bt+b+t’ a‘bt+b+t’>

(Y,X,Z)| P, = IIL.CNIII.A= (—ac Sy rfcﬂ)

_ _ ( a®bet—a?be—ab+act—b+c —abct+-abc—abt+act—bttc
Py = IHI.BNI.C= ( —abttac—btc—t+1 —abt+ac—btc—t+1

— _ [ —a®bct—act+b—c _bt(1+ac)
Pl = LANIILB=(=Chigechoe Jilia) )

c—1 7

(V,Z,X) | B = IILCNILA= (5 0)

_ _ b(a+1) bt(a+1)
Py = II.BNI.C= (abtﬁbﬂ—l’ abt+Lll)+t71)

Pt = HLANILB = (st sy )

— — b b
(Z,X,Y)| P, = HLCNIA= (ab+b+1’ab+b+l)
— _ ( a®bct—abetabt—actb—c —abct+abetabt—act—ct+b
Py = LBNIILC = (hapeletatactbe, —obiaician o etit)
P = ILANIILB = (259 0)

_ _ ( —a?bc—act+b—c _b(1+ac)
(Z,Y,X) Py = IH-CQI-A—( aabibf(c:il C’ab+bjjr1>

ab+b—t+17 ab+b—t+1

Py = I.BﬂH.C:( b(l+at)  b(l+at) )

Korzystajac z Twierdzenia 2.2 moge juz wyznaczy¢ réwnania prostych Pappusa
dla kazdego z tych przypadkéw. Aby uprosci¢ oznaczenia od tej pory bede te proste
oznaczaé jako L1 — Lg (zgodnie z kolejnoscia wprowadzona w ponizszej tabeli). Oto
ich réwnania:

(X,Y,Z) | Ly : c(t —b)x + (—abc+ ct —cb — b)y + be(1 +at) =0

(X,Z2,Y) | Ly:ct(l =b)x+ (—abct — bt +b—c)y +tbe(a+1) =0
(Y,X,Z) | Lg: (bet —bc+ bt — ct)x + (abet — abe — b+ ct)y +be(1 —t) =0
(Y, Z,X) | Ly:bt(1 —c)x + (—abct —ct —b+c)y + bet(a+1) =0
(Z,X,Y) | Ls : (bct — bc — bt + ct)x + (abet — abe + bt — ¢)y + be(1 —t) =0
(Z,Y,X) | Lg: b(t — ¢)x + (—abc — bt + ¢t — ¢)y + be(l + at) =0

Majac juz wszystkie elementy konstrukcji moge zastanowi¢ sie nad szczegdlnymi
potozenia miedzy prostymi w konfiguracji Pappusa.



4 Polozenia szczegdlne

W tej czesci podaziele sie przemysleniami, jakie szczegélne uktady mozna utworzyé
wykorzystujac proste pojawiajace si¢ w konfiguracji Pappusa. Gtéwnie skupieg sie na
relacjach prostych L, ..., Lg z wyjsciowymi prostymi, czyli AC oraz Lj;.

4.1 Roéwnoleglosé i prostopadlosé prostych

Zaczne od ustalenia, czy mozliwe jest (i kiedy taka sytuacja zachodzi), zeby proste
Pappusa byly réwnolegte albo prostopadte do prostych AC i Lr;. Wykorzystam tu
zaleznosci z Twierdzen 2.4 i 2.5.

Przykladowo, aby réownolegte byly proste L i AC musi by¢ spelniony warunek

c(t—>b)-0=1-(—abc+ct —cb—b).
Po wykonaniu rachunkéw ostatecznie otrzymuje postaé
abc+cb+b—0bt =0.

Wiyniki poréwnania wzajemnych relacji migdzy tymi prostymi przedstawiam w ta-
belach ponizej. Pozostate rachunki sg analogiczne, wiec je tu pomine.

Proste Lj — Lg sa rownolegle do prostej AC oraz L wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnione sa warunki:

AC Ly

L4 abc+bc—ct+b=0| act+cb—ct+b=0
Lo abct +bc+c—b=0 act+bt—b+c=0
L3 | abct —abc+ct—b=0 | act —abt+ct—b=0
Ly abct+ct+b—c=0 abt+ct+b—c=0
Ls | abct —abc+bt —c=0 | act —abt —bt+c=0
Lg abc+bt—ct+c=0| abt+bt—ct+c=0

Proste L1 — Lg sa prostopadte do prostej AC oraz L wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnione sa warunki:

AC Ly
Ly c(t—0)=0 a’bc —act +acb+ab+cb—ct =0
Lo ct(l1—b)=0 a®bet + abt + bet +ab+ ct — ac =0
Ls | bet —be+bt —ct =0 | a®bet — a®be + act + bet + bt —ab—be —ct =0
Ly bt(l—¢c)=0 a’bet + act + bet — ac — bt + ab = 0
Ls | bet —be—bt +ct =0 | a’bet — a’be + bet + abt + ct —ac —be — bt =0
Lg b(t —c) =10 a’be + abt — act + ac + bec — bt =0

Dobranie wartosci dla zmiennych a, b, ¢, t, tak aby spelniona byla ktérakolwiek
rownosé¢ wymieniona w powyzszych tabelach nie jest zadaniem trudnym. Tak na
prawde w wiekszosci przypadkow wystarczy wskazaé¢ wybrane wartosci dla trzech
parametréw i w ten sposéb otrzymamy warto$é ostatniego z nich. Oczywiscie wy-
maga to czujnosci, aby dobrane wartoéci byly zgodne z poczatkowymi zalozeniami
oraz z warunkami wyszegdlnionymi na str. 7. Istnieje wiec nieskonczenie wiele moz-
liwosci, kiedy to proste L1, ..., Lg sa réwnolegte lub prostopadle do prostej AC, czy
Lir.
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Przyktadowo prosta Ls jest prostopadta do Ly, gdy zachodzi réwnosé
a’bet — a’be + bet + abt + ¢t — ac — be — bt = 0.

Moge wziad
a=3, b=-2  c=5.

Po podstawieniu ich do powyzszego réwnania dostaje, ze t = %. Wszystkie te war-
tosci sa zgodne z zalozeniami.

Nie w kazdym przypadku taka swoboda w wyborze wartoéci dla parametrow
a, b, ¢, t jest mozliwa. Warunki na prostopadtosé miedzy prosta AC i prostymi L1, ..., Lg
powoduja konretne ograniczenia.

Przyktadowo, spéjrzmy kiedy Ly L AC. Uzwgledniajac, ze b#£ 0, t #0ic# 1,
rownanie

bt(l—¢c)=0

jest sprzeczne. Czyli prosta Ly nie moze byé prostopadta do prostej AC. Doktadnie
tak samo jest w przypadku prostych Lq, Lo i Lg. Jedynymi rozwigzaniami sa wartosci
sprzeczne z zalozeniami.

W kazdym innym przypadku zawsze mozna dobra¢ wartosci parametréw a, b, ¢, t,
aby proste Pappusa byly prostopadte lub réwnolegte do AC badz Ly i takich mozli-
wosci jest nieskonczenie wiele. Przykladowe wartosci mozna znalezé choé¢by metoda
préb i btedéw, ustalajac czesé wartosci i reszte od nich uzalezniajac. Zachecam do
sprobowania swoich sit na tym polu.

W tym miejscu nasuwa sie pytanie, czy mozliwe jest, aby wiecej niz jedna sposréd
prostych L1, ..., Lg byly réwnoczesnie prostopadte badz réwnolegle do prostych AC
i Ly;. Aby to sprawdzi¢, wystarczy ustali¢, czy rownosci z powyzszych tabel moga
by¢ spetlnione réwnoczes$nie. Zaczniemy od weryfikacji uktadéw dwdch réwnan.

W odniesieniu do prostopadtoéci pomiedzy prostymi Pappusa, a prosta AC moz-
na na to pytanie odpowiedzie¢ natychmiast. Jedyna para prostych, ktéra w tym
przypadku jest sens rozwazaé, to Ls i Ls, gdyz pozostate warunki sa sprzeczne.
Jednak jedynymi rozwiazaniami ukltadu rownan

bet —bc+ bt —ct =0
bet —bc —bt+ct =0

sg t = 0 lub b = ¢, a wiec wartosci wykluczone przez zalozenia. Zatem prosta AC
moze by¢ prostopadla jedynie do prostej L3 albo Ls i nie jest mozliwe, aby wiecej
niz jedna prosta Pappusa byla do prostej AC' prostopadla w tym samym czasie.

W innych przypadkach rachunki sa zdecydowanie bardziej ztozone. Wykonatam
je za pomoca witryny Wolfram Alpha [6]. Pomijam je tutaj i ponizej prezentuje tylko
wnioski.

Whniosek 4.1. Nastepujgce pary prostych nie mogq byé réwnoczesnie rownolegte do
prostej AC':
Lo i Ly, L3 i Lg.

Korzystajac ze strony Wolfram Alpha [6], metoda préb i bledéw udalo mi sie
dla kazdej z par nie wymienionych we Wniosku 4.1 znalezé przyktadowe wartosci
parametréw spetniajace zarowno zatozenia jak i odpowiednie uklady réwnan. Row-
noczeénie dla pozostatych dwoch par udato mi sie ustali¢, ze rozwiazanie uktadu
rownan nie istnieje. Przyktadowo, gdyby proste Lo i L3 byly réwnoczeénie rownole-
gle do AC, to prawdziwa musiataby by¢ réwnosé

abct + bc+ ¢ — b = abct — abc + ct — b,
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ktora prowadzi do rownania
clab+b—-t+1)=0.

Jest ono sprzeczne, gdyz czynnik w drugim nawiasie nie moze byé réwny 0 (str.
7), a ¢ # 0 z zalozenia. Podobnie mozna uzasadni¢ wynik dla drugiej pary, dlatego
pomine szczegoly.

W podobny sposob sprawdzitam, jak to wyglada dla prostej Ly;.

Whniosek 4.2. Kazda para prostych Pappusa moze byc réwnoczesnie réwnolegla do
siebie oraz do prostej Lyy.

Whniosek 4.3. Kazde dwie proste sposrod Li, ...Lg mogq byé rownoczesnie prosto-
padte do prostej L.

Analogicznie mozna sprawdzi¢, czy mozliwe jest, aby wiecej niz dwie proste spo-
sréd Ly, ...Lg byly rownoczesénie prostopadle badz réwnolegte do ktérejs z prostych
AC lub Li;. W tym celu trzeba ustali¢ rozwiazania ukladéw trzech (czterech, pieciu,
szesciu) réwnan sposrod warunkéw z tabel na str. 9. Jednak jest do duzo bardziej
skomplikowane i powstaje ogromna liczba przypadkéw. Dla trzech réwnan jest ich
20, bo na tyle sposobéw mozna wybraé 3 sposrod 6—ciu warunkow, mianowicie:

(1,2,3),(1,2,4),(1,2,5),(1,2,6),(1,3,4),(1,3,5), (1,3,6), (1,4,5), (1,4,6), (1,5,6),

(4,5,6),(3,5,6),(3,4,6),(3,4,5),(2,5,6),(2,4,6),(2,4,5),(2,3,6),(2,3,5), (2,3,4).

Oznacza to tacznie 80 uktadéw réwnan (40 dla kazdej z tabel). Co prawda dla
prostej AC' czesé przypadkéw mozna automatycznie odrzucié (skoro nie da sie do-
bra¢ dwéch prostych, to tym bardziej wiekszej liczby), ale mimo wszystko wciaz
pozostaje sporo mozliwoéci do rozwazenia. Do tego 15 uktadéw czterech réwnan
i 6 ukladéw pieciu réwnan (wykluczajac warunki na prostopadtosé wzgledem AC
wszystkie liczone trzykrotnie).

Obliczenia tez sa duzo bardziej zaawansowane, niz wczesniej. Z cala pewnoscig
trudno byloby je wykonaé recznie. Przede wszystkim przy wiekszej liczbie rownan
metoda prob i bltedéw jest zawodna, gdyz parametréw nie mozna dobieraé az tak
swobodnie, jak dla dwéch warunkow. Gdy jest ich wiecej, to parametry moga by¢é
wyznaczone jednoznacznie i wybranie losowego powoduje natychmiastows sprzecz-
nosé¢. 7 kolei rozwigzanie takiego uktadu réwnan metodami tradycyjnymi moze sie
nie udaé. Podjelam probe sprawdzenia kilku uktadoéw trzech réwnan za pomoca pro-
gramu Wolfram Alpha, ale czesto okazywal sie nieskuteczny. Zatem rozstrzygniecie,
czy warunki z powyzszych tabel da sie potaczyé w wieksze uklady wymaga bardziej
zaawansowanych metod obliczeniowych.

Mimo wielu prob nie udato mi sie znalezé¢ przyktadowego rozwiazania dla zadnego
z ukladéw trzech réwnan (takiego, aby wartosci parametréw spelnialy zalozenia).
Nie oznacza to, ze takie sytuacje nie sg mozliwe, ale na chwile obecna nie jestem w
stanie tego rozstrzygnac.

Ciekawym byloby odpowiedzie¢ na pytanie, ile warunkéw maksymalnie mozemy
polaczy¢ i kiedy jest to mozliwe. Mozna by réwniez rozwazaé¢ warunki mieszane. Na
przyklad czesé prostych réwnolegltych (albo prostopadtych) do prostej AC, a czesé
do prostej Lyr. Albo czes¢ prostych Pappusa rownoleglych do ktérejs z prostych,
a czes¢ prostopadlych do tej samej... Takich kombinacji mozna wymienié jeszcze
mnostwo. Wszystkie stanowia bardzo ciekawe problemy do zbadania, wymagajace
jednak troche wiekszej wiedzy i z pewno$cig narzedzi obliczeniowych, ktére poradza
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sobie z coraz bardziej skomplikowanymi ukladami réownan. Péki co nie jestem w
stanie zajaé sie¢ tym problemem.

Moge jednak zastanowi¢ sie nad innymi zalezno$ciami, w ktérych rachunki sa
zdecydowanie prostsze, a ktore tez wydaja mi sie interesujace.

4.2 Wspélpekowosé prostych

Moéwimy, ze proste sa wspélpekowe, gdy przecinaja sie w jednym punkcie. Proste
AC i Ly moga byé oczywiscie réwnolegle. Twierdzenie Pappusa nic nie méwi o
ich wzajemnym potozeniu. Ale jesli sie przecinaja, to mozemy zastanowié sie, przy
jakich wartoéciach parametréw ktore$ z prostych Lq, ..., Lg sa wspotpekowe z AC' i
Li;. Na Rysunku 8 widzimy konfiguracje Pappusa z jedng taka prosta.

Rysunek 8

Przy bazie wybranej w taki sposob, jak zostalo to zrobione tutaj, proste AC i
Lj; maja punkt wspélny, gdy a # 0. Oznacze go przez S (jak na rysunku). Aby
znalez¢ wspolrzedne punktu S wystarczy rozwigzaé uktad rownan

r—1=0

z+ay=0 "
czyli S = (1, —%) Prosta Pappusa jest wspolpekowa z prostymi AC i Lpj, gdy
punkt S spetnia jej réwnanie. Po podstawieniu wspélrzednych S do rownan L, ..., Lg

otrzymalam nastepujace warunki gwarantujace, ze punkt S lezy na odpowiedniej
prostej Pappusa:



13

Ly | a®bet + abe + act + be — bt + b = 0
Ly | a®bet +abct +act +bt —b+c=0
L3 | abet — abc — abt + act +ct —b =10
Ly | a®bet +abet +abt+ct+b—c=0
Ls | abct — abc+ abt —act+bt —c =0
Lg | a®bct + abe + abt + bt — ct + ¢ =0

W kazdym przypadku na nieskoniczenie wiele sposobéw moge dobraé przykla-
dowe wartosci dla parametréw a,b,c,t, aby punkt S lezal na ktérejs z prostych
L1, ..., Lg. Podobnie jak poprzednio, pojawia si¢ pytanie, czy jest to mozliwie dla
wiecej niz jednej prostej rownoczesnie.

Przypadek ten otwiera tez droge do nowych rozwazan. Przypusémy, ze ktoras
sposrod prostych Pappusa jest wspétpekowa z prostymi AC i Lrr. Wtedy mozemy
sie zastanowi¢, czy moze ona zawiera¢ dwusieczng kata utworzonego przez te proste.
Ustali¢ to mozna wykorzystujac Twierdzenie 2.6. Punkty znajdujace si¢ na dwu-
siecznej kata sa réwnoodlegle od jego ramion. W naszym przypadku, od prostych
AC' i Ly;. Przyjrzyjmy si¢ jednemu przypadkowi bardziej szczegbtowo.

Zal6zmy, ze prosta L jest dwusieczng kata utworzonego przez proste AC i Lyj.
Oznacza to, ze kazdy punkt lezacy na prostej L jest w takiej samej odleglosci od
AC iod Li;. W tabeli na str. 8 podane sg wsp6irzedne trzech punktéw tworzacych

prosta L; (punkty Pi, Ps, P3). Mozna wybraé¢ jeden z nich. Aby nie komplikowaé

b(a+at) 0
b—t

punktu P; od prostych AC' i L;; daje nastepujace réwnanie:

rachunkéw jeszcze bardziej, niech to bedzie P, = ( ) Poréwnanie odlegtosci

V1 V1+aZ

Oczywiscie warunek ten musi iS¢ w parze z faktem, ze S € L1, tak wiec dodatkowo
musi zachodzi¢ a # 0 oraz

a’bet + abe + act + be — bt + b = 0.

Rozwiazanie takiego uktadu warunkéw po raz kolejny wymaga bardziej zaawansowa-
nych sposobéw. Dla innych prostych Pappusa bedzie wygladalo to bardzo podobnie.
Oczywiscie metoda prob i btedéw mozemy ustali¢ przyktadowe wartoéci spetniajace
takie warunki, ale niezwykle frapujacym problemem byloby kompletne rozwigzanie
uktadéw réwnan i wskazanie wszystkich wartoéci parametréw, dla ktorych dane po-
tozenie prostych jest mozliwe. Mam nadzieje, ze w niedalekiej przysztosci uda mi sie
poszerzy¢ swoja wiedze na tyle, zeby pokonaé trudnosci rachunkowe, ktére poki co
nie pozwalaja mi w pelni rozstrzygnaé niektérych postawionych tu pytan.

A jak widaé¢ kolejne szczegdlne przypadki mozna mnozyé, a co za tym idzie,
mozna tych pytan zadaé jeszcze mndstwo. Na przyktad, czy jesli dwie proste Pappusa
sa wspoOtpekowe z prostymi AC i Lyy, to czy jedna moze byé dwusieczna jednego
kata miedzy tymi prostymi, a druga dwusieczna kata do niego przyleglego? Czy
proste Pappusa moga by¢ wspdlpekowe w innym punkcie niz S (z innymi prostymi
niz AC i Lyy)? Jakie warunki musza by¢ spelnione, aby jedna prosta Pappusa byta
réownolegta do AC, inna do Ly, a jeszcze inna byta wspdtpekowa z tymi prostymi?
Taka sytuacje mozna zaobserwowaé na Rysunku 9. Proste AC' i Lj; wyréznione sa
na czarno, a 6 czerwonych prostych to proste Pappusa.
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Rysunek 9

Cho¢ twierdzenie Pappusa znane jest juz od Il wieku, to wciaz istnieje tu
jeszcze wiele ciekawych rzeczy do odkrycia i wcigz moze byé ono punktem wyjscia
do wcale nieelementarnych badan matematycznych.

Podziekowania. Pragne ztozy¢ serdeczne podzigkowania mojej pani matematyk,
dr Magdalenie Lampie-Baczynskiej za inspiracje, wsparcie, cenne uwagi, cierpliwosé
oraz czas poswiecony na przygotowanie mnie do realizacji tej pracy.
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