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Bralismy udziat w zesztorocznym konkursie i bardzo sie nam podobato to
doswiadczenie. W tym roku postanowilismy potaczy¢ nasze zamitowanie do
Kostki Rubika z matematycznym tematem pracy.

Okazuje sie, ze ten wynalazek ma juz pét wieku i byt poczatkowo zamyslony
jako pomoc dydaktyczna. Od tamtego czasu powstato wiele réznych odmian
tej zabawki logicznej. Sam wynalazca uktadat jg za pierwszym razem przez...
miesigc. Aktualny swiatowy rekord to niecate 4 sekundy.

Nasza przygoda z kostka zaczeta sie kilka lat temu, kiedy traktowalismy ja jako
elementy dzieciecej kolekcji, catkowicie niemozliwe do utozenia. Po poznaniu
podstawowych algorytmow i kilkunastu dniach treningu, uktadanie zajmuje
nam okoto minuty :)

HISTORIA I RODZAJE KOSTEK

Kostke Rubika wymyslit w 1974 roku wegierski profesor Erno Rubik byt
profesorem architektury na budapesztanskiej Akademii Sztuki Uzytkowej.
Kostke wymyslit po to, aby poméc studentom w zrozumieniu przestrzeni.

Zwykte"” szescienne Kostki Rubika dzielimy na dwa rodzaje: parzyste
i nieparzyste. To do jakiej z tych dwdch grup zalicza sie kostka rozpoznajemy
po ilosci elementow na jednej Scianie (np. kostka 2x2x2 jest kostka parzystg,
poniewaz ma cztery elementy na jednej Scianie).

KOSTKIPARZYSTE

Kostka 2x2x2 Kostka 4x4x4



KOSTKI NIEPARZYSTE

Kostka 3x3x3

Kostka 5x5x5

TERMINOLOGIA

NAZWY ELEMENTOW

NAROZNIK

NAROZNIK

KOSTKA 2x2x2

W catej kostce jest
e 8naroznikow

NAROZNIK

NAROZNIK

KOSTKA 3x3x3
W catej kostce jest:
2 e 8naroznikow

o 12 krawedzi
e 6 srodkow (center)
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KOSTKA 4x4x4
W catej kostce jest:
e 8naroznikow

e 24 krawedzi
e 24 srodkow (center)

KOSTKA 5x5x5
W catej kostce jest:
e 8naroznikow

o 48 krawedzi
e 54 srodkow (center)
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NOTACIJE

Notacje na kostce sg uzywane przy zapisywaniu algorytmow — czyli ciggow
ruchdéw na kostce. Notacje to te pojedyncze literki obrazujace ruchy kostki.
Kazda z nich jest skrotem od angielskich nazw:

R - right (prawo), L- left (lewo),
D - down (dot), U- up (gora),
F - front (przod), B — back (tyh).



Gdy przy literce nie ma apostrofu to ruch jest wykonywany zgodnie
z ruchem wskazowek zegara. Lecz gdy jest (zapisujemy to tak: U’), to ruch
wykonujemy przeciwnie do ruchéw wskazéwek zegara.

Mozna tez sie spotkac z literg i cyfrg 2 (np. U2) wtedy wykonujemy ten ruch
dwa razy. Natomiast jezeli literka jest mata (np. u2) to oznacza, ze ruch

wykonujemy dwoma Sciankami.

Ponizej przedstawiamy wszystkie notacje w formie obrazkowej:
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METODY UKt ADANIA

Kostka 2x2x2

1. Utozenie pierwszej warstwy

Algorytm: RUR'U’/LUL'U’
2. Ustawienie naroznikow (tak aby byty w dobrych miejscach)



Algorytm: URU'L'UR'U'L
. Wstawienie naroznikow

Algorytm: RUR'U’'/LUL"U’
Kostka 3x3x3

. Utozenie krzyza z dobrze ustawionymi krawedziami

Intuicyjnie - bez algorytmu
. Utozenie pierwszej warstwy

Algorytm: RUR'U’/LUL"U’
. Utozenie drugiej warstwy

Algorytm: U'L'ULUFU'FF/JURU'R'U'F'UF
. Utozenie zottego krzyza

Algorytm: FRUR'U'F'
. Ustawienie krawedzi (w dobrych miejscach)

Algorytm: RUR'URU2R'U
. Ustawienie krawedzi (w dobrych miejscach)

Algorytm: URU'L’UR'U’'L
. Wstawienie naroznikow

Algorytm: RUR'U’/LUL'U’

Kostka 4x4x4

. Utozenie center (srodkow)

Intuicyjnie - bez algorytmu
. Utozenie krawedzi

Algorytm:dRUR'FRF'R'd’
. Po utozeniu centrow i krawedzi kostke uktadamy
tak samo jak kostke 3x3x3.

Kostka 5x5x5

. Utozenie center (srodkow)



2. ,Trojkowanie” krawedzi
3. Utozenie kostki tak samo jak kostki 3x3x3.

Tutaj nie podawalismy algorytmow, poniewaz jest ich
bardzo duzo i mozna by im poswiecic cata osobng prace.

KOMBINATORYKA

Zacznijmy moze od tego czym jest kombinatoryka — jest to dziat matematyki,
zajmujacy sie badaniem struktur skonczonych Ilub nieskonczonych,
ale przeliczalnych.

Pomaga ona odpowiedzie¢ na pytania takie jak: Jakie jest prawdopodobieristwo
trafienia ,6” w ,totolotka”? lub Na ile sposobow mozemy usadzic¢ szesc 0sob przy
6-osobowym stole?

Aby rozwigzac tego typu zadania, czesto stosuje sie wzory na permutacje,
kombinacje, wariacje oraz wariacje z powtdrzeniami. No wtasnie, ale czym
sg te permutacje, kombinacje, wariacje oraz wariacje z powtdrzeniami, oraz
jaki jest zwigzek pomiedzy kombinatoryka, a kostka Rubika?

Zacznijmy moze od tego drugiego pytania - kombinatoryka pozwoli nam
obliczy¢ ilos¢ roznych utozen kostki.

A teraz odpowiedz na pierwsze pytanie:

e PERMUTACIJA - wzajemnie jednoznaczne
przeksztatcenie pewnego zbioru na siebie.

e KOMBINACIJA - kazdy podzbior skonczonego zbioru.

e WARIACJA - dowolny ciag réznych elementow
wybranych z pewnego skoriczonego zbioru.

e WARIACJA Z POWTORZENIAMI - dowolny, skoriczony ciag
elementéw wybranych z pewnego skonczonego zbioru.


https://pl.wikipedia.org/wiki/Matematyka
https://pl.wikipedia.org/wiki/Zbi%C3%B3r_przeliczalny
https://pl.wikipedia.org/wiki/Funkcja_wzajemnie_jednoznaczna
https://pl.wikipedia.org/wiki/Funkcja_wzajemnie_jednoznaczna
https://pl.wikipedia.org/wiki/Zbi%C3%B3r
https://pl.wikipedia.org/wiki/Ci%C4%85g_(matematyka)
https://pl.wikipedia.org/wiki/Zbi%C3%B3r

Jezeli bedziemy chcieli obliczy¢ ilos¢ mozliwych utozen musimy przyjac
(na razie teoretycznie, nie biorgc pod uwage budowy kostki), ze kostka sktada
siez3 x 3 x 3 =27 elementow.

Kazdy element mozemy utozy¢ na szes¢ sposobow, czyli kostke mozemy
utozy¢ na:

62/ =1,02 x 10%



Ale zaraz, zaraz. Jak roztozymy kostke Rubika okaze sie, ze mamy tylko
26 elementow. Jest tak dlatego, ze w samym srodku kostki nie ma elementu.
Teraz nasze rownanie wyglada tak:

626=1,70 x 10%°

Natomiast, jesli dodatkowo przyjmiemy, ze kazdy z 26 elementow moze by¢
na miejscu kazdego innego to okaze sie, ze musimy tu wykorzystac
omawiang wczesniej permutacje. Nasze rownanie uwzgledniajace to zatozenie
bedzie wygladato nastepujaco:

626 x 26! = 6,88 x 10%°

Oczywiscie takie obliczenia s3 teoretyczne, poniewaz poszczegolne elementy
kostki pasuja tylko w okreslone miejsca, a poszczegolnych nie mozemy
odczepic od znajdujacego sie w srodku , krzyzaka".

Musimy w takim razie zacza¢ zmienia nasze obliczenia, ograniczajac ilosc
mozliwych utozen. Teraz bedziemy musieli kolejno zmieniac nasze obliczenia
bioragc pod uwage kolejne wiasnosci budowy kostki. Zacznijmy od srodkow
(center) - w catej kostce jest ich tylko szesc. Jako, ze te elementy moga by¢
umiejscowione tylko w jednym miejscu, nasze wyliczenia musimy troche
zmienic¢. Nasza liczba bedzie wtedy wygladata tak:

620x 20! = 8,90 x 1033

Teraz musimy sie przyjrzec kostce, aby mdc kontynuowad nasze obliczenia.
Procz szesciu center na kostce mamy dwanascie dwukolorowych krawedzi
(chodzi o elementy po srodku krawedzi catej kostki). Tak wiec od 20 matych
szescianow (z poprzedniego ograniczania) musimy odja¢ jeszcze 12.
Wprawdzie ruchomych, ale tylko dwukolorowych. Kazdy z tych 12 elementow
moze wystepowac¢ w dwunastu roznych pozycjach. Jaka zatem jest mozliwa
liczba takich uktadow?
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Z dwunastoelementowego zbioru wybieramy takze dwunastoelementowe
ciaggi. Jest to permutacja, wiec liczba uktadow wynosi 12!. Kazdy z tych
dwukolorowych klockow moze wystepowac¢ w dwoch pozycjach. Wiec ilos¢

mozliwych uktadéw wynosi 2*2. Tak wiec teraz ilos¢ uktadow krawedzi wynosi
12! x 2'2, Zatem teraz nasza liczba mozliwych utozen kostki to:

68 x 81 x212x121=1,33 x10%3

Jako, ze podczas naszego ,ograniczania” liczby mozliwych utozen wzielismy
juz pod uwage centry i krawedzie, wiec zostaty nam narozniki. Narozniki maja
trzy kolory.

Obliczamy to podobnie jak przy krawedziach: mamy osiem naroznikow
i mozemy je rozmiescic w osmiu roznych lokalizacjach czyli 8! Kazdy
z trzykolorowych naroznikdw moze przyjac trzy rozne orientacje - liczba
mozliwych uktadéw to 38,

Otrzymujemy wiec 0golng liczbe mozliwych uktadéw w kostce Rubika:

121 x 212 x 81 x 38=5,19 x 10%°

Ale moment, czy o czyms$ nie zapomnielismy? Musimy wzig¢ jeszcze pod
uwage, to ze krawedzie lub narozniki moga byc¢ ze soba pozamieniane. Jesli
chcemy to wzig¢ pod uwage, to naszg dotychczasowq liczbe musimy podzielic

12! x212x 8! x 38
12 = 4,33 x 10?°

A jest to doktadnie:

43 252 003 274 489 856 000

Ufff... to juz koniec naszych dtugich obliczen.
Jeszcze tylko to przeczytac:

ok. 43,2 tryliony
mozliwych wersji utozenia kostki 3x3x3.




przez 3 x 2 x 2 =12. Nasz wynik to ostatecznie:

A jak sobie to wyobrazic?

Dla zobrazowania jak wielka jest to liczba pomysimy o najbogatszym panstwie
na swiecie. To Stany Zjednoczone Ameryki Pétnocnej. Budzet tego kraju na
wszystkie wydatki w catych USA na 2020 rok jest... 7,5 miliona razy mniejszy
od naszej liczby (w przeliczeniu na ztotdwki).

WNIOSKI

e Dziecieca zabawka kryje w sobie ogrom matematycznych kombinacji,
e Parzac na kostke Rubika widzimy tylko 26 ruchomych elementow,
e Mozna sie nauczyc jg sprawnie uktadag, ale...

e Trudno uwierzy¢, ze roznorodnosc¢ mozliwych utozen jest opisywana
az dwudziestocyfrowa liczbg,

e Matematyka jest wszedzie i pozwala rozwigzac niedostrzegalne
poczatkowo problemy.
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https://allegro.pl/
https://kostkirubikasklep.pl/

ktdrg przeczytalismy przed napisaniem
naszej pracy
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