Szkota Podstawowa nr 50 im. Wiodzimierza Tetmajera w Krakowie

NIEKTORE W+ASNOSCI
OSMIOSCIANU FOREMNEGO
WYKONANEGO W TECHNICE ORIGAMI

Matgorzata Mazur
Maria Rychter

Opiekun pracy:
mgr Dorota Szczepanska

Krakow, luty 2020 r.



Nasza przygoda z konkursem zaczeta sie od zabawy origami i zamitowania do
matematyki. Kiedy bawigc sie origami zbudowatysmy ponizszy model (rys.1), nasza
Pani od matematyki zachecita nas do tego, zeby wykorzystac¢ jg jako cze$é pracy
konkursowej.

Rys.1

Oczywiscie chetnie sie zgodzitySmy cho¢ poczatkowo zniechecita nas zabawna
potoczna nazwa tej figury: OSMIOSCIAN DLA LENIWYCH. Pani pokazata nam réwniez
model OSMIOSCIANU FOREMNEGO (rys.2) i zaproponowala nam pordwnanie
obydwu modeli.

Qe

Pani zapytata nas: czy wiemy lub jak myslimy:
KTORA Z TYCH FIGUR BEDZIE MIALA WIEKSZE POLE POWIERZCHNI CALKOWITE).

By znalez¢ odpowiedz na to pytanie byto trzeba dokonac obliczen, co jest tematem
niniejszej pracy. Pierwszg rzeczg byto poszukanie informacji co to w ogole jest
osmioscian foremny?

Wedtug zdobytej przez nas wiedzy, osmioscian foremny to figura posiadajgca 8
Scian, z ktérych kazda jest tréjkagtem réwnobocznym. Ma 12 krawedzi i 6
wierzchotkdéw (rys.3). Jest tez brytg platonska.
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Rys.3

Nazwa WIELOSCIANY PLATONSKIE pochodzi od nazwiska znanego, greckiego filozofa
i matematyka. Platon brytom zbudowanym z tréjkatow, kwadratéw lub pieciokgtéw
nadat nazwy i znaczenia. Zeby powstato naroze z takich jednakowych ptaszczyzn
potrzebne sg co najmniej 3 Sciany. Zatem jesli wielokgty foremne tego samego
rodzaju maja utworzy¢ naroze, to takich kombinacji jest wtasnie piec (rys.4):

tetraedr (czworoscian foremny) - odpowiadat zywiotowi ognia
heksaedr (szescian foremny) - odpowiadat zywiotowi ziemi

oktaedr (o$mioscian foremny) — odpowiada zywiotowi powietrza
dodekaedr (dwunastoscian foremny) - odpowiadat za caty wszechswiat
ikosaedr (dwudziestoscian foremny) - odpowiadat zywiotowi wody

Rys.4 (zrédto: wikipedia.pl)

WLASNOSCI BRYt PLATONSKICH
1. Wszystkie Sciany sg wielokgtami foremnymi przystajgcymi,

2. W kazdym wierzchotku zbiega sie taka sama liczba $cian,

3.

Bryty platonskie sg brytami wypuktymi.
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Teraz sprébujemy opisac w jaki sposdb zbudowatysmy pierwotny model origami.

Jest to tzw. model wierzchotkowy, dlatego wykonujemy go z 6 jednakowych
modutéw (o$mioscian foremny ma 6 wierzchotkdw). Potrzebnych jest w tym celu
6 jednakowych kwadratowych kartek dowolnej wielkosci. My wykonaty$my model
o boku kwadratu rownego 21 cm.

Pojedynczy modut - kazdg kartke osobno zaginamy wzdtuz wszystkich osi symetrii
kwadratu (rys.5) formujac rozgwiazde.

R

.~ LEGENDA )
______ zagiecie do wewnatrz /6—* odwrécié papier na druga strone
----------- zaglecie na zewngtrz

L +————  kierunek zaglecia f_{;::» zaglece do tylu

Rys.5 (Zrédto: matematyka.wroc.pl)

Jak ztozy¢é model - powstatych 6 elementéw nasuwamy jeden na drugi, po dwa
z kazdego z trzech prostopadtych kierunkéw (jeden z gory, drugi z dotu, trzeci
z przodu, czwarty z tytu, pigty z prawej, szosty z lewej). Nalezy uwazaé, aby co
drugie ramie rozgwiazdy wypadato na wierzchu, a co drugie wewnatrz konstrukcji

(rys.7).

Rys.6 (zrédto: Internet)
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Ostateczny efekt widzimy na zdjeciach ponizej (rys.7):

Rys.7

Nastepnie wykonatySmy obliczenia. Pomagali nam rodzice, bo podobno bardzo
wazna w matematyce jest umiejetnos¢ wyprowadzania wzoréw. | to nie na
liczbach, tylko na ogodlnych zasadach, korzystajgc z literek opisujgcych dane
matematyczne. Wtedy mozna skrécié obliczenia liczbowe oraz podstawi¢ dowolne

dane poczatkowe.

Zaczetysmy od jednej z 3 powierzchni tworzacych ,,wneke” bryty origami:

o

a

ral =

8]

Rys.8
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PoliczytySmy powierzchnie tego zaznaczonego powyzej tréjkata (rys.7 i 8):

BA 1(1 ) 1 )
_2 z-ﬂ_-zﬂ_
111 1

Pl=—=r—+—- a-a=—r-ac
22 2 8

1 ¥
PA=—-a"
8

A skoro powierzchnia catkowita OSMIOSCIANU Z ORIGAMI skfada sie z 12 takich
tréjkatnych Scian, to powierzchnia catkowita tej bryty wynosi:

1 = -
Poowx. oricamr = 12 - g2 =32

[ 2] MI 7%}

P oik. orrgamr = 1,50 a

Nasz model powstawat z kartek A4. Wycietysmy kwadraty o dtugosci boku kroétszej
krawedzi kartki, czyli 21 cm (bedziemy wykonywac¢ obliczenia w centymetrach, bo
tak fatwiej sobie to wyobrazi¢). To nasza wartos¢ "a” boku kwadratu, ktéry postuzyt
nam do zbudowania obu figur.

Sprawdzmy. Jak pokazatysmy powyzej, potrzebna jest potowa boku
i potowa przekatnej . ZmierzytySmy odcinki w naszym os$mioscianie foremnym
wykonanym z przycietych kwadratow. Ditugosci odcinkdw przy pomiarach zgadzaty
sie z obliczeniami. Hurrraaa :)

Zatem pole powierzchni catej bryty:

P atk. oimioicianu oricamr = 1,5 21% = 1,5-441 = 661,5 cm?*

Uzyskatysmy zatem pierwszg informacje w naszej pracy.
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Teraz zajmiemy sie obliczeniem pola powierzchni bryty platonskiej. OKTAEDR
zbudowany jest z osmiu tréjkatéow o boku ,,c” (rys.9).

\C
/ c \ \
/ \ >
P \ C_»/
N\ —"/' /
~ /'
N /
/
v Rys.9

Spojrzmy na naszg poczatkowa rozgwiazde tworzgcy bryte origami. Stanowi ona
niejako szkielet dla oktaedru, ktorego sciany obudowujg poczatkowg bryte origami
(spdjrznarys. 1i2)

Krawedz ,c” jest bokiem obliczanego trdjkata réwnobocznego. Jest to potowa
przekatnej ,,d” kwadratu o boku ,a” (rys. 7 i 8). Oczywiscie znamy wzdr na pole
trojkata, wiec przesztySmy do wyliczenia jego powierzchni.

1
F.=—c-h
472

Hmmm. Tylko ile wynosi wysokos$¢ ,,h”?

¢ Rys.10

Jak wida¢ potowa tego trdjkata jest trojkgtem prostokgtnym (rys.10). A o takim
napisat twierdzenie niejaki Pitagoras (a przynajmniej jest ono nazwane jego
imieniem). Wykazat on, (lub ktdéry$ z jego ucznidw), ze suma kwadratow
narysowanych na bokach przyprostokatnych tego trdjkata, jest rowna kwadratowi
narysowanemu na boku przeciwprostokatnej (rys.11):
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Rys.11

Stosujac te zasade do naszego trojkata bedacego Sciang naszej bryty platonskiej:

| 2 1 2 _ -3 (-l 1)_3 2
=c - =cC ;—;C
he B3 =
V3
V3
h=—-

2 c

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa, policzytysmy tez dtugosc przekatnej kwadratu.

[ 3]

a*t+a*=d*
d¥=2-a%
Vidz =+v2-as

d=v2'a

A znajac te dane mozemy wrécié do obliczania pola trojkata. Zatem:
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1
Py=xc-h
472

1 43
P."_'I:EC-?-C

V3 .
Py=—-c*
47 g

C=Eti oraz d=v2-a
SR GRS
T A T
P.a=§a=

Znamy juz pole trdéjkata tworzgcego OKTAEDR. Ten osmioscian foremny sktada sie
z oSmiu takich trojkatéw, zatem pole powierzchni catkowitej tej bryty platonskiej to:
VE]

P, otk oRTAEDRA = S'ER‘ =+3a?

P osk.okraepra = 173 - a®

A podstawiajgc dane z naszego kwadratu wycietego z kartki A4:

P. otk petnego OkTAEDRA = 1,73 » 213= 1,73 441 = 762,93cm*

Odpowiedz:
1,73 a® > 1,50 a%, (w naszym przypadku ok.763 cm? > 0k.662 cm?),

OKTAEDR (czyli oSmioscian foremny) ma wieksze pole powierzchni, niz
ORIGAMI (zwany o$Smioscianem dla leniwych).
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Zgodnie z sugestig naszej pani od matematyki podesztysmy jeszcze do wyliczenia
OBIJETOSCI PELNEGO OSMIOSCIANU FOREMNEGO.

Sktada sie on z dwéch ostrostupdw czworokatnych prawidtowych (potgczonych
podstawa, jeden od gory i drugi od dotu —rys.12).

Rys.12

W?zory dla obliczenia objetosci:

1
Vostroﬂu*pﬂ = 5 . P‘podstrzwy' H

Uoimipicirznu =2 Uostro;ﬂu;m =2 § . Pkwrzdr'rzru' H

Dtugos$é boku i pole kwadratu, bedgcego podstawg ostrostupa, obliczytysmy na
podstawie rys. 5 i 8. Bok tego kwadratu ,x” jest przeciwprostokatng trdjkata
prostokatnego. Jest on jednoczesnie podstawg tego trojkata rownoramiennego o
ramieniu rownym potowie naszej poczatkowej kartki papieru, czyli ,2/2”. Znowu
siegamy do twierdzenia Pitagorasa:

(af’z): + (afz)z =

P‘pﬂdf.ﬂ{“‘ﬂd?"ﬂtuj = (

str. 10



Wysokos$¢ ostrostupa to potowa boku kwadratu (rys.5), czyli:

a
H=-
2
Pozostato nam podstawic:
1 a? a
Voimioiciﬂnu = 25?5
a?
Vniminiciuﬂu = ?

| policzy¢ objetosé naszego modelu, gdyby ,, wypetni¢” jego sciany. Przypominamy, ze
»,a” to nasz bok kwadratu o dtugosci 21 cm:

21% 9261
Vatmioteionu = & = 3 % 1544 cm?® = 1,5 dm?®
Odpowiedz:

Objetos¢ osmioscianu foremnego,
zbudowanego na bryle origami ztozonej z kwadratéw o boku a=21 cm,
wynosi ok. 1,5 dm3, co odpowiada pojemnosci butelki péttoralitrowe;j.
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WNIOSKI

czyli czego sie nauczytysSmy przy tej pracy.

Zabawa w origami to tez matematyka,

Poznatysmy co to sg bryty platonskie,

Cwiczyty$émy odczytywaé dane z rysunku bryty lub figury ptaskiej,
(przez analogie do bryt i figur je tworzacych),

Poznaty$Smy twierdzenie Pitagorasa

(i dowiedziatysSmy sie, co to jest pierwiastkowanie),

Wiemy, ze tréjkat réwnoboczny i rGwnoramienny mozna przedstawic jako
dwa tréjkaty prostokatne,

Nauczylty$Smy sie wylicza¢ przekatng kwadratu,

Jaka jest korzysc ze stosowania , literek” we wzorach,

(zamiast liczb w poczatkowych obliczeniach),

Matematyka jest fajna.

oraz

Wykazatysmy, ze szkielet oSmioscianu ma mniejszg powierzchnie,
niz jego zewnetrzna powtoka,

Objetos¢ osmioscianu zbudowanego z kartek A4 wynosi tyle,
co pojemnosc 1,5-litrowej butelki napoju.
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