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1. Poczatki liczb i obliczen.

,B0Og stworzyt liczby naturalne, reszta jest dzietem cztowieka”

Leopold Kronecker

Matematyka istnieje juz tak dtugo jak ludzkos¢. Jest ona bardzo
rozlegtg dziedzing nauki. Matematykg pierwszych ludzi byto zaledwie
zliczanie przedmiotéw i zwierzgt. Pasterz na pewno liczyt owce przed
opuszczeniem ich na pastwisku i po powrocie do zagrody aby miec
pewnosc, ze sg wszystkie. Nie musiat on wykonywac zadnych
skomplikowanych obliczen, wystarczato tylko dodawanie i odejmowanie. Nie
musiat znac tez nazw liczb. Mogt liczy¢ na palcach i takimi symbolami sie
postugiwac. Przyktadowo mogt stwierdzi¢, ze brakuje mu ,palec wskazujgcy
owiec”. Oznaczatoby to, ze zaginety mu dwie owce. Jednak gdyby kto$
powiedziat pasterzowi, ze brakuje mu ,dwoch owiec” to prawdopodobnie by
go nie zrozumiat. Liczenie na palcach stanowitoby dla pasterza problem
dopiero wtedy, kiedy miatby wiecej owiec niz palcéw. Z tego powodu
zaczeto zapisywac liczby i obliczenia. Okre$lano nazwy i znaki dla coraz
wiekszych ilosci. Kazdy mogt inaczej méwic i inaczej zapisywac liczbe 7 ale
kazdy miat na mysli tg sama ilo$¢. Rézne cywilizacje radzity sobie inaczej z
problemem zapisu liczb.

Jedng z najciekawszych, znanych nam dawnych préb zapisu liczb jest
odkryta w 1960 r. przez francuskiego archeologa, Jeana de Heinzelin de
Braucourta, kos¢ strzatkowa pawiana z wycietymi na niej kreskami. Zostata
odnaleziona w Ishango (na granicy dzisiejszej Ugandy i Kongo). Stad
pochodzi jej nazwa — kos¢ z Ishango (rys.1). Szacuje sie, ze ma okoto
20 000 lat i pochodzi z paleolitu. Naukowcy stwierdzili, ze te kreseczki sg
Sladami rachunkow pierwotnych ludzi. Na kosci widac trzy rzedy nacie¢. W
pierwszym jest ich 60, w drugim 48, w trzecim ponownie 60. Naciecia
prawdopodobnie oznaczajg ilo$¢ upolowanych przez posiadacza kosci
zwierzat ale w nacieciach mozna tez zauwazy¢ zaskakujgcy porzadek.
Pierwszy rzad zawiera naciecia w czterech grupach: 19, 17, 13 i 11 naciec.
Przeciez to liczby pierwsze pomiedzy 10 a 20 ! W drugim rzedzie mamy
kolejno 3, 6, 4 i 8 nacie¢. Czyzby to byta préba przedstawienia mnozenia
3x2=614x%x2=8"7Dalejjest 10, 5, 5i 7 nacie€. Moze to przedstawienie
dzielenia bo przeciez 12—0 = 57? W trzecim rzedzie naciecia wystepujg w
grupach 11, 21, 19 9. By¢ moze to dodawanie i odejmowanie: 10 + 1, 20
+1,20-1, 10 -1 ? Kosc z Ishango nie jest jedyng ani najstarszg takg



koscig z nacieciami. Znana jest tzw. kos¢ z Lebombo, ktorej wiek
szacowany jest na 37000 lat z 29 wyraznymi nacieciami. Przypuszcza sie,
ze byt to zapis kalendarza ksiezycowego gdyz podobnymi postugujg sie do
dzisiaj Buszmeni z Namibii. Znaleziono wiecej podobnych, rowniez w
Europie. A byé moze kosci z Ishango, Lebombo i inne nie ukazujg jeszcze
zadnych obliczen i sg to tylko same zapisy ilosci ? Byty to jednak jeden z
pierwszych krokéw cztowieka w ogromny swiat matematyki. Aktualnie kos¢
z Ishango jest na wystawie w Krolewskim Belgijskim Instytucie Nauk
Przyrodniczych w Brukseli.

Rys. 1

Kolejng prawdopodobng prébg dokonywania obliczen przez ludzi
tysigce lat temu jest posiadajgcy ponad 6000 lat uktad kamieni znajdujacy
sie we Francji. Sg to tzw. megality z Carnac (rys.2). Znajduje sie tam tgcznie
ok. 3000 megalitéw tworzgcych menhiry. dolmeny i kromlechy. Pierwotnie
byto ich tam znacznie wiecej, prawdopodobnie ok. 10000. Ciekawe jest to,
ze czesc¢ megalitdw utozona jest w szeregi, w ktorych liczby gtazéw sg
liczbami pierwszymi. Nie jest wiadome czy jest to przypadek, czy jakas
forma obliczen. Megality z Carnac sg wielkg zagadkg dla archeologow. Nie
wiadomo dlaczego utozono tyle wielkich skat w rzedach. Podobna bardzo
znana starozytna budowla to tzw. kamienne kregi w Stonehenge w Anglii.
Tam utozono kamienie w ksztatt okregow czyli kromlechow.



Rys. 2

Nastepnym ciekawym sposobem zapisu liczb jest pismo kipu, zwane
rowniez pismem wezetkowym (rys.3). Byto ono wykorzystywane przez
starozytnych Inkow. Jest to jeden z najstarszych sposobdéw zapisu
informaciji. System ten wbrew pozorom jest wyjgtkowo precyzyjny.

Te niepozorne wezetki oznaczajg litery i liczby. Istotny jest nie tylko sposéb
w jaki zawigzano sznurki. Znaczenie ma kolor, dtugo$¢, skret sznurka i
rodzaj przedzy. Pismo to wcigz pozostawia wiele tajemnic. Dalej nie zostato
w catosci odszyfrowane. Wiemy jednak, ze pismo to stosowane byto nie
tylko przez Inkéw. Podobny system zapisu informacji odkryto rowniez w
Chinach.

Rys. 3



Kipu jest bardzo starym i skomplikowanym sposobem zapisywania liczb.
Nie mozna jednak tego powiedzie¢ o kazdym dawnym sposobie
zapisywania liczb. Powstato wiele systemow. Wsrdd nich mozna znalez¢
kilka, ktére sie bardzo wyrdzniaja.

2. Jak zapisywano liczby.

2.1 Addytywne systemy zapisu liczb.

Addytywny sposob zapisu liczb to taki, w ktoérym liczby tworzy sie przez
dodawanie kolejnych symboli. Przyktadami systeméw addytywnych sg m.in.
systemy egipski, etruski i rzymski.

Zacznijmy od omodwienia egipskiego systemu liczbowego. Sktadat sie on
z 7 hierogliféw oznaczajgcych liczby 1, 10, 100, 1000, 10000, 100000 oraz
1000000 (rys.4). Mozna zatem powiedzie¢, ze byt to system dziesietny. Jesli
chcieliSmy napisac liczbe ,300” to musieliSmy zapisac obok siebie 3 znaki
liczby ,, 1007, jesli chcielismy napisac liczbe ,26” to zapisywaliSmy dwa znaki
liczby ,10” i szes¢ znakow liczby ,1” itd.. Oto jak wyglgdaty egipskie cyfry i
podstawowe liczby:

Wartos¢ 1 10 100 1000 | 10000 | 100000 | 1000000

Hieroglif | | N S I ﬂ Y ﬁ’

Rys. 4

Zobaczmy zatem teraz jak wygladajg przyktadowe liczby zapisane w
systemie egipskim.

Liczba 463 wyglgdataby tak:
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A liczba 625 tak :
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Liczby egipskie mogty by¢ zapisywane w obu kierunkach lub pionowo.
Kierunek pisania byt bardzo wazny ze wzgledu na dziatania dodawania i
odejmowania. Stuzyt do tego specjalny hieroglif, znak ,stopy”. Jezeli ,stopa”
byta skierowana zgodnie z kierunkiem pisania oznaczata dodawanie a jezeli
przeciwnie, odejmowanie. Oto przyktad dodawania ,12 + 110" :
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oraz przyktad odejmowania ,111 — 21”;
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Egipskie hieroglify pozwalaty réwniez na zapisywanie utamkéw. Stuzyt do
tego specjalny hieroglif, znak przypominajgcy usta. ,Usta” umieszczone nad
zapisang liczbg oznaczaty utamek o liczniku ,1” i mianowniku réwnym tej

liczbie. Hieroglify zapisane ponizej oznaczajg utamek % :
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Ponadto istniaty specjalne znaki dla utamkéw % 33 oraz % :
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W matematyce istnieje dzisiaj pojecie tzw. utamka egipskiego czyli sposobu
przedstawiania liczby wymiernej (utamka) za pomocg sumy utamkow
zwyktych o liczniku rownym ,1” i majgcych rézne mianowniki. Oto przyktady:

3 1 1
=4 =
4 2 4
9 1 1
=44 =
10 3 15

Kolejnym systemem addytywnym jest system rzymski. Postugujemy
sie nim w ograniczonym zakresie do dzisiaj. Zapis ten jest najczesciej
wykorzystywany do zapisu dat (np. 8 VIII 2006), numeracji niektorych
budynkdw, numeruje sie nimi cykliczne wydarzenia (np. Il Puchar Dtugiej
Polany), oznacza sie kolejne stulecia (np. XXI wiek), wykorzystuje w
tytutowaniu wtadcéw i papiezy (np. Jan Pawet Il) oraz w nazwach niektorych
wydarzen historycznych (np. Il Wojna Swiatowa). Poczatki cyfr rzymskich
siegajg VI w. p.n.e.. Tak naprawde Rzymianie wcale nie sg ich autorami.
Przejeli je od cywilizacji etruskiej i nieco zmodyfikowali.

Oto jak wygladaty liczby etruskie :

Liczba arabska Znak etruski

1

5

10

50

¥ = X|>|—

100

Rys. 5

Etruskich znakow (liczb) byto tylko pie¢, Rzymianie wprowadzili jeszcze
kilka innych. Aktualnie postugujemy sie w systemie rzymskim tylko 7
znakami. Trzy symbole, ktére oznaczaty 5000, 10000 i 0,5 wyszly juz z
uzycia. Cyfry rzymskie przez lata rowniez bardzo sie zmienity. Ich zapis
zostat nieco uproszczony. Oto przyblizony (rys.6) wyglad liczb rzymskich
przed i po zmianach :
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Rys. 6

Dzisiaj nie stosuje sie znakow dla liczb wiekszych od ,,1000” ale mozna
zapisac liczbe stukrotnie wiekszg przez zapis |X|. Przykladowo |D|
oznaczatoby liczbe ,50000” a |M| liczbe ,100000”. Liczbe tysigckrotnie
wigkszg zapisa¢ mozna stosujgc nadkreslenie X, czyli D oznaczatoby liczbe
,900000”. Mozna stosowac te oznaczenia réwnoczesnie, mnozgc w ten
sposob podstawows liczbe 100000 razy, czyli zapis [M| oznacza liczbe
,1700000000".

Pomimo, ze liczby rzymskie sg w uzyciu tak dlugo, majg one jednak
wiele wad. Nie mozna nim zapisywac np. liczby ,0”. Znak ZERA w zapisie
rzymskim po prostu nie istnieje. Rzymianie nie uznawali bowiem ZERA za
liczbe i nie widzieli sensu ani potrzeby zapisywania czegos, czego nie ma.
Znakami rzymskimi nie zapisuje sie wspotczesnie rowniez utamkow. Mato
kto dzisiaj wie, ze dawniegj istniaty znaki rzymskie do zapisywania utamkéw.
Jedyne utamki, ktére mozna zapisa¢ znakami rzymskimi to utamki zwykte,
ktore miaty mianownik rowny ,12” lub byty jego skroceniem. Oto tabela
(rys.7) z utamkami zapisanymi w systemie rzymskim :
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Rys. 7

Ponadto, o ile zapisanie nawet wiekszej liczby znakami rzymskimi nie jest
trudne to juz wykonywanie na tak zapisanych liczbach jakichkolwiek
obliczen jest prawdziwym wyzwaniem. Te niekorzystne cechy spowodowaty,
ze rzymsKi zapis liczb zostat praktycznie catkowicie zarzucony.

W systemie rzymskim mozemy rowniez dostrzec pewng niescistos¢.
Dotyczy ona liczby ,cztery”. Zapisujemy jg jako ,IV” ale na bardzo wielu
zegarach z rzymskim oznaczeniem godzin liczba ta jest przedstawiona jako
7 (rys.8). Jest tak miedzy innymi dlatego, ze ,IlII” byto tatwiejsze do
zapamietania od ,IV”. Starozytni skrybowie unikali wiec zapisu ,I1V”, dlatego
tez ,4” na najstarszym zegarze na Swiecie ma postac ,IllI”. Znajduje sie on
w katedrze Wells w Somerset w Wielkiej Brytanii (rys. 9). Byt inspiracjg dla
wielu zegarmistrzéw, ktorzy upodabniali do niego swoje dzieta. Nie byt to
jednak jedyny powdd umieszczania na tarczach zegarow takiego
,hiepoprawnego” zapisu. Prawdopodobnie swoj udziat miat w tym réwniez
krol Ludwik XIV. Nie byt zwolennikiem zapisu ,IV” i kazat korzystaé tylko z
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zapisu ,III” przy produkcji zegaréow. Nie wiemy jednak dlaczego tak
postepowat.

Rys. 8
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Majowie postugiwali sie juz innym systemem liczbowym. Byt to
system o podstawie ,,20”. Dlaczego o podstawie ,20” a nie ,10” ?
Prawdopodobnie Majowie do liczenia uzywali réwniez palcow u nog, stad
taka podstawa liczbowa systemu. Ich liczby sktadaty sie z kombinacji kresek
I kropek. Oto zestawienie jednostkowych cyfr zapisanych systemem Majéw :

O 1 2 3 4
Q> © oo oo ecee
5 6 7 8 9

® oo o000 0000
10 11 12 13 14

© oo 000 0000
15 16 17 18 19

®© oo o00 0000

Rys.10

Jak mozna tatwo zauwazycC caty system sktadat sie tylko z 3 znakdéw —
specyficznego zera przypominajgcego oko lub muszle, kropki i kreski.
Kropka oznacza liczbe 1, a kreska liczbe 5. Ale to dopiero poczatek.

W systemie Majow stosowane sg rowniez rzedy wielkosci. Ponizej (rys. 11)
przedstawiono tabele z rzedami wielko$ci i ich nazwami. tatwo zauwazy¢,
ze Majowie wypracowali ,prawie” pozycyjny system liczbowy o podstawie
,20”. ,Prawie”, gdyz 3-ci rzad wielkosci ,tun” to 18 x ,uinal” a nie 20 x ,uinal”.
By¢ moze wynika to z faktu, iz Majowie dzielili rok na 18 miesiecy po 20 dni
kazdy miesigc oraz dodatkowo 5 dni. Liczby zapisywane byty w rzedach
wielkosci, od gory do dotu. Wyzej rzedy wyzszej wielkosci, rzedy nizsze na
dole. Liczby wynikajgce z kazdego rzedu dodajemy do siebie.
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Wielkosc¢ Nazwa Mnoznik
1 kin
20 uinal 20 x kin
360 tun 18 x uinal
7200 katun 20 X tun
144000 baktun 20 x katun
28800000 piktun 20 x baktun
57600000 calabtun 20 x piktun
1152000000 kinchiltun 20 x calabtun
23040000000 alautun 20 x kinchiltun
Rys. 11

Aby zapisac np. liczbe ,20” trzeba uzy¢ 2 rzedow, ,uinal” oraz ,kin”:

uinal ° czylil1x 20 =20
kin @ czyli ,0”

Aby zapisac liczbe ,505”, musimy uzy¢ juz 3 rzeddw, ,tun”, ,uinal” i ,kin”:

tun ° czyli 1 - 360 = 360

Kin — czyli 5

Najwiekszg liczbe jakg mozemy zapisacC systemem Majow to
460800000039. Bedzie to liczba zapisana w 9 rzedach a w kazdym z nich
cyfra ,19”. Dzisiaj nie wiemy czy Majowie zapisywali wieksze liczby gdyz nie
znamy wyzszego rzedu wielkosci od ,alautun”.
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2.2 Pozycyjne systemy zapisu liczb.

Druga grupg systeméw liczbowych sg systemy pozycyjne. W nich
najwazniejsza jest pozycja cyfry, od tego pochodzi ich nazwa. Posiadajac
dowolne dwie cyfry mozemy utozyé¢ z nich nie jedng a dwie liczby.
Przyktadowo wezmy cyfry 3 i 7. Mozemy utozy¢ liczby 37 i 73. O wielkosci
stworzonych przez nas liczb zadecydowata ich kolejnos¢. Wartos$¢ kolejnych
liczb w systemie pozycyjnym zalezy od ich miejsca w ciggu a miejsce to
okresla potege pewnej liczby, ktdrg przyjmujemy jako podstawe systemu
Dzisiaj postugujemy sie systemem dziesietnym ale do niego jeszcze
wrocimy. Wrocmy jeszcze do poczatku liczb i pierwszych odkrytych notacji
obliczen.

Wszystko co zostato odkryte zawdzieczamy ludzkiej ciekawosci.
Wielu osobom jej niestety brakuje. Mnostwo rzeczy wydaje nam sie
oczywiste i nawet nie zastanawiamy sie dlaczego sg takie a nie inne.
Doskonatym przyktadem jest pomiar czasu. Kazdy wie, ze godzina ma 60
minut, a minuta 60 sekund. Mato kto zastanawiat sie dlaczego wtasciwie nie
10 lub 100. Postugujemy sie przeciez na co dzieh systemem dziesietnym.
Nie postugiwano sie nim jednak zawsze. Babilonczycy postugiwali sie
systemem o podstawie szescdziesigt. To oni podzielili godzine na 60 minut,
a minute na 60 sekund. To jednak nie koniec wkfadu Babilohczykdw i ich
systemu do naszego zycia. Zawdzieczamy im takze podziat kgta petnego na
360 stopni i wielkosci takie jak tuzin, kopa i mendel. Kopa jest rowna

podstawie systemu Babilonczykow, czyli 60. Tuzin to jej % , a mendel to i .

Czemu jednak Babilonczycy wybrali na podstawe swojego systemu tak
duzg liczbe jak 60 ? Pewien austriacki historyk — Otto Neugebauer
zasugerowat, ze byto tak dlatego, ze 60 jest podzielne przez 2, 3, 4, 6, 10,

12, 15, 20i 30. Do mierzenia czesto byly potrzebne utamki takie jak % , =

w

i . Mozliwe, ze podstawa 60 miata rozwigzac problem jednoczesnej

podzielnosci przez 2, 3 i 4. Jesli ktos chciat kupi¢ ¢wier¢ sera wazgcego 60
babilonskich jednostek wagi nie miat z tym problemu. Nasza podstawa, czyli

10 nie ma takiej zalety. Jesli cos wazy 10 kg to odmierzenie i Z tego

przedmiotu bedzie duzo trudniejsze.

Gdzie jednak miaty poczagtek dzisiaj uzywane cyfry arabskie i system
dziesietny ? Musimy odwiedzi¢ Indie czyli miejsce narodzin cyfr arabskich. Z
tego powodu nazywane sg rowniez cyframi indyjskimi lub indyjsko —
arabskimi. Ktos moégtby zapytac: Dlaczego powszechnie nazywamy je
arabskimi ? Zostaty przeciez wynalezione w Indiach ? Powodem tego byt
najazd Arabdow na Indie. Najezdzcy otrzymali dostep do indyjskiej wiedzy i
dokumentéw. Indyjskie cyfry weszty do uzytku dzieki Arabom, ktorzy
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zapewne przypisywali sobie ich odkrycie. Z biegiem lat ich wyglad nieco sie
zmienit. Ponizej (rys.12) pokazano indyjskie cyfry (VIIl w. n. e.) od 1 do 9.

[ 223% 1S 7L<

Rys. 12

Duzym osiggnieciem byta liczba ,,0”. Rzymianie nie widzieli potrzeby
zapisywania czegos, czego nie ma. Hinduscy matematycy odkryli jednak
zastosowanie tej liczby w zapisywaniu wiekszych liczb. Jak widag, ich
pomyst byt bardzo dobry. Do dzis nikt nie szuka nowego systemu zapisu
liczb. Ale dlaczego cyfr jest 10 ? Prawdopodobnie dlatego, ze cziowiek ma
10 palcéw u rgk. Niegdys liczono przeciez na palcach. Hipoteza ta nie jest
jednak udowodniona.

WréEmy zatem do naszego, dziesietnego systemu liczbowego.
Wynaleziony zostat podobno przez Archimedesa (ok. 287-212 p.n.e.) ale
ten nie zdawat sobie w petni sprawy z tego odkrycia. Podstawag jest liczba
,10” a kolejne miejsca w liczbie zajmujg cyfry przez ktére mnozona jest
kolejna potega ,dziesigtki’. Najlepiej obrazuje to prosty przyktad:

1234 =1-10®+2-10°+ 3-10'+4-10°= 1000 + 200 + 30 + 4

Majowie uktadali kolejne rzedy z géry na dét, my robimy to samo od lewej
do prawej strony.

A co oznacza zapis utamka dziesietnego np. 123,4 ? Nic sie w zapisie nie
zmienia, separator (przecinek lub kropka) oddziela jedynie czes¢ catkowitg
od utamkowej gdzie pojawiajg sie kolejne potegi ,10” o ujemnym
wyktadniku:

1234=1-10°+2-10'+3-10°+4-101=100+20+3+ 0,4

12,34 =1-10'+2-10°+3-10*+4-102=10+2+ 0,3 + 0,04

Mozemy ogdlnie stwierdzié, ze system pozycyjny to zapis liczb w postaci:
Cii-Pt+ci2-p2+ ...+ c1-pt+ co-p°

gdzie p to liczba zwana podstawg systemu a ci to cyfry, ktére wyrazajg
liczbe jednostek uzytego rzedu, przy ktérym stojg. Cyfr jest zawsze tyle ile
wynosi podstawa p systemu, 0od 0, 1, 2, ..... do p-1.

Chociaz bez trudu mozna sobie wyobrazi¢ system pozycyjny o
dowolnej podstawie, szerokie zastosowanie, przede wszystkim w technice
cyfrowej i informatyce, znalazty systemy dwojkowy i szesnastkowy.
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System dwodjkowy to ,wewnetrzny jezyk komputeréw”, dla ktérych
zrozumiate sg tylko 2 poziomy sygnatu elektrycznego: JEST oraz NIE MA.
W praktyce sg to napiecia jakie podawane sg do odpowiednich obwodow
komputera np. +5 V oraz 0 V, ktére procesor odpowiednio interpretuje.
|dealnie do zapisywania ,komputerowych stow” nadaje sie system
dwojkowy, w ktérym wystepuja tylko cyfry ,17i,0” czyli JEST SYGNAL i NIE
MA SYGNALU. W matematyce podstawg tego systemu jest liczba ,2”.
Przyktadowa liczba zapisana w tym systemie wyglada np. tak:

100101 =1x2°+0x2+0x22+1x22+0x2'+1x2°=32+4+1=37

Oczywiscie komputer nie zrozumie nieprzerwanego ciggu zer i jedynek.
Polecenia i wyniki muszg byc¢ ,pakietowane” w stowa o odpowiednigj
dtugosci i przesytane do komputera stowo po stowie. Procesor tzw. 8 bitowy
bedzie rozumiat kod, w ktérym kazde stowo ma 8 znakoéw np.: 10001011,
10100011. Procesor 16 bitowy bedzie pracowat na stowach o 16 znakach
itd..

W informatyce uzywa sie rowniez zapisu szesnastkowego. Podstawg jest
liczba ,16” a cyframi 0, 1, 2, 3,4, 5,6,7,8,9,A, B, C, D, EiF. Gldwng
zaletg postugiwania sie tym systemem liczbowym jest mozliwos¢ zapisania
duzych liczb za pomocg mniejszej ilosci znakéw. Przyktadowa liczba
szesnastkowa:

FF1IAB=15x16%+15x16%+ 1 x 162+ 10 x 161 + 11 x 16° = 1044651

Czyli przy pomocy 5 znakéw zapisaliSmy liczbe, ktéra w systemie
dziesietnym miataby 7 znakow

Wielkg zaletg systemdw pozycyjnych jest ich prostota, tatwos¢ zapisu
dowolnie duzej liczby oraz tatwos¢ dokonywania dowolnych obliczen na
liczbach. System pozycyjny ma rowniez pewne ,putapki’. Zmiana miejsca
potozenia separatora w utamku lub przestawienie kolejnosci cyfr w liczbie
powoduje od razu duzg zmiane wartosci catej liczby. W systemach o nizszej
podstawie zapisanie duzej liczby skutkuje z kolei koniecznosci zapisania
duzej liczby cyfr a wtedy fatwo jest o pomyike.
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3. Naturalnie liczby naturalne.

Matematyka od najdawniejszych czasow stuzyta nazewnictwu oraz
zapisywaniu ilosci. Juz starozytni matematycy zaczeli szuka¢ zawsze
sprawdzajgcych sie wzorow na pola powierzchni, obwody i objetosci figur
geometrycznych. Matematyka zaczeta by¢ wiec coraz czesciej
wykorzystywana w architekturze i budownictwie. Ale pierwszym co
przychodzi nam na my$| na hasto ,matematyka” nie jest architektura,
budownictwo ani konstrukcje mechaniczne. Najczestszym skojarzeniem z tg
dziedzing nauki sg liczby. Matematyka zaczeta sie rozwija¢ jako nauka w
chwili gdy ludzie potrafili spojrze¢ na liczby jako na osobne ,twory” nie
zwigzane z zadnymi konkretnymi pomiarami lub obliczeniami. Liczby dla
matematyka staty sie czyms co wcale nie musi by¢ powigzane z
codziennymi pomiarami, zliczaniem czy wazeniem. Liczby zaczety zy¢
wilasnym zyciem.

Podstawowym zbiorem liczbowym jest zbidr liczb naturalnych, czyli liczb
catkowitych nieujemnych. Mozna powiedziec, ze liczby naturalne ,pojawity”
sie wraz z probami zapisywania liczb. Sg to liczby catkowite dodatnie lub
nieujemne. Nie jest bowiem wyraznie ustalone, czy do tego zbioru zalicza
sie rowniez liczba zero. Czesto uznaje sie, ze tak, jednak zalezy to od
podanej definicji i matematycznie nie ma wiekszego znaczenia. Pomimo
tego, iz nie ma nic bardziej naturalnego od liczb naturalnych, naukowcy
potrzebowali duzo czasu do okreslenia ich doktadnej definicji. Bardziej
skomplikowane liczby rzeczywiste, uzywane zresztg juz w starozytnosci,
zostaty matematycznie zdefiniowane w potowie XIX w., podczas gdy liczby
naturalne, wtoski matematyk Giuseppe Peano, zdefiniowat dopiero pod
koniec XIX w.. Peano okreslit nastepujgce cechy liczb naturalnych:

- istnieje liczba naturalna ,0”;

- kazda liczba naturalna ma swoj nastepnik;

- ,0” nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalnej;

- rozne liczby naturalne majg rozne nastepniki;

- jesli ,0” ma dang wfasnoSc i nastepnik dowolnej liczby naturalnej ma tg
samag wfasnoSc, to kazda liczba naturalna ma te wtasnosc.

Jak wida¢, Peano uznawat ,,0” za liczbe naturalng. Dzisiaj zbior liczb
naturalnych oznaczamy literg ,N”. Arytmetyka i teoria liczb zajmuje sie
wiasnie liczbami naturalnymi. Filozofowie matematyki z radykalnego nurtu
tzw.finitystow uznawali nawet, ze matematycy powinni zajmowac wytgcznie
liczbami naturalnymi. Badajgc liczby naturalne matematycy odkrywali ich
rézne wiasciwosci. Najwazniejszymi liczbami naturalnymi sg liczby pierwsze
ale ciekawe sg takze liczby doskonate i zaprzyjaznione.
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3.1 Liczby pierwsze.

Liczbami, ktére intrygujg ludzi nauki od starozytnosci sg liczby
pierwsze. Od zawsze byty zagadka i ciekawym obszarem badan dla
matematykdw. Kazda liczba pierwsza posiada tylko dwa dzielniki, liczbe ,1”
i ja sama. Liczbami pierwszymi sg zatem np. 5, 17 lub 13. Przeciwienstwem
liczb pierwszych sg liczby ztozone, majg one powyzej dwoch dzielnikéw. Sg
to przyktadowo liczby 4, 16 i 45. Wr6cmy jednak do liczb pierwszych.
Ciekawe jest to, ze liczba 1 nie jest uznawana za liczbg pierwszg ! Jest tak
dlatego, ze ma tylko jeden dzielnik naturalny, ,1”. Poza tym w wielu
definicjach liczb pierwszych podaje sie, ze sg to liczby wieksze od 1.
Kolejnym powodem tego, ze ,1” nie jest liczbg pierwszg jest tresc
podstawowego twierdzenia arytmetyki. Brzmi ono nastepujgco :

Kazdg liczbe naturalng wiekszg od 1, nie bedgcg liczbg pierwszg, mozna
[ednoznacznie przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych.

Za przyktad wezmy liczbe 12:
12=2-2-3

W definicji podkreslone zostato stowo jednoznacznie. Gdyby 1 byto liczbg
pierwszg nie bytoby jednoznacznosci. Wtedy :

12=2-2-3
12=1-2-2-3
12=1-1-2-2-3

Widac¢ zatem, Ze definicja bytaby btedna i jednocze$nie mozna powiedziec,
ze liczba ,1” nie jest ani liczbg pierwszg ani liczbg ztozong. Mozna takze
stwierdzic, ze liczby pierwsze sg jakby czesciami sktadowymi, z ktorych przy
pomocy mnozenia zbudowane sg liczby ztozone.

Wzor na obliczenie liczb pierwszych wcigz pozostaje zagadkg i nalezy
on do tzw. 7 problemoéw milenijnych. Pewien grecki matematyk, Eratostenes
z Cyreny, odkryt pewng metode poszukiwania takich liczb. Nazywa sig jg
dzisiaj Sitem Eratostenesa. Polega na wpisaniu w tabele wszystkich liczb
od 2 do n i wykreslaniu wielokrotnosci wszystkich liczb mniejszych badz
rownych v/n. Jezeli zatem utworzymy sobie tabele z liczbami od 2 do 100,
wykreslamy z niej wszystkie liczby, ktore sg wielokrotnosciami liczb
mniejszych od 10 oraz samg liczbe 10. Ponizej (rys. 13) zostato
przedstawione takie sito z zaznaczonymi na czerwono wielokrotnosciami
(sg to liczby ztozone) oraz usunietg liczbg jeden, ktdra jak wiemy nie jest
liczbg pierwszg. Pozostate liczby sg z pewnoscig pierwsze.
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2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Rys. 13

Patrzgc na tabele widzimy, ze liczba 6 jest liczbg ztozong a liczba 13
jest liczbg pierwsza. Sito Eratostenesa jest jednak bardzo pracochtonng
metodg odkrywania liczb pierwszych.

Matematycy zajmujgcy sie teorig liczb zaczeli wyrdzniaé wiele
rodzajow liczb pierwszych. W$rad liczb pierwszych mozna wskazac liczby
blizniacze i liczby czworacze. Liczby blizniacze sg dwiema kolejnymi
liczbami pierwszymi, ktérych réznica wynosi ,2”. Parami liczb blizniaczych
sg przyktadowo 315, 11113, 171 19. Czyli liczby blizniacze majg postac :

p,p+2
gdzie p jest liczbg pierwsza.

Z kolei pary najblizej sgsiadujgcych ze sobg par liczb blizniaczych
(réznigcych sie o cztery) nazywamy liczbami czworaczymi. Sg nimi
przyktadowo takie zestawienia liczb pierwszych : 5, 7, 11, 13; 11, 13, 17, 19;
101, 103, 107, 109; 191, 193, 197, 199.

Liczby czworacze majg zatem postac :

pp+2,p+6p+38
gdzie p jest liczbg pierwsza.

Innym ich rodzajem sg liczby pierwsze izolowane. Liczba pierwsza p
jest izolowana gdy najblizsza jej kolejna liczba pierwsza rozni sie od liczby p
co najmniej o0 ,4”. Liczby izolowane to np. 23, 67 lub 89.

Kolejng kategorig sg liczby pierwsze lustrzane. Sg to pary liczb, z
ktorych jedna powstaje przez odwrotne zapisanie sktadnikow drugiej liczby.
Oczywiscie obie pary liczb muszg by¢ pierwsze. Liczbami pierwszymi
lustrzanymi sg np.: 13131, 17171 lub 371 73.



19

Jeszcze inng kategorig sg liczby pierwsze palindromiczne czyli takie
liczby pierwsze, ktére nie zmieniajg sie gdy ich cyfry sktadowe zapiszemy w
odwrotnej kolejnosci, np.: 11, 101, 131, 191.

Kolejne liczby, ktére majg Scisty zwigzek z historig poszukiwania liczb
pierwszych to tzw. liczby Fermata. Oznacza sie je wielkg literg ,F”.
Pierwszym, ktory rozpoczat badania nad tymi liczbami byt francuski
matematyk, prawnik i lingwista — Pierre de Fermat (rys. 14 ). Byt nie tylko
wspaniatym matematykiem ale rowniez radcg w Tuluzie.

Rys. 14

Nazwa liczb Fermata pochodzi wtasnie od jego nazwiska. Liczby Fermata to
liczby naturalne, ktére sg postaci:

F,=22"+1

Gdzie n to dowolna liczba catkowita nieujemna.
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Obliczmy kilka kolejnych liczb Fermata :
Fo=2%2"+1=3

F,=22'4+1=5

F, =22 +1=17

F, =22 +1=257

F, =22 +1=65537

Fo = 22° + 1 = 4294967297

Sam Fermat podejrzewat, ze wszystkie liczby majgce postaé 22" + 1 sg
pierwsze. Rzeczywiscie pie¢ poczatkowych liczb Fermata (Fo, F1, F2, F3 i Fa)
jest pierwszych. Stynny szwajcarski matematyk, Leonhard Euler udowodnit,
ze juz szosta liczba Fs pierwsza nie jest. Rozpoczety sie zatem
poszukiwania liczb pierwszych Fermata. Francuski matematyk Theophile
Pépin odkryt metode na sprawdzanie pierwszosci konkretnej liczby.

Dla liczby Fermata o n > 1 obliczamy:

Jezeli wynik dzielenia:

jest liczbg naturalng to konkretna liczba Fermata F jest liczbg pierwsza.

Sprawdzmy jedng z liczb Fermata pod wzgledem pierwszosci :

Dlan = 2:

F, =17
m=21=8
2
3M+1=6562

6562 : 17 = 361

A zatem liczba Fermata F> = 17 jest liczbg pierwsza.
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Jednak do dzisiaj nie wiadomo czy poza piecioma od dawna znanymi, jakies
nastepne liczby Fermata sg liczbami pierwszymi.

Podobne matematyczne poszukiwania dotyczg tzw. liczb Mersenne’a.
Sg to liczby postaci:

Mn = 2n - 1
gdzie n jest nieujemng liczbg catkowita.

Ciekawe jest, ze aby liczba Marsenne’a byta pierwsza to warunkiem
koniecznym jest aby wykfadnik n potegi 2" byt liczbg pierwszg. Jest to
warunek konieczny ale nie wystarczajgcy. Jezeli natomiast wyktadnik n jest
liczbg ztozong to liczba Marsenne’a jest zawsze liczbg ztozong. Policzmy
zatem kilka kolejnych takich liczb:

Mp=2°-1=1-1=0
Mi=2'-1=2-1=1
M,=22-1=4-1=3
M;=23-1=8-1=7
Ms=24-1=16-1=15
Ms=2°-1=32-1=31
Mg=2°-1=64-1=063

Matematycy wypracowali skuteczne metody badania liczb Mersenne’a czy
sg one pierwsze czy ztozone. Stad najwieksze odkrywane liczby pierwsze to
zwykle wiasnie liczby pierwsze Mersenne’a. Najwieksza znana taka liczba
ma ponad 24 miliony cyfr, jest to 282%89933 . 1 Aby tatwiej bylo sobie
wyobrazi¢ jak wielka jest to liczba mozna w przyblizeniu przyjac, ze do jej
zapisania potrzebnych jest ok. 15000 kartek papieru formatu A4.

Wcigz nie znamy wzoru na obliczanie liczb pierwszych. Wielu
wspaniatych matematykow bezskutecznie zmagato sie z tym problemem.
Jednym z nich byt Polak, Stanistaw Ulam (rys.15 ). Ponoc juz jako dziecko
wyrézniat sie duzym talentem matematycznym. Jako matematyk wyktadat
na najbardziej prestizowych uczelniach w USA bedac prekursorem
modelowania matematycznego w fizyce.



Rys.15

Od jego nazwiska nazwe otrzymata spirala Ulama (rys.16). Powstata w dosc¢
nietypowy sposob. Ulam podobno nudzit sie ma wyktadzie i nie
spodziewajgc sie zadnego nowego odkrycia, narysowat spirale stworzong z
kolejnych liczb naturalnych. Pozniej zostawit w niej tylko liczby pierwsze. W
miejscu liczb ztozonych zostata pusta przestrzen.
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Rys. 16
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Po narysowaniu duzo wiekszej spirali Ulama mozna dostrzec na nigj
wyrazne linie wyznaczone przez liczby pierwsze (rys.17 ).

Rys. 17

Nie wiadomo co owe linie mogg oznaczac. Widac jednak, ze liczby pierwsze
nie sg rozrzucone na spirali w chaotyczny sposob, panuje tu jakis
przedziwny porzgdek. Nie wiadomo co ten niezwykty porzgdek moze
oznaczac ale mozna sie spodziewac, ze utatwi odkrycie upragnionego
wzoru na obliczanie liczb pierwszych. Niestety jeszcze nie wiadomo w jaki
sposoOb miatby to zrobi€.

Matematycy formutowali rowniez wiele twierdzen dotyczgcych liczb
pierwszych. Jednym z nich jest bardzo prosto wygladajgce twierdzenie
Czebyszewa. Brzmi ono nastepujgco: Dla dowolnej liczby naturalnej n>1,
pomiedzy liczbami n i 2n istnieje co najmniej jedna liczba pierwsza. Istnieje
rowniez ,mocniejsza” wersja tego twierdzenia, tzw. twierdzenie Erdosa,
ktore brzmi nastepujgco: Dla dowolnej liczby naturalnej n>6, pomiedzy
liczbami n i 2n istniejg co najmniej dwie liczby pierwsze.

lle zatem jest w koncu tych liczb pierwszych ? Od dawna juz wiemy,
ze nieskonczenie wiele. Pierwszy dowiddt tego wielki Euklides. Pisat on w
ten sposéb: Jest wiecej liczb pierwszych niz kazda dana liczba liczb
pierwszych. Jezyk Euklidesa jest nieco zawity i skomplikowany ale dowod
jest bardzo prosty i ciekawy. Jest to tzw. ,dowdd nie wprost”.
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Oznaczmy przez A dowolny, skonczony zbior liczb pierwszych:

A= {pl’ p2, p3""’ pn}
Obliczamy liczbe m, ktéra jest rowna

Mm=ps-p2-pP3-... - pn+1

Jak juz wiemy, kazdg liczbe mozna przeciez roztozy¢ jednoznacznie na
czynniki pierwsze, zatem liczbe m takze. Zaden z czynnikdw pierwszych, na
ktére roztozymy teraz liczbe m nie moze by¢ réwny zadnej z liczb ps, p2, ...,
pn ze zbioru A, gdyz liczby pn dzielg naszg liczbe m z resztg ,1” i nie mogg
by¢ skfadnikami rozktadu liczby m na czynniki pierwsze. Po roztozeniu
liczby m na czynniki pierwsze otrzymamy zawsze nowe liczby pierwsze,
ktérych nie byto pierwotnie w zbiorze A. Wynika z tego, ze liczb pierwszych
jest nieskonczenie wiele !

Do czego sg przydatne liczby pierwsze w codziennym zyciu ? Sg one
wykorzystywane przede wszystkim w kryptografii w szyfrowaniu wiadomosci
i do ochrony podpiséw cyfrowych.

3.2 Liczby doskonate

Liczby pierwsze nie sg jedynymi liczbami o charakterystycznych
wiasciwosciach. Wbrew pozorom o kazdej liczbie mozna duzo powiedziecC.
Rozpatrzmy liczbe ,6”. Swiety Augustyn zauwazyt, ze suma wszystkich jej
dzielnikéw, oprocz niej samej, jest rowna wtasnie 6.

1+2+3=6

Jest wiecej liczb posiadajgcych tg wtasciwosc. Nazywa sie je liczbami
doskonatymi. Mozna powiedzie¢ jeszcze wiecej na temat liczb doskonatych.
Pewien grecki matematyk, Nikomachos, opisat je tak :

- wszystkie liczby doskonate sg parzyste;

- liczba n—ta ma doktadnie n cyfr;

- wszystkie liczby doskonate konczg sie na 6 lub 8;
- liczb doskonatych jest nieskorczenie wiele;

Euklides odnalazt sposéb na odnajdywanie liczb doskonatych. Wyglada on
nastepujgco.

Obliczamy sume kolejnych poteg liczby ,2”:

e
n=0
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Jezeli p okaze sie byc¢ liczbg pierwszg to stosujemy drugg czes¢ wzoru :
px2t=d
gdzie d bedzie liczbg doskonats.

W starozytnosci znano tylko dwie liczby doskonate, 6 i 28. Szybko
dorobiono do nich swoistg ideologie. Doskonato$¢ liczby ,6” ttumaczono
tym, ze stwarzanie Swiata trwato 6 dni a doskonatos¢ ,,28” powigzano z
miesigcem ksiezycowym, ktory trwa 28 dni. Sam Nikomacos uwazat, ze
liczb takich musi by¢ niewiele bo doskonatosc jest cechg bardzo rzadka.

Obliczmy zatem kilka liczb doskonatych sposobem Euklidesa.

Dla n=1:

20+21=3
3x21=3x2=6
d1:6

Dla n=2:

20421 +22=1+2+4=7
7x22=7x4=28
d> =28

Dla n=3:
20+21+224+23=1+2+4+8=15

Ale ,15” nie jest liczbg pierwszg, wiec nie mozemy stosowac drugiej czesci
wzoru. Na tym przyktadzie nie obliczymy liczby doskonate;.

Dla n=4:

204+21 4224+ 234+24=1+2+4+8+16=31
31x24=31x16 =496
ds = 496

Dla pewnosci sprawdzmy czy obliczone przez nas liczby sg doskonate.
1+2+3+=6

1+2+4+7+14=28
1+2+4+8+16+31+62+124 +248 =496

SprawdziliSmy zatem, ze sposob Euklidesa jest poprawny. Wszystkie
obliczone przez nas liczby sg doskonate.
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Liczbami doskonatymi zajmowat sie rowniez wielki matematyk
Leonhard Euler. Udowodnit on, ze kazda liczba doskonata parzysta ma
postac:

(2P)(2°-1)

gdzie p jest liczbg pierwszg i 2P-1 jest liczbg pierwsza. Ale liczba postaci
2"-1 to przeciez liczba Mersenne’a a wiec liczba 2P-1 to liczba pierwsza
Mersenne’a | Mamy zatem Scisty zwigzek pomiedzy liczbami pierwszymi
Mersenne’a a liczbami doskonatymi.

Jak dotgd wszystkie znane liczby doskonate sg parzyste ale nie
udowodniono rowniez, ze nieparzysta liczba doskonata nie istnieje.
Poszukiwania liczb doskonatych trwajg ale pomimo wykorzystywaniu do
tego komputeréw znamy takich liczb zaledwie ok. 50.

3.3 Liczby zaprzyjaznione

Duze podobienstwo tgczy liczby zaprzyjaznione z doskonatymi. Liczby
zaprzyjaznione to pary liczb, w ktorych suma dzielnikow jednej liczby jest
réwna drugiegj liczbie tej pary. Poszukiwania takich par liczb trwajg juz od
starozytno$ci a pierwszg pare podat juz stynny Pitagoras. Jest to para liczb
220 i 284:

Dzielniki liczby 284: 1 + 2+ 4+ 5+ 71 + 142 = 220
Dzielniki liczby 220: 1 +2+4+5+10+11+20+ 22 +44 + 55+ 110 = 284

Nie jest udowodnione czy istnieje nieskonczona liczba par i czy liczby w
parze mogg mie¢ rozng parzystosc.

W Swiecie matematyki istniejg jeszcze liczby lustrzane. Sg to dwie liczby,
ktore zapisie sg swoim lustrzanym odbiciem. Liczbami lustrzanymi sg
przyktadowo liczby 945 i 549, 1351 531, 73751 5737.
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4. Od zera do nieskonczonosci.

Liczba, ktora jest zarazem bardzo ciekawa jak i problematyczna jest
ZERO. Jest to dziwna wielkos¢, poniewaz jej nie ma. Juz Etruskowie
I Rzymianie nie widzieli powodu zapisywac¢ czegos czego nie ma. Jak sie
okazuje to byt dopiero poczatek ktopotow z zerem. Jak nic moze byc¢
czyms ? — to pytanie zadawato sobie wielu starozytnych matematykow.

Zacznijmy jednak od samego poczatku. Kto pierwszy zaczat zmagac
sie z problemem zera ? Jeden z najstarszych zapiséw zera odkryto w
Kambodzy. W1891 roku pewien francuski archeolog Adhémard Leclére
badat ruine swigtyni Trapaing Prei w Samborze. Odkryt tam dwie kamienne
inskrypcje, ktorymi po latach zainteresowat sie pewien francuski historyk,
George Ccedés. Oznaczyt je symbolami K-127 i K-128. Pochodzity one z
VIl w. n. e. Coedés podjat sie proby ttumaczenia K-127. Inskrypcja ta miata
odtamany gorny fragment, poza tym byta w bardzo dobrym stanie i litery
byty wyrazne. W zapisie znajdowato sie najstarsze odkryte zero. Do
ustalenia daty powstania K-127 nie byto potrzebnych zbyt duzo badanh.
Byta ona zapisana w tekscie :

Era Saka osiggneta rok 605 pigtego dnia ubywania Ksiezyca [...]

Saka byto nazwg dynastii, ktorej pierwszy krél zaczat panowaé w 78 r. n. e.
Znaczy to, ze tabliczka powstata w 683 r. n.e.. Tak wazne dla historii, jedno
z pierwszych znany zer byto zapisane w dacie ! Byto zapisane nie jako
okrag tylko jako kropka. Widac¢ tu réwniez pierwsze slady systemu
dziesietnego.

Cyfra ZERO pojawia sie rowniez na stynnym manuskrypcie z
Bakhshali odnalezionym na terenie dzisiejszego Pakistanu (rys. 18).

Rys. 18
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ZERO jest tam przedstawione jako czarna kropka.

Poczatkowo sgdzono, ze manuskrypt powstat miedzy VIII a Xl wiekiem.
Przeprowadzono jednak radioweglowe badania radiologiczne, ktére
wykazaly, ze najstarsze fragmenty z ZEREM powstaty w latach 224-383. Sg
zatem starsze od tablicy K-127 i najprawdopodobniej jest to najstarszy
znany obecnie zapis ZERA.

Co dziato sie z zerem pdzniej ? Kropka z uptywem czasu stanie grubsza a w
koncu pojawi sie w niej pusty srodek i zacznie przypominac dzisiejszy zapis
ZERA. Matematycy zaczeli akceptowac jej istnienie i liczba zero zaczeta by¢
powszechnie uzywana. Jej najwieksze zastosowanie znajdujemy w zapisie
liczb w systemie pozycyjnym.

Przejdzmy teraz do nieco bardziej abstrakcyjnego pojecia —
nieskonczonosci. Oznaczamy jg ,lezgca” liczbg osiem oo. Ale czym tak
naprawde jest nieskonczonos¢ ? Pierwszym, ktory zaczat sie nad tym
zastanawiac byt Arystoteles. Wyr6znit dwie nieskonczonosci, aktualng
i potencjalng. Nieskonczono$¢ aktualna dotyczyta realnych zjawisk swiata
i zostata juz dokonana. Przyktadem nieskonczonosci aktualnej moze byc¢
zbidr liczb naturalnych. Drugg wyrdzniong przez Arystotelesa
nieskonczonoscig jest nieskonczonosc¢ potencjalna. Arystoteles uznat, ze
zawsze mozna znalez¢ od aktualnej jeszcze wiekszg nieskonczonosc.
Arystoteles dzielit ponadto nieskornczonos¢ potencjalng na dwa rodzaje,
nieskonczono$¢ ze wzgledu na dodawanie i ze wzgledu na podziat.
Nieskonczonos¢ to nie jest dana ustalona wielkos¢. Nieskonczonosci mogg
by¢ rozne, wieksze i mniejsze. Wyobrazmy sobie, Ze dwoje biegaczy bedzie
biegato w nieskornczonos¢ po nieskonczonej trasie ale biegacz 1 bedzie
biegat pie¢ razy szybciej od biegacza 2. Dystanse przebyte przez obu
biegaczy bedg nieskohczone ale nieskonczonosc biegacza 1 bedzie
wieksza od nieskonczonosci biegacza 2. Kolejnym przyktadem
nieskonczonosci wiekszych i mniejszych sg liczby, a tak naprawde to zbiory
liczbowe. Jesli elementy dwoch zbioréw mozna dobra¢ w pary to nazywamy
je rownolicznymi. Doskonatym przyktadem zbioréw rownolicznych sg zbiory
liczb naturalnych N i catkowitych C. Sprawdzmy czy zbiory liczb naturalnych
i catkowitych sg rownoliczne. Mozna to zrobi¢ bez problemu. Potgczmy w
pary liczby obu zbioréw :
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Rys. 19
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Jak widac zbiory liczb naturalnych i catkowitych sg réwnoliczne. Podobnie
mozemy sprawdzi¢ czy zbior parzystych liczb naturalnych, ktérych
wydawatoby sie, ze jest mniej niz wszystkich liczb naturalnych, jest
rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych. Potgczymy w pary liczby obu
zbioréw i okaze sie, ze tak. Zbiory, ktore sg rownoliczne ze zbiorem liczb
naturalnych nazywamy przeliczalnymi a zbiory, ktére sg nieréwnoliczne ze
zbiorem liczb naturalnych, nieprzeliczalnymi. Nie jest tak jednak ze
wszystkimi zbiorami. Na przyktad zbior liczb rzeczywistych jest
nieprzeliczalny. Mowimy, ze zbidr liczb rzeczywistych jest liczniejszy niz
zbidr liczb naturalnych. Przetomu w badaniu nieskonczonosci w
matematyce dokonat niemiecki matematyk Georg Cantor (rys. 20), twérca
teorii mnogosci, ktory badat r6zne rodzaje nieskonczonosci aktualnej

i dokonywat na nich rachunkow arytmetycznych.

Rys. 19

Pojecie nieskonczonosci aktualnej nie byto od poczatku szeroko
uznawane. Dawni matematycy nie akceptowali nieskonczono$ci aktualne;j,
gdyz tgczyta sie rowniez z nielubianymi niegdys, bo trudnymi do obalenia
paradoksami. Czym wiasciwie jest paradoks ? Jest to oczywiste i logiczne
twierdzenie, ktére prowadzi do sprzecznych wnioskow. Wezmy na przyktad
paradoks o z6twiu i Achillesie. Jego autorem jest Zenon z Elei, grecki filozof.
Zadanie brzmi nastepujgco :

Z6tw i dwa razy szybciej biegajgcy od niego Achilles postanawiajg
zmierzyc sie w wyscigu. Achilles wiedzgc, ze zotw biega od niego dwa razy
wolniej startuje dopiero kiedy zotw jest w potowie drogi. A zatem kiedy zotw
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jestw z dystansu fo Achilles bedzie w potowie. Gdy zétw pokona dystans g
caftej trasy to biegacz bedzie dopiero w Z trasy i tak dalej az w

nieskoriczonosc¢. Achilles zatem bedzie zblizat sie do zotwia ale nigdy go nie
przegoni pomimo tego, ze biega dwa razy szybciej.

Na pierwszy rzut oka od razu jestesmy pewni, ze Achilles i z6tw dotrg na
mete w tym samym momencie. Jesli jednak podgzymy tropem myslenia
narzuconym przez Zenona i zaczniemy odcinki ktére przebiegt zotw i
Achilles dzieli¢ na coraz mniejsze czeéci to wydaje sie, ze Achilles nigdy nie
przegoni zétwia. Bedzie biegt za nim w nieskonnczonos¢. Paradokséw
Zenona jest wiecej i wszystkie one dotyczg podziatéw czasu i przestrzeni w
NIESKONCZONOSC. Dzisiaj matematycznie mozna dowie$¢, ze suma
nieskonczonej liczby odcinkéw daje odcinek o skohczonej dtugosci a wiec
czas potrzebny do pokonania tego odcinka jest rowniez skonczony.

5. Jak mozna utatwic¢ sobie liczenie.

Ludzie od dawna konstruowali przyrzady, ktére pozwalaty usprawnic
wykonywanie praktycznych obliczen. Powstato wiele odmian liczydet.
Chinczycy uzywali liczydta zwanego suanpan, Japonczycy mieli wiasng
odmiane zwang soroban a Grecy i Rzymianie mieli swoje abakusy.
Chciatabym jednak przyblizy¢ inny przyrzad, uzywany jeszcze powszechnie
40-50 lat temu a dzisiaj zupetnie zapomniany — suwak logarytmiczny.
Suwak jest przyrzgdem, ktéry pozwala na przeprowadzanie przyblizonych
obliczen, przede wszystkim mnozenia i dzielenia. Zostat wynaleziony w
1632 r przez angielskiego matematyka Williama Ougtreda. Doktadnosc¢
wykonywanych obliczen zalezy od sprawnos$ci ,operatora” i jego oka i
wynosita 2, 3 miejsca znaczgce lub 0,1% otrzymywanego wyniku. Suwak
byt traktowany jako przyrzad pomocny w obliczeniach inzynierskich i taka
doktadno$¢ byta wéwczas w technice catkowicie wystarczajgca.

Na poczatek, czym jest logarytm o podstawie a z liczby b:
logab=ctzn.a®=Db

Zatem:

log10100 = 2, bo 10?2 = 100

logs27 = 3, bo 3 = 27
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”

Przyjeto zasade, ze logarytmy o podstawie ,10” zapisuje sie symbolem ,Ig”.
Upraszcza to zapisywanie obliczen.

Zasada konstrukcji i postugiwania sie suwakiem wynika z dwoch
podstawowych wzoréw matematycznych:

lg(xy) = lg(x) + Ig(y)

czyli logarytm iloczynu liczb jest rowny sumie logarytmow tych liczb
—=1g(x) —lg(y)
czyli logarytm ilorazu jest rowny roznicy logarytmow dzielnej i dzielnika

Na skalach suwaka opisuje sie nie wartosc logarytmow z liczb ale jakiej liczby
[est to logarytm. Skala logarytmiczna w miare postepu kolejnych liczb szybko
sie ,zageszcza” i pozwala umiesci¢ na kroétkiej linijce suwaka logarytmy
catkiem duzych liczb.

Zatozmy, ze chcemy pomnozy¢ 2 liczby. Poniewaz skala na suwaku opisuje
jakiej liczby sg to logarytmy, jezeli dodamy do siebie logarytmy mnoznej i
mnoznika to otrzymamy wynik jakiego iloczynu liczb jest ten logarytm.
Zatézmy, ze mnozymy ,2” przez ,4” (rys.20). Na dolnej linijce ustawiamy
mnozng (Ig2), na gérnej mnoznik (Ig4) i odczytujemy na dolnej linijce ich sume
czylilg2 +1g4 =1g(2 x 4) = Ig8.

Rys. 20

Z dolnej linijki odczytujemy od razu wynik mnozenia: ,8”.

Bardzo podobnie przebiega dzielenie liczb, jedynie zamiast dodawania do
siebie logarytméw, bedziemy je od siebie odejmowac. Poniewaz skala na
suwaku opisuje jakiej liczby sg to logarytmy, jezeli odejmiemy od siebie

logarytmy dzielnej i dzielnika to otrzymamy wynik jakiego ilorazu liczb jest
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ten logarytm. Zatézmy, ze chcemy podzieli¢ ,10” przez ,2” (rys.21). Na
gornej linijce odszukujemy dzielng (Ig10) i przy pomocy dolnej linijki
odejmujemy od niej dzielnik (Ig2) odczytujgc na gérnej linijce wynik czyli
lg10 - 192 = Ig() = Ig5

i} P

Rys. 21

Z gornej linijki odczytujemy od razu wynik dzielenia: ,5”.

Suwaki wyposazone sg takze w dodatkowe skale pierwiastkow, kwadratéw,
logarytmow czy skale funkcji trygonometrycznych, co rozszerza mozliwosci
przyrzadu, Wystepujg tez okragte suwaki w formie zegarka ale zasada
dziatania jest w kazdym przypadku taka sama.

Ponizej prezentuje archiwalne zdjecie Franka Whittle, tworcy silnika
odrzutowego, podczas obliczen na suwaku logarytmicznym (rys.22).
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6. Matematyka jest stara jak swiat.

Cata historia liczb a przede wszystkim jej poczatek udowadnia to, jak
bardzo potrzebna jest matematyka. Tysigce lat temu starozytni matematycy
nie posiadajgc papieru, dtugopisu lub otéwka dokonali wielu znaczgcych
odkry¢. Ich przyrzgdem pracy byt tylko patyk, ktorym mogli napisac cos na
piasku a badali liczby pierwsze, doskonate, rzeczywiste, niewymierne,
nieskonczonosc, uktadali paradoksy... . Jak wida¢ nawet najbardziej
zaawansowana matematyka nie wymaga technologii, bez ktorej nie
wyobrazamy sobie dzisiaj zycia. Najwazniejszy jest tu cztowiek i jego umyst.
Nie bez powodu matematyka otrzymata zaszczytne miano krolowej nauk.
Smiato mozna zatem powiedzie¢, ze ludzko$é bez liczb nie miataby chyba
prawa istniec.
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