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Wstep

Lubimy sztuczki. Podziwiamy popisy magikow. Z naszego magicznego kapelusza
wyciggnetysmy karty.

Typowa talia kart sktada sie 52 prostokatnych kart o wymiarach 57 x 89 milimetréw
w 4 kolorach: pik, kier, karo i trefl. Kart kazdego koloru jest po 13. Od asa do 10, walet,
krélowa i krol. Piki i trefle sg czarne, a kier i karo czerwone. Nie sg to idealne prostokaty, bo
rogi sg lekko zaokraglone.

W zesztym roku nasza klasa brata udziat w uktadaniu fraktala na Btoniach - byta to
prdba pobicia rekordu, zresztg udana. Na pamigtke kazdy otrzymat ksigzke ,Matematyka jest
wszedzie”, ktérej autorka jest Maja Kramer. W tej ksigzce znalazty$my ciekawostki o kartach.
Postanowity$my poszukaé wiec informacji na ten temat. Znalazty$my je w ksigzkach
Szczepana Jelenskiego pt. "Lilavati" i "Sladami Pitagorasa" oraz ,Laboratorium w szufladzie.
Matematyka” tukasza Badowskiego i Zdzistawa Adamaszka. W ten sposéb narodzit sie
pomyst na naszg prace.

Zapraszamy na odrobine magii z kartami.

Sztuczka pierwsza - zadanie z t6dka

tédka, w ktorej moga sie zmiescic¢ tylko 2 osoby przewozimy na drugi brzeg rzeki
krolow i krélowe. Mezowie sg bardzo zazdrosni o zony i nie chcg pozwoli¢, aby przebywaty
one w towarzystwie innego mezczyzny sam na sam. Jak wyglada przeprawa na drugi brzeg:
a) 2 par matzenskich,
b) 3 par matzenskich,
c) 4 par matzenskich.

Rozwigzanie

a) 2 pary matzenskie




- najpierw na drugi brzeg ptynie krélowa z krélem

- nastepnie wraca krélowa po drugg krélowg (na
drugi brzeg ptyng dwie krélowe)



- teraz krdl wsiada do todki i
ptynie po drugiego krdla
(dwoch kréléw ptynie na drugi
brzeg)




b) 3 pary

- DKier + KKier ptyng razem
- wraca DKier

- DKier + DKaro ptyng razem
- wraca DKaro

- DKaro + DPik ptyng razem
- wraca DPik

- DPik + KPik ptyng razem

- wraca KPik

- KPik + KKaro ptyng razem

c) 4 pary

- DKier + KKier ptyng razem
- wraca DKier

- DKier + DKaro ptyng razem
- wraca DKaro

- DKaro + DPik ptyng razem
- wraca DPik

- DPik + KPik ptyng razem

- wraca KPik

- KPik + KKaro ptyng razem
- wraca KPik

- KPik + KTrefl ptyng razem

- wraca KTrefl

- DTrefl + KTrefl ptyng razem

Sztuczka druga - silnia

Uktadamy karty.
Jesli mamy jedng karte mozemy jg o prostu potozy¢ — mozliwos¢ jest jedna. 1!

Jezeli mamy 2 karty, mozna je potozyé jedng obok drugiej na dwa sposoby. 2e1=2!

pierwsza kier, druga pik lub pierwsza pik, druga kier



Jezeli mamy 3 karty sposobdw jest 6 czyli 3e2¢1=3!

Dla 4 kart jest 4e3e2e1 =41 Czyli 24 sposoby.



Dla catej talii kart jest 52! = 52e51e5049...¢3¢2¢1 = ponad 8¢10°% mozliwosci.

Okazuje sie, ze zajetysmy sie permutacjg. To wiasnie stynne n!

Permutacja zbioru n-elementowego - to dowolny n-wyrazowy cigg utworzony ze wszystkich
elementdw tego zbioru. Liczbe permutacji zbioru n-elementowego mozemy obliczy¢ ze
wzoru n!

or=1
=1
21 =21=2

31 =3e2e1=6 itd.



Sztuczka trzecia-—0,1

Co moze oznaczac taki uktad kart?

Mozemy potraktowaé jako liczbe 32, jako liczbe 5 — suma liczb na obu kartach

albo jako liczbe 3, bo 11, =2+1

Jezeli przyjmiemy ze tyt karty to liczba 0, a przéd to 1, mozemy uktadac liczby w systemie
binarnym.

(2

e

w
v

r \

i e
@
v

N

Tu 101; to liczba 2+0+1 =3
Wazng role odgrywa miejsce na ktérym znajduje sie cyfra. Tak, jak w systemie
dziesigtkowym. Cyfra 7 w liczbie 782 jest cyfrg setek, a w liczbie 827 — cyfra jednosci.

W systemie binarnym (dwdjkowym) podstawa jest liczba 2. Wykorzystujemy potegi liczby 2.
Na koricu zapisu jest najmniejsza potega liczby 2 :20=1, 21=2,22=4,23=8, ...

Jezeli na jakiejs pozycji jest 0, to nie dodajemy potegi liczby 2, ktdra bytaby na tym miejscu.
Jezeli jest 1, to odpowiednig potege liczby 2 dodajemy.
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Od ostatniej pozycji: 002° + 0e2! + 1 22 + 0e 23+ 1 e 24 = 0+0+4+0+16=20




Sztuczka czwarta — symetria

Wybieram kilka kart z talii . Odwracam je tak aby nie wiedzie¢ ich przodu i tasuje. Prosze
jedng osobe, aby wyciggneta karte, tak abym nie widziata jakg wybrata. Osoba ta pokazuje
swojg karte innym obecnym.

Powiedzmy, ze mamy takg sytuacje, po odwrdceniu kart. Ktéra karte wybrat ochotnik?

Wybrat Asa karo.
Sztuczke powtarzamy?

Teraz wybrat asa kier.

Dlaczego? Rysunek serca nie jest symetryczny srodkowo. | po wykonaniu sztuczki jest ,,do
gory nogami”

Dlaczego w pierwszej prébie zostat wybrany as karo? Jest to jedyna karta, na ktérej rysunek
jest symetryczny srodkowo i po wykonaniu sztuczki wszystkie karty wygladajg tak, jakby nic
sie nie zmienito.

Jak wykonac te sztuczke?

Wtedy, gdy wybierajacy oglada karte i pokazuje jg innym, magik odwraca reszte kart w reku.
Prosi o wtozenie wybranej karty. Tasuje wszystkie razem, odkrywa je i dzieki symetrii jest w
stanie powiedziec, ktérg karte wybrat uczestnik eksperymentu. W przypadku kart: asa kier,
trefl lub pik, fatwo mozna zauwazy¢ czy karta zostata wybrana. Jesli wszystkie karty sg
utozone w tej samej pozycji to znaczy, ze wybrana karta to as kier.



Jakie karty mozemy wykorzystac¢ do tej sztuczki, gdy jesteSmy juz wytrawnymi magikami?
Wszystkie asy, 3, 5, 7, 9 koloru pik, kier, trefl. Dla fantazji mozna wzig¢ jedng karte, ktéra jest
srodkowo symetryczna np. 2 kier.

W tej sztuczce wykorzystujemy symetrie Srodkowg. Rysunki na wymienionych kartach nie sg
symetryczne srodkowo.

Symetria srodkowa

Symetrig srodkowa wzgledem punktu O zwanego Srodkiem symetrii nazywamy
przeksztatcenie ptaszczyzny, w ktorym punkt O jest staty, a kazdemu innemu punktowi A
przyporzadkowuje punkt A, taki, ze punkt O jest sSrodkiem odcinka AA,.

Jezeli figura posiada srodek symetrii, to mowimy, ze jest sSrodkowo symetryczna.

W talii kart, wszystkie karty z krélami, krélowymi i waletami sg symetryczne srodkowo oraz
karty karo i karty z parzystymi liczbami.



Przy okazji mozemy sie przygladnac¢ rysunkom. Ktéry z nich jest figurg srodkowo
symetryczng? Tylko karo.

oL Lo

Symetria osiowa

Symetrig osiowg wzgledem prostej k nazywamy przeksztatcenie ptaszczyzny, w ktérym
kazdemu punktowi A przyporzadkowany jest punkt A;, lezgcy na prostej prostopadtej do tej
prostej k przechodzacej przez punkt A w tej samej odlegtosci od k co punkt A, ale po drugiej
stronie prostej k. Prostg k nazywamy osig symetrii.

Jezeli figura ma os$ symetrii, to méwimy, ze jest osiowo symetryczna.

VL&A

Dwie osie symetrii ma karo, pozostate figury po jedne;j.

Zwykle nie zwracamy uwagi na drugg strone kart. Niektdre sg figurami osiowo i sSrodkowo
symetrycznymi, niektére srodkowo, a niektére nie. Oto nasze karty.
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Sztuczka pigta — po kolei!

Do tej sztuczki wzietam 10 kart. Mogg by¢ wszystkie karo, kier lub, pik lub trefl. Jednakowe
lub odpowiednio rézne kolory, ale muszg by¢ od asa do 10, nie uzywamy figur.

Uktadam je plecami do gory. Prosze kogos, aby przesunat kilka kart na poczatek, tak, aby nie
zmienic¢ kolejnosci w jakiej sg utozone. Nie patrze, wiec nie wiem kart ile przesunat.
Odkrywam czwartg karte i informuje, ze poproszona osoba przeniosta 4 karty. Jak to
mozliwe?

Poniewaz ukfadatam karty, to utozytam je malejgco po kolei od 10 do asa. Przestawitam trzy
karty na poczatek i wtedy wiem, ze pierwsza karta to 3.
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Teraz prosze kogos, aby przesunat kilka kart na poczatek, pamietajgc, aby nie zmieniaé
kolejnosci przesuwanych kart.

Jezeli ten ktos przesunat cztery karty, to na poczatku jest wtedy ,,7”. Odkrywam karte

czwartg (3+1) i informuje, ze przesunieto 4 karty. Pozostatych kart nikt nie odkrywa.
Teraz musze zapamieta¢, ze pierwsza karta to 7.
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Jesli ktos nastepny przesunie np. dwie karty, tosgod lewej98765432A 10
Odliczam i odkrywam 6sma karte . Jest 2, czy przesunieto dwie karty. T

Teraz musze zapamietaé, ze na poczatku po lewej stronie jest 9, kto$ przesunie 5 kart.
Wtedy uktad kart bedzie od lewej432 A1098 7 65 Odliczam i odkrywam 10 karte, bo
9+1=10.

Asa liczymy jako 1. Trzeba pamietac, aby nie zmieni¢ kolejnosci kart. Przed dang kartg jest
WYyZsza, a za nhig jest nizsza. Z wyjatkiem Asa, ktéry zawsze ma po prawej stronie 10 lub nic.
Sztuczka jest zatem bardzo prosta.

Sztuczka szdsta — suma liczb

lle jest réwna suma liczb na trzech kartach, ktére sg u géry? Mam na mysli po jednej liczbie z
kazdej karty, bo tak naprawde na kazdej karcie sg po dwie liczby.

13



Odpowiedz na pytanie to. Trzy!

Na czym polega ta sztuczka?

Magik M trzyma cata talie kart (52 karty). Krdla liczmy za 13, krélowg 12, a waleta za 11.
Osoba X zabiera 3 karty, nie pokazujac ich Magikowi. Magik M prosi, aby osoba X pokazata te
trzy karty innym, tak, aby Magik nie widziat.

Nastepnie Magik prosi, aby osoba X dobrata do kazdej z wyciggnietych kart tyle, ile w kazdej
z tych kart brakuje do 15 i oddata karty Magikowi. Magik przelicza w tym czasie karty, ktére
zostaty. Nastepnie od otrzymanej liczby odejmuje 4. W ten sposdb otrzymuje sume oczek
znajdujgcych sie na 3 zabranych przez osobe X kartach.

Ponizej rozwigzanie, jezeli osoba X wybierze 3, 5 i asa. Wtedy Magikowi zostaje 13 kart
odejmuje od nich 4 i podany wynik — 9 sprawia, ze wszyscy sie dziwia.

iad o # A
aul 't e + % =9
O Ak ] 9 & ' v
" 1 13-4=9
15-3=12 15-5=10 15-1=14

A jak bedzie w poprzednim przyktadzie? Osoba X wzieta 2+2+2+3 = 9 kart. Wobec tego
Magikowi zostajg 52-9 =43 karty. Odejmuje 43 —4 = 39.
Suma liczb na trzech kartach to 39. Zatem osoba X wzieta 3 kréle!

14



Sztuczka siodma - kwadrat magiczny

Oto sposdb, jak utozy¢ kwadrat magiczny. As odpowiada liczbie 1. Uktadamy karty tak, jak na
zdjeciu. Potem uktadamy tak jak na drugim zdjeciu.

Suma w kolumnach, w rzedach i na przekatnej
Jest réwna 15.

Jesli wymienimy asa na 10, to suma liczb bedzie
rowna 18.

15



Sztuczka 6sma — wojna
Proponujemy nietypowa gre w wojne. Mozemy przyjac, ze
karty czarne: pik i trefl to liczby ujemne, a karo i kier, czyli czerwone, to liczby dodatnie.

o
z

Prawy zawodnik przegrywa, bo
-5>-9

teraz jest remis —9 = -9 i wojna

Przektadamy po jednej karcie

Lewy zawodnik wygrywa, bo 6 > -8
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Sztuczka dziewigta - domek z kart

W podreczniku do matematyki jest zadanie o kartach

s30s0 16, Typowa karta do gry ma wyso-
koS¢ O cm. Aby pojedynczy do-
mek z Kart byl stabilny, two-
rzagce go Karty powinny byé
rozstawione na okolo 6 cm. Ile
warstw takich domkéw nalezy
ustawic, by otrzymac konstruk-
cje 0 wysokosci ponad 1 m?
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W tych obliczeniach korzystamy z zaokraglenia wymiaréw karty 57 mm ~ 6 cm,

89 mm =~ 9cm.

W domu sprébowatam utozy¢ domek z kart.
Zauwazytam, ze kat pomiedzy kartami powinien
wynosi¢ ok. 50 stopni, aby konstrukcja byta stabilna.
Oto moje dzieto. Z siedmiu kart zbudowatam domek o
wysokosci ok. 17 cm
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W szkole prébowatysmy
zbudowac wiekszg wieze.
Nie byto tatwo.



Udato sie nam zbudowac 3 kondygnacje i budowla sie rozpadta. Zastanawiatysmy sie ile
kondygnacji bytoby potrzeba, aby zbudowa¢ domek wysokosci naszej szkoty.

Szkota ma ok. 12 m wysokosci, wiec skoro na 1 m potrzeba 12 warstw, to
potrzebowatybysmy 12 e 12 = 144 warstwy.

Aile to bytoby kart?

Zauwazyty$Smy, ze na jedng kondygnacje wystarczg 2 karty (nie musi by¢ dolnej karty), na
dwie kondygnacje - 7 kart, na trzecig — 15 kart,

na czwartg —26 kart ... za kazdym razem dodajemy o trzy
karty wiecej niz poprzednio.

Sprobowaty$my zbudowac inng wieze.
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Kasia znalazfa informacje o Bryanie Bergu (nazwisko Géra!), ktory jest zawodowym
uktadaczem budowli z kart.

Berg po raz pierwszy pobit rekord $wiata w uktadaniu najwyzszego domku wolnostojgcego

z kart w 1992 r. (miat wéwczas 17 lat). Budowla osiggneta wtedy 4,4 m wysokosci. Od tego
czasu Berg otrzymywat propozycje pobicia wtasnego rekordu okoto 10 razy. Ostatnim
rekordem Berga byta wysoka na 7,62 m wieza, zbudowana w Muzeum Afroamerykanskim w
Fair Park w Dallas w Teksasie. W tym celu wyprdbowat nowg technike polegajgca na
uktadaniu kart w pionie zamiast w poziomie, co zmniejszyto liczbe potrzebnych kart prawie o
poftowe.

Rekordowo duza budowa Weneckiego Hotelu zajeta mu 44 dni. Wykorzystat 219 000 kart.
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Na koniec mozemy podziwiaé, w jaki sposdb uktada karty!
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Sztuczka 10 — prawdopodobienstwo.

Jezeli mamy cztery asy, to prawdopodobiernistwo wybrania jednego z nich jest réwne 1/4

Prawdopodobienstwo wybrania czerwonego asa jest wieksze, bo wsrdd 4 aséw sg dwa
czerwone 2/4 =1/2

Prawdopodobienstwo wybrania jednej karty np. asa trefl sposréd wszystkich 52 kart jest
rowne 1/52.

Natomiast jesli zdecydujemy sie na wybdr kréla sposréd wszystkich 52 kart, to
prawdopodobienstwo wybrania damy z catej talii jest takie samo.

Zakonczenie
Dzieki matematyce i kartom zostatySmy prawdziwymi iluzjonistami, magikami,
sztukmistrzami © Cieszymy sie, ze poznatysmy nowe rzeczy.

Korzystatysmy z ksigzek:

»,Matematyka jest wszedzie”, autorka Maja Kramer

,Lilavati" Szczepana Jeleriskiego

,Sladami Pitagorasa" Szczepana Jeleriskiego

,Laboratorium w szufladzie. Matematyka” tukasza Badowskiego i Zdzistawa Adamaszka
Stron internetowych

Programu Geogebra

oraz czterech talii kart czyli 16 sow, 16 - ,,2”, 16 -,3”, ..., 16 waletéw, 16 dam i 16 krdlow.

Zdjecia, oprocz zdjec rekordzisty, Bryana Berga zrobitysmy same.
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