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NPT N NEORMACIA NAUCZYCIELA

Kacper jest uczniem klasy ésmej. Juz po raz czwarty startuje
w Matopolskim Konkursie Prac Matematycznych. W roku szkolnym 2016/2017
zajat Il miejsce piszac prace na temat nieskoriczonosci, w 2017/2018 zajat
I miejsce przedstawiajgc swoje zainteresowania na temat kostek Rubika,
natomiast w 2018/2019 powtérzyt sukces z poprzedniej klasy opisujac Funkcje.

Wszystkie prace pisemne Kacpra sg wykonywane bezbtednie, zadania
0 podwyzszonym stopniu trudnosci wykonuje bez zadnych probleméw.
Rozwigzania zadan sg zawsze szczegétowe i bardzo precyzyjne. Uczen preferuje
prace samodzielng, jednak chetnie dzieli sie swojg wiedzg i doswiadczeniem
z innymi uczniami.

Kacper brat udziat takze w innych konkursach matematycznych:

e w Matopolskim Konkursie Matematycznym przeszedt do etapu
wojewoddzkiego,

e w szkolnym konkursie ,, Swiatowy Dzien Tabliczki Mnozenie” byt
bezkonkurencyjny w klasach 6smych,

e w konkursie matematycznym , Kangur”
Odnosi takze sukcesy w konkursach z fizyki czy jezyka angielskiego.

Uczen ciggle poszerza swojg wiedze i umiejetnosci matematyczne, rozwija
zainteresowania, a takze szuka nowych problemow do rozwigzania. taczy ze
sobg rdzne dziedziny nauki. Potrafi doj$¢ do rozwigzania réznymi metodami,
czasem wykraczajgcymi poza podstawe programowa. Przyktadem jest ta praca,
ktorg napisat samodzielnie.

W pracy konkursowej wykorzystat duze wiadomosci i umiejetnosci, ktére
posiada i ciggle poszerza. Opierat sie na bibliografii dotgczonej do pracy.

Monika Parzygnat

telefon: 788601231
email: monikabochnak94@gmail.com
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1. Wstep.

Zawsze szukatem matematyki w otaczajgcym nas Swiecie. Jest jej petno — przeciez
matematyka to krélowa nauk. Przyroda jest wrecz przepetniona matematyka. Ciggi Fibonacciego
na drzewach, w szyszkach, spirale w muszlach $limakéw to tylko poczatek géry lodowej. Ztoty
Srodek (podziat) — przez wieki nieswiadomie stosowany przez twdrcédw, a potem juz zupetnie
celowo zaréwno przez artystow, jak i przez inzynieréw. ldac dalej — przeciez fizyka opisuje caty
otaczajgcy nas $wiat - w skali mikro, jak i w skali makro. A w jaki sposéb to robi? Za pomoca
matematyki! Kiedy juz zrozumiatem, ze matematyka jest wszedzie, zaczatem jej szukac tam, gdzie
pozornie jej nie ma. Miedzy innymi dlatego dwa lata temu napisatem prace na Matopolski Konkurs
Prac Matematycznych pt. Matematyka Kostki Rubika — gdzie nie zajmowatem sie uktadaniem tej
tamigtowki, ale prébowatem znalez¢ odpowiedZ na pytanie na ile réznych sposobdéw mozna ja
utozyé. Wiekszos$¢ ludzi podchodzi do kostek Rubika od strony algorytmicznej, ja poszedtem inng
droga. Zastosowatem kombinatoryke do zliczania mozliwych standw takiej tamigtéwki. Byto to
bardzo fascynujgce zagadnienie.

Oprdcz moich rubikéow zawsze fascynowato mnie zonglowanie. Gdzies wyczytatem, ze
w Niemczech prowadzono badania dotyczace zonglerdéw i okazato sie, ze odkad prowadzona jest
dokumentacja medyczna w tym kraju zaden zongler nie zachorowat na Alzheimera. Dodatkowo
nie od dzi§ wiadomo, ze zonglowanie wspomaga nawigzywanie nowych potgczen pomiedzy
potkulami mézgu. Gdy dowiedziatem sie o tak zbawiennym oddziatywaniu zonglowania tym
bardziej oddatem sie temu hobby.

W tym roku postanowitem na warsztat wzig¢ to moje zamitowanie. tatwo nie byto. Gdzie
w zonglowaniu znalez¢é matematyke. Oczywiscie zaczagtem przegladac Internet. O zonglowaniu jest
catkiem sporo stron. A juz YouTube po prostu kipi réznego rodzaju filmikami. Ale matematyka ...
No céz z tym byto troche gorzej. Wtasnie na YT od dawna przegladatem kanat Mathologer
Burkarda Polster’a (bardzo ciekawy). Tam na jednym z filmow znalaztem jego wyktad na temat
zonglowania. Od nitki do ktebka i znalaztem prace The Mathematics of Juggling [1], wiasnie jego
autorstwa. Wtedy sie zaczeto! Prac jest naprawde wiele, ale w Polsce zajmuje sie tym tylko Maciej
Stankiewicz - doktorant na Uniwersytecie Gdanskim, ktéry na ten temat napisat prace magisterska
w 2015 [6].

Okazato sie, ze zonglowanie petne jest matematyki. Algebra, kombinatoryka, geometria,
grafy, a nawet teoria warkoczy. W pracy tej przedstawie rézne podejscia do matematycznego
opisu procesu zonglowania. Niektére zagadnienia opisuje dos¢ doktadnie, inne troche mnie;j.
Te, ktére opisuje w skrdcie, to nie dlatego, ze nie sg warte zgtebienia, ale po prostu zabrakto mi
czasu albo wiedzy. Przeciez jestem dopiero ésmoklasistg i o wielu rzeczach w matematyce mam
niewielkie pojecie (tak jest na przyktad z topologig, ktéra jest potrzebna do opisu teorii warkoczy).

W rozdziale 1 opisuje co sktonito mnie do napisania niniejszej pracy oraz pisze, w skrécie, jakie
zagadnienia poruszam w poszczegdlnych czesciach pracy.

Rozdziat 2 — Tu zebratem rdznego rodzaju pojecia uzywane w dalszej czesci pracy, niektore
oznaczenia sg trywialne inne bardziej skomplikowane. Praca przeznaczona jest nie tylko dla
wybitnych matematykdw, ktérzy bedg jg ocenia¢, ale takze —a moze przede wszystkim dla moich
réwiesnikdw, ktdrzy mogg nie znac wszystkich symboli tu uzytych.

Rozdziat 3 to opis samego procesu zonglowania jak i jego notacji matematycznej — siteswap. Jest
on troche obszerny, ale aby zrozumie¢ o czym pisze w dalszej czesci pracy nalezy przyswoic sobie
pewne aspekty zonglowania. A przeciez nie kazdy czytajacy te prace to zongler.
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Rozdziat 4 — to definicje réznych siteswapow oraz najwazniejsze twierdzenie o wartosci sredniej
i jego dowdd podany w sposdb bardzo intuicyjny, bez skomplikowanej matematyki. W wielu
pracach (np. [1], [2]) s3 mniej lub bardziej skomplikowane dowody tego podstawowego
twierdzenia w teorii siteswapow, ale postanowitem pokazaé taki bardziej opisowy, ktéry moze
trafi¢ nie tylko do matematykodw.

Rozdziat 5 — Okreslam tutaj w jaki sposdb mozna na podstawie juz istniejgcych poprawnych
siteswapow stworzy¢ nowe. Opisuje takze algorytm sptaszczajacy, ktéry jest bardzo przydatny
miedzy innymi do okreslania czy dany cigg jest poprawnym siteswapem, czy tez nie.

Rozdziat 6 — w tej czesci skupitem sie na okresleniu liczby mozliwych siteswapow réznego rodzaju.
Wykorzystatem tutaj miedzy innymi wiedze zdobytg przy tworzeniu pracy na konkurs sprzed kilku
lat pt. Nieskoriczonos¢ (nieskoriczonosci réznego rodzaju typu) oraz Matematyka kostki Rubika
(wstep do kombinatoryki). Mimo, ze obliczenia nie zostaty zakoriczone — zamiescitem je w pracy.

W rozdziale 7 zajmuje sie innym sposobem opisu procesu zonglowania. Préobuje zdefiniowac tak
zwang funkcje zonglowania.

Rozdziat 8 jest poswiecony jeszcze innemu podejsciu do zapisywania zonglowania zwanemu
notacjg stosu. W tym podejsciu notujemy wzgledng wysokos¢ pitek (wysokos¢ danej pitki jest
okreslana wzgledem innych pitek.

Natomiast w rozdziale 9 datem sie pochtonag¢ grafom i tabelom standéw Zzonglowania. Jest to
bardzo fascynujacy temat. Mimo, ze w pracy rozdziat ten zajat duzg ilo$¢ miejsca, to zaledwie
musngfem to zagadnienie.

Rozdziat 10 to krotki opis kolejnego podejscia do problemu zonglowania. Korzystam z teorii
warkoczy. Nie wchodze w szczegdty tej teorii, pokazuje tylko, ze tak takze mozemy opisywac
zonglowanie.

W rozdziale 11 na zakoriczenie podsumowuje tezy zawarte w pracy oraz pisze czego w niej nie
uwzglednitem.
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2. Uzywane pojecia.

W pracy bede uzywat pewnych oznaczen i definicji, ktére podaje ponizej
Zbiory liczb
N - zbidr liczb naturalnych
No — zbidr liczb naturalnych z 0 (zerem)
Z - zbidr liczb catkowitych

N™ - n-wymiarowa przestrzen liczb naturalnych, czyli N x N x ... x N (n-razy)

Sumy i iloczyny
Z{Ll a; = a; + a, + -+ a,—suma k-elementéw
[1¥,a; = a;- a; ... ay iloczyn k — elementéw

UL 4; = A1 UA; ... U A, gdzie A to zbiory (suma zbioréw)

Relacje podzielnosci
b | a oznacza, ze a jest podzielne przez b (bez reszty)

b t a oznacza, ze a nie jest podzielne przez b

Kwantyfikatory logiczne
V x € X —dla kazdego x nalezgcego do zbioru X ... (inne oznaczenie A\)
3 x € X —istnieje x nalezace do zbioru X, takie ze ... (inne oznaczenie V)

3! x € X —istnieje doktadnie jeden x nalezgce do zbioru X, takie ze ... (inne oznaczenie V !)

Wspoétczynnik dwumianowy — Symbol Newtona (po)

!
(Z) T k! (nn— k)!

Kongruencja (przystawanie)

neN, a, b € Zliczby a i b nazywamy kongruentnymi (przystajacymi) modulo n
a = b (modn)

jezeliréznica a — b jest podzielna przezn: a — b = kn (gdzie k jest catkowite)

Na przyktad 24 = 3 (mod 7) gdyz24-3=21=3-7

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym, aby a = b (mod n) jest, aby reszty z dzielenia
aib przez n byty rowne.
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Permutacje cykliczne

Permutacja skonczonego zbioru jest odwzorowaniem réznowartosciowym tego zbioru na
siebie. Permutacjg zbioru {1, 2, 3, 4} jest na przyktad zbiér {3, 2, 4, 1}.

Natomiast permutacjg cykliczng zbioru {ai, a,, as, .. ak-1, ax} jest zbidr {a,, as, .. ak.1, ax, a1} lub
{ak, a1, a2, a3, ... A1}

Oznaczenia ciggéw liczb
(si)f=1 —to cigg liczb s1, Sy, ... Sp
Graf

Graf to zbiér wierzchotkdw (oznaczanych zazwyczaj kropkami) oraz krawedzi tgczacych
wierzchotki (na rysunkach to zazwyczaj odcinki pomiedzy kropkami). Niekiedy odcinki majg
kierunek i wtedy takie grafy nazywamy skierowanymi. Grafy wazone to takie, w ktorych krawedzie
posiadajg wage (liczbe). Czesto tez wierzchotkom przypisuje sie etykiete — wtedy powstajg grafy
etykietowane.

Rysunek 1 - Przyktadowy graf (etykietowany, skierowany, wazony)

Drogg w grafie G nazywamy taki cigg jego wierzchotkdw vi,vz,...,vk , ze kazde dwa kolejne
wierzchotki w tym ciggu sg potgczone krawedzig (czyli mozna przejs¢ z jednego konca drogi na
drugi chodzac tylko po krawedziach).

Cykl w grafie G to droga w tym grafie, ktéra korczy sie w tym samym wierzchotku, w ktérym sie
zaczeta.
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3. Matematyczny opis zonglowania.

Aby mdc o zonglowaniu rozmawia¢ w sposdb precyzyjny (a matematyka to przeciez
precyzja) nalezy przetozyc¢ ruchy rak zonglera i tory lotu piteczek na jezyk matematyki. Nie jest do
konca jasne, kto stworzyt jako pierwszy notacje zonglowania. Wydaje sig, ze trzy niezalezne grupy
okoto 1985 roku stworzyly tzw. siteswapy do matematycznego opisu zonglowania ([1] s.5).
Byli to: Bengt Magnusson i Bruce ,Boppo” Tiemann w Los Angeles, Paul Klimak w Santa Cruz
i Adam Chalcraft, Mike Day i Colin Wright w Cambridge. Ich opisy troche réznity sie od siebie, ale
z biegiem czasu notacja ujednolicita sie i przyjeta forme tzw. siteswapdw. Aby zrozumiec¢ dalszg
czes¢ pracy nalezy doktadnie zapoznad sie z tg notacjg, dlatego na kilku nastepnych stronach
przedstawie w sposdb dos¢ szczegdtowy opis zonglowania. Dla kogos, kto zongluje nie jest to zbyt
trudne, ale dla osoby postronnej, ktéra z zonglowaniem miata do czynienia tylko w cyrku, moze
nies¢ pewne trudnosci.

A wiec do dzieta.

Zacznijmy najpierw od najprostszego zonglowania: jedna reka, dwie piteczki. Na poczatku
mamy obie pitki w rece (te chwile pomijamy). Nastepnie podrzucamy jedng piteczke, gdy ta
zaczyna opadaé podrzucamy drugg. Gdy druga leci w gore, pierwszg piteczke tapiemy do reki. Gdy
druga osiggnie najwyzszy punkt i zaczyna opadac, wyrzucamy z reki piteczke pierwsza. | tak dalej.

Zobaczmy to na rysunkach

O Pierwsza piteczka (czerwona) jest w goérze, druga (niebieska) jeszcze

w rece. Kwadrat przy piteczce niebieskiej znajdujacej sie w dtoni oznacza, ze zaraz
bedzie ona wyrzucona.

Qoo

Druga piteczka zostata wyrzucona z dtoni. Pitka czerwona opada, niebieska
wznosi sie.

Piteczka czerwona opadta juz i znajduje sie w dtoni. Niebieska za$ jest
w najwyzszym punkcie rzutu. Kwadrat przy dtoni oznacza, ze piteczka czerwona

zaraz zostanie wyrzucona. Zauwazmy, ze jest to sytuacja odwrotna do tej na
pierwszym rysunku.

Rysunek 2 - Zonglowanie dwiema piteczkami
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Jak to przetozyé na jezyk matematyki? Oznaczmy rzut piteczkg czerwong jako C, natomiast
niebieskg jako N. Zatem Zonglowanie jedng reka mozemy opisa¢ jako cigg rzutéw:
CNCNCN CN. Zauwazmy, ze w ciggu mamy jakby dwie chwile: Ci N. Jezeli zaczniemy liczy¢ od
C do nastepnego C to mamy C(1) i nastepnie N(2), potem zaczynamy od nowa C(1). Podobnie
z pitkg niebieska: N(1) nastepnie C(2) ...

2 1 2 1 2
1 2 1 2 1

1 2 1
1 2 1 2
CNCNCNCNCN
"SI IAAANL
Rysunek 3 —Schemat rzutu dwoma pitkami

Matematycy-zonglerzy przetozyli to na jezyk liczb w ten sposdb, ze patrzac na powyiszy
schemat oznaczyli kazdy rzut jako dtugosc¢ strzatki (tak zwana wysokos$¢ rzutu — o tym pdzniej).
W tym przypadku wygladatoby to tak: 222222 w skrécie 2 (jest to najkrotszy okres powyzszego

ciggu).

Tak to wyglada w przypadku jednej reki i dwdch pitek. Zonglerzy rzadko uzywaja tylko
jednej reki do zonglowania. Przyjrzyjmy sie zatem jak opisa¢ zonglowanie dwoma rekami i trzema
pitkami. Sprobujmy opisa¢ to stowami. Zaczynamy od tego, ze w jednej rece (A) trzymamy dwie
piteczki (niebiesky i czerwong), a w drugiej (B) jedng (zielong). Zaczynamy rzucac od reki (A),
w ktérej trzymamy dwie pitki. Wyrzucamy pitke niebieska, gdy ta osigga maksymalng wysokos¢,
wyrzucamy z reki B pitke zielong. Pitka niebieska — wyrzucona z reki A opada do reki B (z ktorej
przed chwilg wyrzucilismy pitke zielong). Gdy zielona jest w najwyiszym punkcie
z reki A wyrzucamy piteczke czerwona. Pitka zielona (ta z reki B) Igduje nam w rece A (przed chwilg
wyrzucilismy piteczke czerwong). Gdy czerwona osigga maksymalng wysokos¢ z reki B wyrzucamy
bile niebieska. Kula czerwona opada nam do reki B. Gdy niebieska osigga maksimum wyrzucamy
zielong z reki A. Pitka niebieska opada nam do reki A. Taki literacki opis jest dos¢ trudny do
zrozumienia. Sprébujmy przedstawic to w formie tabeli:

Kazdy moment Zonglowania podzielitem na sekwencje

chwila | RekaA RekaB | (chwile). W kolumnie pierwszej mamy numery tych chwil.
'01 CCN " ; Druga kolumna to pitki znajdujgce sie w rece A, ostatnia
1 C 7N w rece B, a kolumna miedzy nimi to piteczki znajdujace sie
2 cz N w danej chwili w powietrzu. Dwa pierwsze wiersze (chwile
3 z CN -1 i 0) to przygotowanie do rzutéw. Prawdziwe
4 ZN C zonglowanie zaczyna sie od momentu, gdy dwie kule s3
> N zC w powietrzu (chwila 1). Zauwazmy, ze w tabeli chwila 7 jest
3 - Z: Z taka sama jak 1. Znaczy to, ze petny cykl takiego

zonglowania to 6 chwil.
Rysunek 4- Tabela dla trzech pitek

chwila | Reka A Reka B
1 C 7N Na rysunku 5 zaznaczytem poszczegdlne ruchy pitek
2 cz N pomiedzy rekami A i B. Jest to tak zwany diagram
3 yA CN drabinowy. W kolejnych rozdziatach, gdy opis siteswap
4 ZN C bedzie niewystarczajacy, sprébuje pomagac sobie takimi
5 N ?c wtasnie diagramami. Zwréémy uwage, ze ilos¢ chwil
3 c Z: z miedzy wyrzuceniem itp. czerwonej pitki, a jej ztapaniem

réwna sie 3 (na rysunku 4 — od 1 do 4 chwili). Tak wiec

Rysunek 5- Tabela z naniesionym diagramem
drabinowym
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siteswap dla tego typu zonglowania mozna opisac jako 333333.... = 3.

A teraz gdyby kto$ miat jeszcze watpliwosci w jaki sposéb zonglujemy trzema pitkami

opisze to na rysunkach.

.

Chwila 1 Chwila 2
Chwila 3 Chwila 4

Chwila 5 Chwila 6

Rysunek 6 - llustracje dla Zonglowania trzema pitkami
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Zonglerzy — jeszcze przed etapem ,matematycznym” prébowali opisywaé proces
zonglowania na swdj sposdb. | tak na siteswap 3 (opisany wczesniej) to kaskada — pitki wedruja
pomiedzy rekami. Jezeli pitki opadajg do tej samej reki, z ktdrej zostaty wyrzucone to takie
zonglowanie nazywamy fontanng. Natomiast jesli pitki wedrujg ,w kétko” jest to prysznic.

o, /
I II ;’f /A \‘\ |
AV Lol

Kaskada Fontanna prysznic

Rysunek 7 - Nazwy popularnych zonglowan

Co do zasady inne typy zonglowan nazywane byty od powyzszych itp. pétprysznic, odwrdcona
kaskada, odwrécona fontanna (wulkan) itp.
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4. Definicje i podstawowe twierdzenia.

Wprowadzimy teraz pewne definicje, aby modc okresli¢ sposdéb opisu procesu
zonglowania. Kazdy z nas widziat zonglera- to cztowiek, ktéry podrzuca réoznymi przedmiotami, sg
to piteczki, maczugi, obrecze, kostki masta, a nawet ... uruchomione pity taricuchowe. Tych
przedmiotéw moze by¢ wiele (rekord to 14 piteczek). Dla niniejszej pracy nie jest wazne jakimi
przedmiotami zonglujemy. Przyjmijmy, ze sg to piteczki (nimi najtatwiej zonglowac). Jezeli
doktadnie przyjrzymy sie zonglerowi to mozemy zauwazyé, ze minimalna wysokos¢ na jaka
wyrzuca piteczki roénie wraz z ich liczbg (oczywiscie mozna zonglowac trzema piteczkami ,,wyzej”
niz czterema, ale nam chodzi o wysokos¢ minimalng). Przyjmijmy teraz pewne zatozenia, ktére
pomoga nam zrozumie¢ matematyczny jezyk opisu zonglowania:

e czas, w ktérym zonglujemy jest ciggiem chwil ..., t3, t, t1, to, t1, t2, t3, ... (jest dyskretny
oraz nie ma ani poczatku, ani konca),

e zonglowanie odbywa sie przy pomocy dwdch rak (jeden zongler),

e kazdareka trzyma/rzuca w danej chwili t; jedng piteczke (bez multiplexéw),

® rece poruszajg sie na zmiane — znaczy to, ze jedna tapie i rzuca piteczki w chwilach
parzystych (tzn), a druga w chwilach nieparzystych (tan+1),

e wysokosé, na ktdrg wyrzucamy pitke, okreslamy jako liczbe chwil, ktére spedza

w powietrzu.
4 4 | 4 4 4 4 4 4
t'3 t'2 t‘1 tO t1 t2 t3 t4

Rysunek 8 - Schemat zonglowania 441

Na diagramie (schemacie) zonglowania rysujemy tor lotu kul w kierunku pionowym
wzgledem czasu. Nieparzyste i parzyste momenty Zonglowania oznaczone sg odpowiednio
petnymi i pustymi kropkami, ktére z kolei odpowiadajg rzutom lewej i prawej reki. Zauwazmy, ze
w rzucie parzystym (4) pitka jest rzucana do tej samej reki (z petnej kropki do petnej, z pustej do
pustej). Natomiast w rzucie nieparzystym (1) bila rzucana jest do reki przeciwnej (z petnej kropki
do pustej lub na odwrdt). Diagramy zonglowania nie rysujemy w jakiej$ konkretnej skali. Rzut
o wysokosci 4 nie jest ,,cztery razy wyzszy” od rzutu na wysokos¢ 1.

Dalej na kolejnych rysunkach pokazuje schematy zonglowania dla najbardziej popularnych
zonglowan: kaskady, fontanny i prysznica.
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Rysunek 9 - Kaskada 3-elementowa - (3)

Rysunek 10 - Fontanna 4-elementowa — (4)

Rysunek 11 - Prysznic 3-elementowy — (51)

Czy z takiego diagramu mozemy ,,odgadng¢” jaka iloscig pitek zonglujemy? Tak —wystarczy
policzyé, ile jest petnych, niepowtarzajgcych sie tukow (orbit). Jest tez prostszy sposéb (wynikajgcy
bezposrednio z ilosci tukow) — wystarczy narysowac pionowa linie na diagramie w miejscu, gdzie
nie przecinaja sie zadne tuki, i policzy¢ ilos¢ punktéw wspdlnych.

Rysunek 12 Obliczanie ilosci pitek na podstawie diagramu
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Popatrzmy jeszcze raz na rysunek 8. Mamy na nim przedstawiony tor zonglowanych
piteczek w stosunku do czasu. Czas jest podzielony tutaj na chwile. Chwila, to moment, w ktérym
tapiemy/rzucamy ktéras z piteczek. Zauwazmy, ze pitka wyrzucona z reki w chwili zaznaczonej jako
4 (np. w chwili t;) laduje nam znowu w rece po ,czterech chwilach”. Zas t3 wyrzucong
w momencie 1 (np. t1) chwytamy po ,,1 chwili”. W ten sposéb mozemy jednoznacznie okresli¢
w jaki sposdb zonglujemy. Tak wiec powyiszy diagram mozna zapisa¢ jako cigg liczb:
...441441441... lub znajdujac najkrotszg powtarzajacg sie sekwencje — 441. Przy takim zapisywaniu
moze czasami dochodzi¢ do nieporozumien, gdy nie bedziemy ograniczac¢ liczb do mniejszych niz
dziesiec¢. Wtedy nie wiemy, czy 441 to 44 i1, czy 441, czy wreszcie 4i 4 i 1. Przyjeto zasade, ze
jezeli nie méwimy o maksymalnej liczbie, to w domysle jest to dziewiec. Zauwazmy, ze diagram
nie ma ani poczatku, ani korica. Nie interesuje nas moment startu zonglowania ani jego konca.
Zaktadamy, ze zongler zongluje wiecznie ten sam wzor.

Matematycy-zonglerzy wprowadzili jeszcze jedno nazewnictwo — wysokosc rzutu. Jest to
nic innego jak ,ilos¢ chwil” jakie piteczka spedza wyrzucona z reki. Chociaz analogia od razu sie
narzuca (im wyzej wyrzucimy pitke, tym dtuzej bedzie ona w powietrzu), to nie jest to az tak
oczywiste. Mozna tak zonglowac, ze rzuty na ,wysokos¢” 3 beda fizycznie wyzsze od tych na
,wysokos$c¢” 4. Wtedy po prostu ,chwile” w zonglowaniu na 3 bedg troche dtuzsze. Takie ciggi liczb
opisujacych zonglowanie matematycy nazwali z ang. siteswap. Przyjrzyjmy sie raz jeszcze
siteswapowi 441441441. Mozemy nazwal okresem - dtugos¢ skonczonej sekwencji liczb
catkowitych. Siteswap nazywamy minimalnym, jezeli jego okres jest najmniejszy z posréd okresow
siteswapow okreslajacych ten sam wzér zonglowania. Na przyktad siteswap 441 jest minimalny,
ale juz 441441 nim nie jest. Z tych definicji wynika, ze okres kazdego siteswapu jest
wielokrotnoscig okresu jego siteswapu minimalnego. Ponadto wszystkie sekwencje zonglowania
tego samego wzoru danego okresu sg cyklicznymi permutacjami kazdego z nich. Powyzszy
przyktad ma trzy minimalne siteswapy: 441, 414, 144.

Podsumujmy.

W notacji siteswap czas jest podzielony na fragmenty Scisle od siebie oddzielone —
nazywamy je chwilami lub taktami (ang. beat). Przyjmujemy, ze pitki od razu po ztapaniu s3
wyrzucane, czyli ztapanie i wyrzucenie dzieje sie w tym samym momencie, na granicy taktow.
Schemat jest tworzony przez przypisywanie kazdemu wyrzutowi nieujemnej liczby s — ta liczba to
ilos¢ taktéw, po ktorych pitka zostanie ztapana ponownie. Nazywamy te liczbe wysokoscia rzutu.
Mimo, ze mozna zonglowaé tylko skonczong ilos¢ czasu, w siteswapie uznajemy, ze zongler
zonglowat zawsze i bedzie to kontynuowat. Daje nam to ciag (...,5-2,5-1,50,51,52,...). Mimo, ze ten cigg
bedzie nieskoriczony, myslimy o zonglowaniu jako powtarzajgcym sie, np. (... 4,4,1,4,4,1,4,4,1 ...).
Uznaje sie, ze mozna napisaé kazdg z tych wysokosci w ciggu omijajagc wszystkie przecinki
i nawiasy. Na przyktad (... 4,4,1,4,4,1,4,4,1 ...) = 441. Ten cigg daje nam wszystkie informacje
potrzebne do zonglowania tego schematu. W prawdziwym zonglowaniu uznajemy takze, ze kazde
cykliczne permutacje ciggu to nadal ten sam cigg, np. 441 to to samo co 144 i 414. Po tym troche
przydtugim wstepie (ktéry niestety byt potrzebny, aby doktadnie opisa¢ schematy zonglowania)
mozemy przystgpi¢ do pewnych definicji.
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Definicja 4.1 (prosty wzor zonglowania)
Mowimy, ze prostym wzorem zonglowania jest zonglowanie, ktére spetnia tgcznie nastepujace
wtasciwosci:

1) Rzuty pitek nastepujg w dyskretnych réwnomiernie rozmieszczonych momentach
w czasie (chwilach, taktach). Pitka ztapana zostaje wyrzucona w tej samej chwili.

2) Wzory sg okresowe i zonglowanie odbywa sie w kétko powtarzajgc ten sam wzor.

3) Co najwyzej jedna pitka jest rzucana/tapana w jednej chwili oraz jesli dana pitka
zostata ztapana, to ta sama pitka zostanie wyrzucona w tej chwili.

Prostymi wzorami zonglowania sg na przyktad kaskada, prysznic, fontanna. Wzory, ktére
spetniajg warunki (1) i (2), a nie spetniajg warunku (3) nazywamy miltiplexami.

Nasuwa sie pytanie czy kazdy cigg liczb naturalnych moze by¢ prostym wzorem
zonglowania — czyli opisywac zonglowanie spetniajgce powyzsze warunki ((1) — (3))? Zobaczmy
np. cigg 32 — czy moze by¢ opisem zonglowania. Narysujmy diagram

kolizja dwoch pitek

/

® ] O =] ©) ® o ()

‘oo

Rysunek 13 - 32 - kolizja dwdch pitek

Jak widaé z rysunku 13 ciagg liczb 32 nie spetnia warunku (3) w tej samej chwili w jednej
rece ladujg dwie piteczki. Mozna udowodnié, ze ogdlnie cigg n(n-1) ... nie spetnia warunku (3).

W dalszej pracy, jezeli nie zaznacze, ze jest inaczej bede pisat o siteswapach opisujgcych
proste wzory zonglowania, czyli takich, ktére spetniajg warunki (1) — (3) definicji 4.1.

Jak matematycznie zdefiniowac siteswap?

Zauwazmy, ze kazdy siteswap to cigg p liczb naturalnych. W opisywanych wyzej
diagramach wzory zonglowania byty tylko wtedy prawidtowe, gdy w tej samej chwili dwie pitki nie
ladowaty w tej samej rece. Jezeli jako p oznaczymy minimalny okres wzoru zonglowania to
mozemy okresli¢ definicje siteswapu:

Definicja 4.2 (siteswap)
Siteswapem nazywamy skoniczony cigg liczb naturalnych (si)?=1 € NP ktory spetnia ponizszy
warunek

jk e\;1...p}(f #k = (s +j) (mod p) # (si + k) (mod p))

Zbidr wszystkich siteswapow bedziemy oznaczac jako S.
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3 2
S1 Sy
i

Rysunek 14 - Diagramy opisujgce definicje siteswap
Gorny diagram spetnia warunki (zadne dwie pitki nie lgdujg w tej samej chwili w rece)
Dolny diagram nie spetnia warunkow (kolizja pitek)

Matematycy zdefiniowali takze tzw. orbite w danym diagramie zonglowania

4 4 1 4 4 1 4 4 1 4 4 1

Rysunek 15 - Definicja orbity w diagramie

Otoéz orbitg w diagramie nazywamy ,tor” jednej pitki w czasie zonglowania. Do orbity
nalezg takty zaznaczone na rysunku 15 kolorem czerwonym. Orbita to tor jednej pitki, a wiec ilos¢
orbit to ilo$¢ pitek. Do tego samego wniosku dojdziemy poréwnujac rysunek 12 i rysunek 15.
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Whiosek 4.1 siteswap i permutacje zbioru liczb catkowitych Z

Jezeli doktadnie przyjrzymy sie notacji siteswap, to mozemy zauwazy¢, ze ma ona duzo
wspoélnego z kombinatoryka. Otéz siteswap s = (s;, Sz, S3 ... Sp) przeksztatca zbidr liczb
catkowitych Z w zbidr liczb catkowitych Z. W jaki sposdéb? Ot6z jezeli wezmiemy dowolne
i€ Zto poprzez dodanie s; (a wiasciwie S imodp) do 7 otrzymujemy nowa liczbe catkowita.
Zgodnie z definicja 4.1 (doktadnie jej 3 punktem) oraz definicjg siteswapu 4.2 nowe liczby

catkowite nie beda sie powtarza¢, a wiec siteswap ,permutuje” nam zbiér liczb
catkowitych.

Pierwszym twierdzeniem, ktdre spotyka sie w pracach o siteswapach ([1] s. 14-17,
[2] s. 7) jest to, ze suma rzutow w siteswapie (minimalnym) podzielona przez okres jest réwna
ilosci pitek uzytych do zonglowania.

Twierdzenie 4.1 (o sredniej)

Niech s = (s3, S3, 3, ... Sp) bedzie prostym siteswapem o okresie p a ball(s) okresla ilos¢ pitek
uzytych do zonglowania siteswapu s, wtedy

Si

P
ball(s) = Ele

Zaréwno w pracy [1] jak i [2] sg obszerne i bardzo skomplikowane dowody tego
twierdzenia. Natomiast w tej pracy sprébuje to wyttumaczyé opisowo - bardziej przystepnie.
Zauwazmy, ze wysokos¢ to ilos¢ taktéw spedzonych przez pitke w powietrzu. Okres siteswapu (p)
to ilos¢ taktow danego siteswapu. Tak wiec suma wysokosci jednej orbity O zawartej w tym
okresie siteswapu bedzie réwna p.

Y

Rysunek 16 - Przyktadowa orbita

Czyli Yic0S; =p. Jezeli w danym siteswapie jest d orbit, to Zle s; =d * p czyli

P P
d= %, ale jak juz wiemy iloé¢ orbit to ilo$¢ pitek, czyli balls(s) = % co nalezato dowieé¢.
Zbior wszystkich siteswapdw S mozna zawezaé np. do takich ktére majg okreslong dtugos¢, albo

okreslong ilo$¢ pitek (czyli srednig), badz do takich, ktérych wysoko$¢ jest ograniczona. Ponizej
podaje definicje takich siteswapdw.

Definicja 4.3 (siteswap o okreslonej dtugosci)

Dla kazdego ustalonego p € N siteswap s, Sz, ... Sp hazywamy siteswapem o okreslonej
dtugosci. Zbidr takich siteswapdéw oznaczamy S,.
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Definicja 4.4 (siteswap o okreslonej sredniej)
Siteswap, ktdrego Srednia wszystkich wysokosci rowna sie b, bedziemy nazywac siteswapem
o okreslonej sredniej b.

14
bh = i=1$i

p
Zbidr siteswapow, ktdrego srednia arytmetyczna sumy jego wyrazéw jest rGwna pewnej
liczbie naturalnej b oznaczamy jako 5S.

Definicja 4.5 (siteswap ograniczony)
Siteswap si, Sz, ... Sp bedziemy nazywac siteswapem ograniczonym jezeli istnieje takie m, ze
dla kazdegoi=1..p si<m.

dmeN: Vie{l..p}s; <m

Zbidr takich siteswapow oznaczamy jako S™.

Mozemy takze okreslaé siteswapy, ktére beda spetnia¢ dwa lub nawet trzy powyisze
warunki. Zbiory takich siteswapdw bedziemy oznacza¢ odpowiednio jako SZ — siteswap
o okreslonej dtugosci i ograniczony, vS , — o okreslonej dtugosci i sredniej, ,S ™ — ograniczony
i 0 okreslonej sredniej oraz bS: — siteswap ograniczony o okreslonej dtugosci i sredniej. Wszystkie

te zbiory oczywiscie zawierajg sie w zbiorze wszystkich siteswapow S. Ponadto wystepujg
odpowiednie relacje zawierania sie pomiedzy tymi podzbiorami (wynika to jasno z definicji):

Whiosek 4.2 Zawieranie sie podzbioréw siteswapow
bSp CSP bSp cbS bSp cbSp
bSp < S bS™ LS S’:csm
SZCSP pSTMCS™ bSpcS,

Oprocz relacji zawierania mozna takze okresli¢ zbidr wszystkich siteswapow S jako sume
podzbioréw — jak nizej:

Whiosek 4.3 Zbiodr siteswapow jako suma podzbioréw siteswapow ograniczonych
S=Upen S S=Upen S»
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5. Tworzenie nowych siteswapdw na podstawie juz
istniejacych.

Czy na podstawie juz istniejgcych siteswapdw mozemy w jakis sposdb stworzy¢ nowe
poprawne siteswapy? Oczywiscie, ze tak. Jest na to kilka sposobdéw. Jednym z najprostszych jest

tak zwana operacja zamiany. Jezeli mamy poprawny siteswap to zamieniajgc ,miejsca lgdowania”
dwéch rzutédw réwniez otrzymamy poprawny siteswap.

Definicja 5.1 operacja zamiany
Niech s = (s15;..5p) bedzie ciggiem liczb naturalnych (z zerem) s; € Ny, wtedy operacja

zamiany tworzy nowy cigg S* w ten sposdb, ze zamieniamy miejscami sjiscorazj < k < p
wedtug ponizszego wzoru

S = s tk—j
s, =si+j—k

s;” = spdlai#k

Poprawny siteswap poddany operacji zamiany tworzy nowy poprawny siteswap (dowdd

mozna znalezé¢ w [2] s. 9 oraz [1] s. 19). WeZmy na przyktad siteswap 441 z jego diagramem
i zamienmy miejsca lgdowania w taktach 1i 2:

;;;;;;;;;; t2 3 4 5 6 7 8 9 10
12 3 4 5 6 7 8 9 10

Rysunek 17 - Zamiana siteswapu 441 na 531

W tym przypadku mamy j =1,k = 2:
;7 =s5;+2-1=4+42-1=5 s?=s5+1-2=4+1-2=3

;= sjdlai # 1,2,czylinp.dlai = 3mamys3=1
czyli powstaje nam nowy siteswap 531.

Sprébujmy rozwazy¢ zamiane w innych taktach 2 3:

1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Rysunek 18 - Zamiana siteswapu 441 na 234

522’3=S3+3—2=1+1=2 S§’3=Sz+2_3=4_1=3
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si2'3 = s;dlai # 2,3 czylinp.dlai = 1 mamy s; = 4 czyli powstaje nam nowy siteswap 423

(czyli 234). Pozostaje nam juz tylko jednaopcjadlaj = 1ik = 3:

511’3=S3+3—1=1+2=3 S;’3=51+1_3=4_2=2

si1‘3 = s;dlai#1,3 czylinp. dlai=2mamy s, =4 czyli powstaje nam nowy siteswap 234.

Mozemy takze utworzyé nowy siteswap na podstawie juz istniejgcego w ten sposdb, ze
ostatni wyraz w ciggu przenosimy na miejsce pierwsze. Taka operacja nazywana jest
przesunieciem cyklicznym.

Definicja 5.2 przesuniecie cykliczne
Przesunieciem cyklicznym O ciggu s = 5152 ... Sp-1Sp 0 dtugosci co najmniej dwa i wyrazach
naturalnych nazywamy operacje tworzacg nowy cigg O(s) = $pS1S2 ... Sp-1.

Wezmy przyktadowy siteswap 441 wtedy przesuniecia cykliczne beda wygladaty nastepujaco:
441 - 144 - 414

Poprawny siteswap poddany przesunieciu cyklicznemu tworzy nowy poprawny siteswap (wynika
to bezposrednio z definicji siteswapu).

Woprost z definicji przesuniecia cyklicznego widaé, Zze istnieje operacja odwrotna. lJezeli
$=5152 ... Sp1Spto O}(s) =, ... Sp1Sp S1.

Whiosek 5.1 Operacje zamiany i przesuniecie cykliczne tworzg poprawne siteswapy
Zaréwno operacja zamiany, jak i przesuniecie cykliczne z poprawnego siteswapu tworzg nowy
siteswap z tg sama $rednig — czyli z takg sama liczbg pitek (dowdd mozna znalezé w [2] s. 9-
10 oraz [1] s. 19-20).

Poznalismy juz dwa sposoby generowania nowych siteswapow bez zmiany liczby pitek
uzytych do zonglowania (bez zmiany s$redniej). A czy istniejg metody na generowanie nowych
wzordow zonglowania na podstawie juz istniejgcych ze zmiang sredniej? Otéz tak. Sg one jeszcze
prostsze od przedstawionych powyzej. Pierwszy z nich to dodanie do kazdego wyrazu ciggu
zonglerskiego tej samej liczby catkowite] ¢ (oczywiscie o ile po dodaniu ¢ ktérys z nowych wyrazéw
nie jest mniejszy od zera).

Whiosek 5.2 Dodawanie statej do siteswapu
Niech s=(s1s; .. sp) jest poprawnym siteswapem, ¢ € Z takie,ze Vi € {1..p}s; + ¢ = 0 wtedy

, . . . L hoisi,, .
s’ =(s1+C sz +C .. Sp +C) jest réwniez poprawnym siteswapem. Co wiecej jezeli b = e (bjest

Srednig arytmetyczna ciggu s) to Srednig arytmetyczna ciggi s’ jest b + c. Wynika to w prosty
sposoéb ze sposobu wyliczania srednie;j.

Drugi sposdb to dodanie (bgdz odjecie) do dowolnego wyrazu ciggu zonglerskiego liczby
okreslajacej dtugos¢ tego ciggu. Podobnie jak poprzednim wypadku wykluczamy ciaggi, w ktdrych
pojawig sie liczby ujemne.

Whiosek 5.3 Dodawanie/odejmowanie dtugosci okresu do wybranej wysokosci

Niech s = (s1s2 .. sp) jest poprawnym siteswapem, wtedy s’ = (s1.. (si+p) .. sp) Vi € {1..p} jest
poprawnym siteswapem, a takze s’ = (s1.. (si-p) .. sp) Vi € {1..p} oiile si— p nie jest mniejsze
od zera.
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Przedstawie teraz tak zwany algorytm sptaszczajacy (za [1] s. 20], [2] s. 10).

Na poczatek przypomnijmy sobie co to jest cigg staty. Otdz cigg s = s15;... Sp hazywamy ciggiem
statym, kiedy 3a € Ny Vi € {1..p}s; = a innymi stowy kazdy wyraz ciggu jest taki sam
s=aa..a

Zobaczmy takze jak uproszg sie nam wzory z definicji 5.1 (operacja zamiany) jezeli bedziemy
zamienia¢ wyrazy na pierwszej i drugiej pozycji (j = 1, k=2)

jk _ . 1,2 _ 12 _
S; =S, +k—]j = 579 =8s+2-1 = sy =s5+1
jk _ . 12 _ 12 _
s, =si+j—k = s =5+1-2 = s;"=s5-1

Algorytm sptaszczajacy
WeiZmy cigg s = s152... Sp gdzie s; € No wtedy

1. Jezeli cigg s jest ciggiem statym zakonicz dziatanie. Cigg wejsciowy byt siteswapem.
W przeciwnym wypadku idZ do punktu 2.

2. Weimy najwiekszy wyraz ciggu. Niech jego warto$¢ bedzie réowna m. Wykonu;j
przesuniecie cykliczne tak dtugo, az s1 = m oraz s, < m. Jezeli s; —s; > 1 przejdz do punktu
3, w przeciwnym razie cigg wejsciowy nie byt siteswapem.

3. Wykonaj operacje zamiany dla pierwszych wyrazéw ciggu i przejdz do punktu
pierwszego

Co robi taki algorytm? Otéz, za pomocg algorytmu sptaszczajgcego mozemy sprawdzic, czy dany
ciag liczb catkowitych nieujemnych jest poprawnym siteswapem.

Zobaczmy to na przyktadach. Wezmy poprawny siteswap s = 441. Czyli na poczatek kolejne wyrazy
Cciggu wynoszg si=4,s,=4,s3=1

Krok 1 s nie jest ciggiem statym wiec przechodzimy do punktu 2 (441).

Krok 2 s juz ma na pierwszym miejscu najwiekszy wyraz, ale nie spetnia drugiego warunku
(s2 < m) wiec wykonujemy przesuniecie cykliczne i powstaje nam nastepujacy cigg (144).

Krok 3 Wykonujemy nastepne przesuniecie cykliczne i powstaje nam cigg spetniajacy warunki
punktu drugiego (414).

Krok4 Dla ciggu s=414 wykonujemy operacje zamiany dla pierwszych dwoéch wyrazow.
511'2 =5,+1=14+1=2 oraz 521'2 = 5, —1=4—1 = 3. Pozostate wyrazy ciggu
pozostajg bez zmian, powstaje nam wiec nowy cigg, z ktérym przechodzimy do punktu
pierwszego (234).

Krok 5 Cigg wejsciowy nie jest ciggiem statym wiec przechodzimy do punktu 2 (234).

Krok 6 Cigg wejsciowy nie ma na pierwszym miejscu wyrazu najwiekszego, wiec wykonujemy
przesuniecie cykliczne. Wynikowy cigg spetnia warunku punktu 2, a wiec przechodzimy do
punktu 3 z ciggiem (423).

Krok 7 Dla ciggu 423 wykonujemy operacje zamiany dla pierwszych dwdch wyrazéw ciggu
511’2 =s,+1=2+1=3 oraz 521'2 = 51 —1=4—1 = 3. Pozostate wyrazy ciggu
pozostajg bez zmian, wiec przechodzimy do punktu pierwszego (333).
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Krok 8 Cigg wejsciowy (333) jest ciggiem statym, a wiec konczymy algorytm z w wynikiem
pierwotny ciag byt poprawnym siteswapem.

podwodjne przesuniecie cykliczne operacja zamiany przesuniecie cykliczne operacja zamiany

441 414 234 423 333

Zastosujmy teraz algorytm sptaszczajgcy do ciggu, ktory jak wiemy (rysunek 13) nie jest
poprawnym wzorem zonglowania, czyli do ciggu s = 321.

Krok 1 s nie jest ciggiem statym wiec przechodzimy do punktu 2 (321)

Krok 2 s ma na pierwszym miejscu najwiekszy wyraz oraz spetniony jest drugi warunek (s2 < m).
Wiec sprawdzamy rdznice s; —s; = 1. Wiec wej$ciowy cigg nie jest poprawnym siteswapem.

W ten sposdb mozna tworzyé programy komputerowe, ktére sprawdzajg, czy dany ciag
liczb jest poprawnym siteswapem, czy tez nie.
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6. Liczenie siteswapow.

Jezeli mamy juz okreslone zbiory siteswapéw (definicje 4.2 do 4.5) to narzuca sie pytanie
o0 moc tych zbioréw. Inaczej mowigc jaka jest liczba mozliwych siteswapow (tych ogdlnych —
definicji 4.2 i tych zawezonych — definicje 4.3, 4.4, 4.5). Jezeli nie bedziemy ograniczac siteswapow,
to oczywiscie ilos¢ wzordw zonglowan bedzie nieskoriczona. Ale jaka to bedzie nieskornczonos¢?
Musimy zauwazy¢, ze ciggle moéwimy o ciggach/zbiorach liczb naturalnych/catkowitych. Wiec ilo$¢
siteswapow bedzie z definicji przeliczalna. Tak wiec mamy do czynienia z nieskoriczonosciag typu
No.

Wezmy teraz nieskonczony (ale przeliczalny) cigg b, bb, bbb, bbbb, .... (b jest state wiec
mozemy znalez¢ takie m, ze b < m (np. m = b+1). Taki cigg nalezy oczywiscie do zbioru siteswapéw
ograniczonych , S™. A wiec moc zbioru , S ™ to Xo. Inaczej |,S ™| = No.

Przyjrzyjmy sie teraz innemu nieskonczonemu ciggowi (takze przeliczalnemu):

11 ... 1, 22 .2, 33 ... 3,
| _p-razy_| | _p-razy_| | _p-razy_|

Woprost z definicji nalezy on do zbioru S,. A wiec takze |S | = Ro.

Korzystajac z relacji zawierania okreslonych we wniosku 4.1 oraz z tego, ze |S| = X0 mozemy
okresli¢ moc pewnych zbioréw siteswapow:

Whiosek 6.1 Moc wybranych zbioréw siteswapéw
IS1=1S™] = [6S|= [sS™] = |Sp|= Ro.

m m
Pozostato nam jeszcze oszacowaé moc zbiorow ,S,, Sp oraz bSp.
W pracy [6] autor podaje oszacowania:
m m
|b§p| < ISPI < mp < No

Nie bede tutaj tego udowadniat, gdyz nie o liczenie takich zonglowan mi chodzi. Wiekszos¢
kuglarzy-matematykdéw bardziej interesuje, ile jest mozliwych wszystkich b-pitkowych siteswapow
o okresie p (»Sy).

Matematycy (np. [1], [2]) podajg doktadng liczbe:
(b +1)P —pP

Przegladajagc dowody (bardzo skomplikowane), stwierdzitem, ze owszem jest on
poprawny, ale ... nie o to chodzi zonglerom. Wzér ten uwzglednia siteswapy bedace permutacjami
cyklicznymi innych wzoréw zonglowania (np. 441 i 414, 144). Siteswapy bedgce permutacjami
cyklicznymi to wtasciwie to samo zonglowanie, tylko zaczete w innym momencie. Dlatego
postanowitem sam obliczy¢ interesujacg mnie liczbe i wyprowadzi¢ wzér na liczbe siteswapoéw
typu Sy, ktéry uwzgledniatby powtdrzenia zwigzane z permutacja cykliczna.

Oznaczmy s jako siteswap (si, Sz, ... Sp). Wtedy s mod p = (s1 mod p, s, mod p, ... s, mod p).
Na przyktad 441 to siteswap o okresie p=3 wiec

441 mod 3 = (4 mod 3,4 mod 3,1 mod 3) = 111.
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Zbior wszystkich siteswapdw ktoére licze oznaczamy jak wyzej ,Sp, a zbidr siteswapdw powstatych
przez operacje mod (jak wyzej) oznaczmy jako ,S, mod p.

Na poczatek zauwazmy dwie rzeczy:

Definicja 6.1 siteswapy podstawowe i multi-p siteswapy (nazewnictwo wtasne)

1. Jezeli s jest poprawnym siteswapem wtedy smodp bedzie poprawnym
siteswapem. wynika to bezposrednio z definicji siteswapu (4.2). Mozna uogodlnic¢
powyzszy wniosek i zapisaé: »S, mod p C ,S,. Wzory zonglowania powstate poprzez
operacje mod bede nazywat siteswapami podstawowymi.

2. Jezeli mamy siteswap s= (s1, Sz, ... Sp) (0 okresie p), ktéry tworza tylko ,,0” lub liczby
niezerowe, ktére sg wielokrotnosciami okresu (p) to jest on poprawnym wzorem
zonglowania. Wynika to takze z definicji siteswapa. Jezeli na dowolnej pozycji mamy
,»,0” znaczy to ze mamy pustg reke (nic nie wnosi do wzoru zonglowania). Natomiast
liczba niezerowa (wielokrotnos¢ p) — zawsze trafia w to samo miejsce (do siebie).
Takie wzory zonglowania bede nazywat multi-p siteswapami.

Zauwazmy, ze kazdy poprawny wzér zonglowania mozemy podzieli¢ na siteswap podstawowy
oraz odpowiadajgcy mu multi-p siteswap. Jak to sie robi? Pokaze to na przyktadach:
441:p=3 441 mod 3 =111 - siteswap podstawowy
441 — 111 = 330 — multi-p siteswap
531:p=3 531 mod 3 =201
531-201=330
12345:p =5 12345 mod 5 =12340
12345 -12340 = 00005

wynika to po pierwsze z definicji kongruencji: a = b (mod p) wtedy rdéznica a - b jest podzielna
przez p tzn.: a — b = kp (gdzie k jest catkowite), a wiec wynikowy siteswap zawiera tylko ,,0”
(gdy a = b) lub wielokrotnosci p (w innych przypadkach). | po drugie (Definicja 6.1.2) takie wzory
zonglowania sg poprawne.

Jezeli siteswap podzielimy (jak wyzej) na dwie sktadowe (siteswap podstawowy
i odpowiadajgcy mu multi-p siteswap) to suma pitek w obu sktadowych jest rowna liczbie pitek
w siteswapie wejsciowym. Wynika to bezposrednio z twierdzenia o $redniej (twierdzenie 4.1).

Wiec mozemy podzieli¢ obliczenia na dwie czesci. Pierwsza to policzenie ilosci siteswapdéw
podstawowych. Natomiast druga to policzenie multi-p siteswapow.

Brzmi to niby prosto, ale trzeba zauwazy¢ kilka problemoéw:

P1 Siteswapy majg permutacje cykliczne, ktére w obliczeniach trzeba bedzie wykluczyé
(np. 441 414).

P2  Nie wszystkie siteswapy o takiej samej dtugosci majg tyle samo permutacji cyklicznych
(np.4411i333).

P3  Im wieksza liczba pitek w czesci pierwszej tym mniejsza musi by¢ w czesci drugiej. Czyli
trzeba tak rozdzieli¢ ilos¢ pitek pomiedzy te dwa etapy, aby ich suma byta réwna b.

P4 W pierwszej czesci maksymalna ilos¢ pitek to p — 1, gdyz przy ilosci pitek p nie ma
zadnego siteswapu podstawowego (wynika to z operacji kongruencji).

Z tymi ktopotami bedziemy walczy¢ pdzinie;j.
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Oznaczmy liczbe siteswapow podstawowych (Definicja 6.1.1) jako f;(b,p), a ilos¢
multi-p siteswapéw (Definicja 6.1.2) jako f,(b,p). Gdzie b to liczba pitek w siteswapie
wejsciowym. Po obliczeniu f; oraz f, ogdlny wzér nailo$¢ wszystkich siteswapdw bedzie wygladat
jak ponize;j:

p-1

> filkp) < (b~ k,p)
k=0

Dlaczego mnozenie? Otéz dla kazdego elementu z czesci pierwszej mozemy ,, dodac” kazdy
element z czesci drugiej i na odwrét. | za kazdym razem wychodzi nam inny poprawny siteswap.

Wiec zacznijmy liczenie.

tatwiejszg z tych dwdch czesci jest zdecydowanie czes¢ druga (Definicja 6.1.2), wiec nig
zajme sie wczesniej. W niej nie bede patrzy¢ na permutacje cykliczne. Dlaczego? Otéz po
»dodaniu” do dowolnego siteswapu z czesci pierwszej takie permutacje bedga tworzyty inne wzory
zonglowania (np. 201 + 330 =531, 201 + 303 =504, 201 + 033 = 234).

Korzystajgc z Wniosku 5.3 oraz twierdzenia o sredniej (twierdzenie 4.1) mozna zauwazyé,
ze dodajac p w jakies miejsce w siteswapie dodaje do siteswapu jedng pitke, ale nie zmienia jego
funkcjonalnosci. Oznacza to, ze zaczynajac od siteswapu: 000 ... 000, gdzie 0 wystepuje p razy,
mozemy skonstruowaé wszystkie mozliwe multi-p siteswapy dla danego b i p.

WprowadzZmy jeszcze jedng notacje, ktdra uprosci nam liczenie. Multi-p siteswapy (gdzie
wystepuja tylko ,zera” i wielokrotnosci p) bede zapisywat w nastepujacy sposéb: zera pozostaja
bezzmian (0 — 0) natomiast wielokrotnosci p beda zapisywane jako krotnos¢ (np — n). Wezmy
na przyktad siteswap 360, wtedy p = 3. Po zastosowaniu nowej notacji otrzymujemy nowy
siteswap 120 (360 = 1p 2p 0 = 120). Inne przyktady to:

7777777 - 1111111
900 — 300
(np) 00...00 > 1 00 ...00

W tym nowym systemie suma liczb zawsze jest rdwna ilosci pitek, co bezposrednio wynika
z teorii $rednich (twierdzenie 4.1). Teraz nasze pytanie dla tej czesci przeradza sie w cos$, co
przypomina kombinatoryke. Zastanawiatem sie nad tym troche, ale nie mogtem dalej pdjs¢ tym
tropem. Nic mi nie przychodzito do gtowy. Zaczatem wiec patrzy¢ na przyktadowe wartosci.

Zauwazytem, ze gdy p =1 to fo,(b,p) = f,(b,1) =1 (jest to wtasciwie oczywiste).
Pdzniej probowatem patrzy¢ na p = 2. Wypiszmy wszystkie mozliwe siteswapy z czesci numer
dwa (po lewej) oraz ich odpowiedniki w notacji opisanej wyzej (po prawej). W kolejnych liniach
odpowiednio dlailosci pitek b = 1,2,3,4

02,20 01,10
04,22,40 02,11,20
06,24,42,60 03,12,21,30
08,26,44,62,80 04,13,22,31,40

Zauwazmy, zedlab = 1 mamy dwie mozliwosci,dlab = 2 mamy trzy itd. Wyglada wiec
to tak jakby wartosc¢ f;, dla p = 2 (czyli ilo$¢ siteswapdw w kazdej linii) byta zawsze réwna b + 1.
Mozna to zrozumie¢ w ten sposdb, ze pierwsze miejsce od lewej moze przyjmowac jakiekolwiek
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wartosci od 0 do b wtgcznie. Natomiast drugie miejsce musi przyjg¢ zawsze takg wartos¢, aby
suma cyfr zgadzata sie z iloscig pitek (jak zauwazylismy wczesniej suma cyfr to ilos¢ pitek).

PrzejdZmy wiec do p = 3. Tutaj wypisze juz tylko siteswapy w nowej notacji
001,010,100
002,011,020,101, 110,200
003,012,021,030,102,111,120, 201,210,300
004,013,022,031,040,103,112,121, 130,202,211, 220,301, 310,400

Od razu zauwazytem, ze wynik f, dlap = 3 to liczby tréjkatne. Ale dlaczego? Mozna to
ttumaczyé w podobny sposéb jak robilismy to dla p = 2. Pierwsza cyfra przyjmuje poszczegdlne
wartosci od 0 do b, dwie pozostate przyjmujg takie wartosci, aby ich suma sie zgadzata z iloScig
pitek, ale tym razem jest na to wiecej niz jedna mozliwos¢. Jest ich wtasciwie tyle, ile policzylismy
w poprzednim przyktadzie z p = 2. To znaczy, ze f,(b,3) = ZLO fo(b —k,2), gdzie k to cyfra
Z pierwszego miejsca.

Ale dlaczego akurat liczby tréjkatne? Charakteryzujg sie one tym, ze sg suma kolejnych
liczb naturalnych zaczynajac od 1. Nasza funkcja f; (b, 2) zawsze oddaje liczby naturalne i gdy
zmieniamy wejsciowe b wynik zmienia sie o 1. Najmniejsza wartos$¢ funkcji f5 (b, 2) jest wtedy,
gdy b = 0, wtedy wynik to 1. Funkcja f,(b,3) jest suma kolejnych f,(b,2), wiec jest suma
kolejnych liczb naturalnych, wiec jest liczbg tréjkatna.

Dalej mamy p = 4. Podobnie jak poprzednio bedziemy zmienia¢ pierwszg cyfre i dodawaé
kolejne kombinacje dla p = 3. Czyli:

0001,0010,0100,1000
0002,0011,0020,0101,0110,0200,1001,1010,1100, 2000

0003,0012,0021,0030,0102,0111, 0120, 0201, 0210, 0300,1002,1011,1020,1101,1110,1200,2001, 2010, 2100, 3000

Wypisywanie wszystkich robi sie coraz trudniejsze, ale wida¢ juz zaleznosci.

Ale jak nazywajg sie liczby, ktére nam teraz wyszty? Sg to liczby piramidalne tréjkatne
(czworoscienne). Definiuje sie je jako suma liczb tréjkatnych.

Jezeli bedziemy dalej postepowa¢ w taki sposdb to wyjdg nam wszystkie wartosci
niezaleznie od p. Mozna je obliczy¢ uzywajgc wzoru:

b
AR EWACEISEEY
k=0

Powstaje jednak pewien problem: jezeli chcemy przedstawic¢ ten wzor nie uzywajac formy
rekurencyjnej. Musimy uzywac bardzo wielu sum (sigm). Bedzie ich wtedy doktadnie p — 2. Na
szczescie mozemy pdjs¢ dalej tropem liczb tréjkatnych. Sumg kolejnych liczb czworosciennych sg
liczby pentatopiczne (od ang. pentatope numbers). Suma kolejnych liczb pentatopicznych sg liczby
5-simplex’owe. Dalej sg liczby 6-simplex’owe, 7-simplex’owe, 8-simplex’owe, 9-simplex’owe, itd.
Moze nadal wydawac sie, ze bedzie ktopot z policzeniem tych liczb simplexowych. Stwérzmy
tabele liczb n-simplex’owych, gdzie w poszczegdlnych kolumnach bedziemy zapisywac wartosé
k-tej n-simplex’owej liczby (dla k = 0..10). Wiersze bedg okreslaty o jakich liczbach méwimy (czyli
okreslaty liczbe n zaczynajac od zera).
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Lp. (od zera) 0| 1| 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Liczba jeden (0-simplex) 1 1| 1 1 1 1 1 1 1 1
Liczby naturalne (1-simplex) 1] 2| 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Liczby tréjkatne (2-simplex) 1| 3| 6] 10 15 21 28 36 45 55 66
Liczby czworoécienne (3-simplex) | 1| 4/10| 20 35 56 84 120 165 220 286
Liczby pentatopiczne (4-simplex) § 1| 5|15| 35 70| 126, 210 330 495 715 1001
5-simplex 1| 6|21| 56| 126| 252| 462| 792| 1287 | 2002 3003

6-simplex 1| 7|28| 84| 210| 462| 924| 1716| 3003 | 5005 8008

7-simplex 1| 8|36(120| 330| 792|1716| 3432 | 6435|11440| 19448

8-simplex 1| 9(45|165| 495| 1287|3003 | 6435|12870|24310| 43758

9-simplex 1/10|55(220| 715| 2002|5005 |11440|24310|48620| 92378
10-simplex 1/11|66|286|1001| 3003|8008 |19448|43758| 92378 | 184756

Jest to tréjkat Pascala! Po uporzadkowaniu tych liczb dopiero widzimy jakies regularnosci. Mimo
tego nadal mamy ktopot. Jak policzy¢ dang liczbe w tréjkacie Pascala? Dodawanie od poczatku nie
wchodzi w gre. Zajeto by to zbyt duzo czasu i trudno bytoby wymysli¢ na podstawie tego wzér. Ale
przeciez jest to tréjkat Pascalal Jest on peten réznego rodzaju zaleznosci! | jedna z nich przychodzi
nam z pomocy. Otdz, gdy ponumerujemy wiersze i przekatne (zaczynajgc od zera) to liczba
w wierszu n i przekatnej k jest réwna: (’;)

Q
0 oo
1 i1 g,
2 12 100
3 1 3 <] 1 b
4 1 a4 6 4 T 9
5 1 5 0 10 s r ©
6 1 & 15 20 15 6 1 A
7 i 7 =21 35 35 =21 7 1 %
8 1 8 =28 D6 70 S6 28 8 1 9 o
?0 1 9 96 sa @@ 126 84 36 v 1 O N
11 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 &
12 1 i1 S5 165 330 462 462 330 165 55 14 L o
13 1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1 4
14 L 13 78 286 TIS 1267 1716 1716 1287715 286 78 13 1 g
15 1 14 91 364 100132002 3003 3432 3003 2002 1001364 31 14 1 &
16 1 15 105 455 1365 3003 S00S5 6435 6435 5005 3003 1365 455 105 15 1

Rysunek 19 - Trojkqt Pascala i obliczanie (n,k)-tej pozycji

Wezmy przyktad z rysunku 19. Wyraz na (9,4) pozycji to 126. Obliczmy teraz (Z) = 4'(:!_4)' =
9l 6*7x8%9 es . .
sl 2emea T 126. Oczywiscie zgadza sie.

Teraz tylko zostato policzyé, ktére miejsce w trojkacie Pascala jest nam faktycznie
potrzebne. Liczby simplexowe ukfadajg sie po przekatnych. Wiec jezeli chcemy zobaczy¢ liczby
czworoscienne patrzymy na trzecig przekatna (liczac od zera). Liczby p-simplexowe byty nam
potrzebne, aby policzyé f,(b,p + 1). Wiec aby policzy¢ f5(b,p) potrzebujemy liczb p — 1 —
simplexowych, ktére znajdujg sie w przekatnej p — 1. Z wierszami jest jednak trudniej. Zauwazmy,
ze jezeli poruszamy sie w trojkacie Pascala zaczynajgc od jedynki na samej gorze i schodzimy
zawsze o jedno pole w doét (albo w prawo, albo w lewo), to nie wazne jakg drogg pdjdziemy - po
n krokach dojdziemy do wiersza n. Ale patrzac na tabelke z simplexami mozemy zauwazyg¢, ze aby
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dojs¢ do konkretnego pola od pierwszej jedynki mozna péjs¢ pierwsze zgodnie z poziomem, az
bedziemy w tej samej kolumnie, w ktdrej jest szukane pole, a nastepnie pionowo w dét, dopdki
nie dojdziemy do interesujgcego nas pola. Przy tym sposobie mozemy policzy¢, ze w bok musimy
sie przemiesci¢ o tyle miejsc, ile mowi liczba porzadkowa, a w dét o numer simplexu. Ustalilismy
juz, ze numer simplexu to p — 1, natomiast liczba porzagdkowa to tak naprawde ilos¢ pitek, a wiec
b. Wiec suma krokéw pionowych i poziomych to b + p — 1. Wracajac do pierwszej metody
znajdowania wiersza, nie wazne, ktorg drogg pdjdziemy, ilos¢ krokéw bedzie réwna wierszowi.
Wiec dochodzimy do ogdlnego wzoru dla drugiej czesci (teraz juz bez rekurenciji).

Whiosek 6.2 llo$¢ multi-p siteswapéw
b+p—-1
rom=("7777)

p—1

Gdy doszedtem do tego wzoru bardzo sie ucieszytem. Dlaczego. Otdz taki sam wzor (tylko
troche inne oznaczenia) mozna znalez¢ w pracach na temat zonglowania wybitnych matematykéw
(np. [2] s. 20)

Przejdzmy teraz do policzenia ilosci siteswapdw podstawowych (czyli tych okreslonych
w Definicji 6.1.1). Skala trudnosci w tej czesci bardzo wzrasta. Nad tym problemem tamatem sobie
gtowe bardzo dtugo. Musiatem odrzucac¢ pomyst na rozwigzanie za pomystem. Niestety do korca
nie udato mi sie tak pieknie okresli¢ ilosci siteswapdw podstawowych jak wyszto to
z multi-p siteswapami. (wzér dla f,(b, p)). Mimo, ze nie ukoriczytem obliczeri ponizej podam
kierunek rozwazan, ktéry zaprowadzit (wedtug mnie) najdalej.

Zacznijmy od wyttumaczenia tego, ze kazdy siteswap podstawowy ztozony jest z tzw. cykli.
Sg to tak jakby zbiory orbit, ktére znajdowaliémy na diagramach (np. rysunek 15). Orbity
znajdujace sie w tym samym cyklu majg takg wtasnos¢, ze dla kazdej orbity chwile w niej zawarte
mod p sa takie same jak we wszystkich innych orbitach w danym cyklu. llo$¢ pitek w danym cyklu
to ilos¢ orbit do niego zaliczanych.

Cykle znajdujemy w ten sposéb, ze szukamy pierwszej wysokosci niezerowej i patrzymy,
w ktérej chwili wyladuje pitka wyrzucona w tym momencie. W ten sposéb wylagdowaliémy na
kolejnej wysokosci niezerowej. Dalej kontynuujemy ten proces, az wrdécimy do wysokosci
poczatkowej. Wtedy wszystkie wysokosci, przez ktére przeszlismy nalezg do jednego cyklu. Aby
znalez¢ wszystkie cykle w danym siteswapie musimy po znalezieniu jednego wybra¢ innag
wysokos¢ poczatkowaq nie nalezgcg do poprzedniego i przeprowadzi¢ ten sam proces, a nastepnie
to powtarzamy dla kolejnych cykli, az nie zostanie nam zadna wysokos$¢ niezerowa. Jest to troche
skomplikowane, wiec pokaze to na przyktadzie. Na siteswapach, ktére do tej pory
wykorzystywatem do przyktadéw (czyli takich o okresie 3) nie bedzie wida¢ doktadnie wszystkich
krokéw, wiec wezme siteswap 525501 (o p=6). Narysujmy diagram Zzonglowania dla tego
siteswapu z zaznaczonymi orbitami (rysunek nr 20).

siteswap 5 2 5 5 0 1 5 2 5 5 0 1 5 2 5 5 0
chwile 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Rysunek 20 - Diagram zonglowania z orbitami dla 525501
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Zaczynamy od pierwszej cyfry: 525501 (chwila 1 - w cyklu czerwonym). Pitka wyrzucona
w tym momencie wyladuje w chwili 6: 525501, czyli na jedynce. Pitka wyrzucona z tej jedynki
wyladuje z powrotem w chwili 7, czyli na piatce, ale zauwazmy, ze jezeli chodzi o notacje siteswap
to pigtka w chwili 7, jest tg sama pigtkg w chwili 1 (7 = 1 mod 6). | to juz koniec cyklu. To znaczy,
ze sktada sie on z pigtki i jedynki, czyli 525501. Nastepnie bierzemy kolejng wysokos¢, na ktéra
jeszcze nie natrafiliSmy: 525501 (chwila 2 — w cyklu niebieskim). Pitka wyrzucona z tej dwdjki
wyladuje w chwili 4 na pigtce: 525501. Nastepnie poleci ona tu: 525501 (chwila 9). | tu bardzo
wazna rzecz: podobnie jak wyzej pigtka z chwili 9 jest tg sama pigtkg z chwili 3 (9 = 3 mod 6). Ale
chwila 3 nalezy juz do innej orbity (zielonej). | na koniec z powrotem tam, gdzie zaczeta, czyli na
dwdjke: 525501. Oznacza to, ze drugi cykl sktada sie z dwdch orbit (na rysunku 20 oznaczonych
kolorem niebieskim i zielonym). Cykl ten wyglada tak: 525501. Zostato jeszcze tylko zero, ktére nic
nie wnosi do zonglowania i nie nalezy do zadnego cyklu. Wszystkie niezerowe liczby z siteswapu
nalezg juz do znalezionych cykli, co oznacza, ze znalezliSmy wszystkie cykle. Siteswap z cyklami
napiszemy w ten sposob: 525501 Narysujmy raz jeszcze diagram, tym razem z zaznaczonymi
cyklami (czerwonym i niebieskim — od oznaczen koloréw liczb podawanych wyzej).

siteswap 5 2 5 5 0 1 5 2 5 5 0 1 5 2 5 5 Q
chwile 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Rysunek 21- Diagram Zzonglowania z cyklami dla 525501

Jak pisatem wczesniej (przy okazji rysunku nr 15) ilos¢ orbit we wzorze zonglowania to
ilos¢ pitek. Cykle w danym siteswapie mogg sktadaé sie z jednej badz kilku orbit. llos¢ pitek
w danym cyklu zalezy od tego, ile orbit on zawiera. Czyli suma pitek we wszystkich cyklach musi
by¢ réwna ilosci kul w catym siteswapie. Zauwazmy tez, ze maksymalna ilos¢ cykli w danym
siteswapie wynosi tyle ile jest orbit (wszystkie cykle zawierajg po jednej orbicie — tak jest na
przyktad przy 515151). A ilo$¢ orbit to ilos¢ pitek, ilos$¢ cykli jest ograniczona od goéry przez liczbe
pitek.

Mozemy teraz probowad okreslaé¢ wzoér dla ilosci siteswapdw podstawowych. Bedzie to:

llos¢ siteswapow podstawowych z jednym cyklem
+ llos¢ siteswapow podstawowych z dwoma cyklami
+ llos¢ siteswapow podstawowych z trzema cyklami
+...

Oznaczmy ilos¢ siteswapdw podstawowych z k cyklami jako g (b, p), gdzie b —ilos¢ pitek,
a p —okres siteswapa wtedy powyzszy (opisowy) wzér przyjmie postaé:

b
> gcbp)
k=1
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Zauwazytem takie oto whasciwosci cykli.

Whiosek 6.3 Wtasciwosci cykli siteswapéw podstawowych
1) llos¢ liczb niezerowych w jednym cyklu musi by¢ wieksza od ilosci pitek w tym cyklu.
2) llo$¢ siteswapow podstawowych z dwoma cyklami jest réwna ilosci siteswapow
podstawowych o dtugosci p z jednym cyklem o dtugosci k pomnozonej przez ilos¢
siteswapow podstawowych o dtugosci p — k z jednym cyklem.

Podobnie jak w pkt. 2 mozna zrobié dla trzech i wiekszej ilosci cykléw. To oznacza, ze teraz
musimy znalez¢ wzdor na ilos¢é siteswapdw podstawowych z jednym cyklem, gdzie parametrami
wejsciowymi sg ilosc¢ pitek (b) i dtugosé siteswapu (p) oraz ilos¢ liczb niezerowych sktadajacych sie
na ten cykl (n). Wynik ten bede oznaczat jako:

ly(n, p)

Niestety dalej zaczety sie schody. Prébowatem na rézne sposoby, ale wyniki byty dalekie
od oczekiwan. Pokaze tylko te wedtug mnie najciekawsze ,wyniki posrednie” do jakich doszedtem
w trakcie moich poszukiwan.

Na poczatek sprébowatem ,recznie” okresli¢ I, (n, p) w zaleznosci od b i n (p na razie
zostawitem jako statg). Powstata taka oto tabela:

52 [153| 64 | 5 -
114 771| 265| 125| 6

b
1 2 3 4 5 6
1 - - - - - -
2 1 - - - - -
3 1 2 - - - -
n 4 1 8 3 - - -
5 112227 | 4 - -
6 1
7 1

Rysunek 22- Tabela ilosci siteswapow podstawowych z jednym cyklem

Zauwazytem, ze liczby w kolumnie dla b = 2 tworzg cigg liczb Eulerowskich drugiego
stopnia (zgodnie z [11]). Na dodatek druga przekatna (zaznaczona kolorem czerwonym) to liczby
szescienne.

Nastepnie préobowatem obliczy¢ Z£=1 91 (b, p) wykorzystujac I, (n,p). Niestety doszedtem do
wzoréw:

mln(b,p b)

fbp = Z Z > ) ﬁzbi(nﬁbi,pa

"n=b+k Ybij=b Ynj=n-b i=1

Niestety tu musiatem sie poddac. Prébowatem wspomagad sie w obliczeniach Wolframem
[10] oraz Online Encyclopedia of Integer Sequences [11]. Ostatnim rzutem na tasme zaczatem
oblicza¢ I, (n, ).
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b+1
lp(n,p) = (5) n| pn0-2 4+ Z(b — 1)cpn-b-c-1 (b t 1) (n ;f T 2)
=

Jak widac albo gdzie$ popetnitem btad, albo ... nie, nie ma zadnego albo. Mimo, ze nie
doszedtem do zadowalajgcego wyniku postanowitem, zamiesci¢ moje rozwazania w tej pracy,
gdyz w dostepnej literaturze znalaztem tylko i wytacznie kopie obliczen z pracy Polstera ([1])
z wykorzystaniem funkcji Moebiusa. Do tego przy okazji obliczedn doszedtem do ciekawych
spostrzezen (jak na przyktad do liczb pentatopicznych, czy tez do liczb Eulerowskich drugiego
stopnia -Polster w swojej pracy tez wykorzystuje liczby Eulerowskie, ale pierwszego stopnia).
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7. Funkcja zonglowania.

Poznaliémy juz notacje siteswap, ktora opisuje proces zonglowania za pomocy ciggéw
liczb, ale wykorzystywalismy tez permutacje, czyli opisywalismy Zzonglowania tez za pomoca
kombinatoryki. Teraz sprébuje przedstawic¢ zonglowanie za pomocg funkgji.

Zatozenia sg podobne jak przy uzytej notacji siteswap.

Mozemy okresli¢ takie przyporzadkowanie, ze chwili t, w ktdérej wyrzucona jest pitka
bedzie odpowiadac taka chwila t’, kiedy pitka bedzie ponownie wyrzucona. Moze wystgpié takze
taka sytuacja, kiedy w danej chwili t nie ma w ogéle rzutu, wtedy t’ = t. Mozna to zapisac tak:

Definicja 7.1 Funkcja zonglowania
Funkcja zonglowania to funkcja f: Z — Z taka, ze fjest permutacjag Z orazVt € Z: f(t) = t.
Funkcje zonglowania opisujemy w nastepujgcy sposob:

t', gdy pitka rzucona w czasie t zostanie ztapana w czasie t'
t, gdy nie ma rzutu w czasie t

F© ={

Wezmy na przyktad kaskade 3-elementowq (siteswap (3) - rysunek 9) tutaj funkcja zonglowania
przyjmuje postac

f®) =t +3
W przypadku fontanny 4-elementowej ((4) - rysunek nr 10):
ft) =t +4
Zas w przypadku prysznica 3-elementowego ((51) (rysunek nr 11)

(t)_{t+5gdyt = 0 mod 2
f) = t+1gdyt =1mod?2

Tak zdefiniowana funkcja dzieli zbidr liczb catkowitych Z na podzbiory zwanymi $ciezkami lub
orbitami (na rysunkach oznaczone kolorami). Na przyktad

kaskada 3-elementowa to;
{{...-3,0,3,6 ..},{...-2,1,4,7,..},,{...-1,2,5,7, .}}

[ ® ® [ ] [ ] (@] [ ] [ ]
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

Rysunek 23 - Podziat zbioru Z - kaskada

we
~ 0
n®
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fontanna 4-elementowa:
{{..4048, ..}{.,-3,1,509, .}{..-2,2,6,10, ..}, {...-1,3,7, 11, ..}}

® ] ® [ ] ® [ ] ® [ ]
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

wee
~ 0
0@

Rysunek 24 - Podziat zbioru Z - fontanna

prysznic 3 elementowy
{{..—6,-1,0,5,6,11,..},{..—5-4,1,2,7,8..},{..—3,—2,3,4,9, 10, ..}}.

o e [ ] ® ® o ® o
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

wee
~0
@

Rysunek 25- Podziat zbioru Z- prysznic

Kazdy kolor linii na rysunkach powyzej to nic innego jak zdefiniowana wczesniej orbita.
Jak wiemy ilo$¢ orbit to ilos¢ pitek, ktérymi zonglujemy. A wiec funkcja zonglowania dzieli zbidr
liczb catkowitych Z na b podzbioréw, gdzie b to ilos¢ pitek.

Symbolem h(t) oznaczymy f(t) - t. Czyli bedzie to — zgodnie z definicjg 6.1 funkcji
f liczba chwil po jakiej pitka wyrzucona w chwili t bedzie wyrzucona powtdrnie. Zauwazmy, ze
bedzie nic innego jak wysokosc¢ rzutu w chwili t okreslona w notacji siteswap.

Z poprzednich rozdziatéw pamietamy, ze zonglowanie bardzo czesto jest okresowe. Jak to
zapisaé przy pomocy funkcji zonglowania?

Definicja 7.2 Okresowa funkcja zonglowania.
Funkcje zonglowania f nazywamy okresowa o okresie p wtedy gdy

dpeEN; Vi,j€ Z i = jmodp = h(i) = h(j)
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Podobnie jak przy siteswapach mozemy okresli¢ ilo$¢ pitek zonglowanych przez dang funkcje
(ball(f)) jako $rednia.

Twierdzenie 7.1 O wartosci Sredniej dla okresowej funkcji zonglowania
Niech p jest bedzie okresem funkcji zonglowania wtedy ilos¢ pitek (ball) potrzebnych do
zonglowania mozna okresli¢ ponizszym wzorem.

P i
ball(f) = 7i=1pf @
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8. Notacja stosu.

Istnieje jeszcze inne podejscie do matematycznego opisu procesu zonglowania. Przy
notacji siteswap liczyliémy, ile chwil minie od wyrzucenia pitki do jej powtdrnego wyrzucenia. Ale
popatrzmy na zonglowanie w ten sposdb, ze okreslamy uporzadkowana liste pitek, ktore sg
w powietrzu. Lista ta jest posortowana na podstawie kolejnosci w jakiej te pitki wylgdujg. Mozna
powiedzie¢, ze w powietrzu mamy stos pitek. Za kazdym razem, kiedy pitke wyrzucamy jest ona
wstawiana w odpowiednie miejsce tego stosu. Jezeli przed wyrzuceniem pitki mamy b-1 kul
w powietrzu, to mamy doktadnie b miejsc, w ktére te pitke mozemy umiescic. Mozemy
dodatkowo przyporzadkowac kazdej pitce unikatowy kolor (pokolorowac je). Jezeli w danej chwili
zadna pitka nie zostanie rzucona stos pozostanie oczywiscie nie zmieniony.

Aby lepiej zrozumiec¢ sekwencje stosu zobaczmy to na przyktadzie. Wezmy najprostszy
sposéb zonglowania trzema pitkami (czyli siteswap 3 — kaskada) przedstawiony w rozdziale
czwartym (rysunek 9). Nadajmy im odpowiednio kolory: zielony (Z), niebieski (N) oraz czerwony

(C).

Zaczniemy od chwili 1 (rys. 9), wtedy w powietrzu mamy juz dwie piteczki
N, ktdra spada jako pierwsza oraz Z, ktéra spada jako druga. Natomiast C
Z zostaje wyrzucona i laduje na samej gdrze stosu, czyli w pozycji 3. Wtedy Z
stan stosu zapisujemy jako CZ N

C N N

W nastepnej chwili w powietrzu mamy pitki Z (jako pierwsza spadajgca)

c oraz C (jako druga). N zostata ztapana, wyrzucona i lgduje znowu na C
gorze stosu (w pozycji 3). Stan stosu wyglada nastepujgco: N C Z
| tak w kotko.

N Z Z

Przyjmijmy, ze zonglujemy b pitkami. Jezeli ponumerujemy miejsca w stosie od dotu do
gory
1, 2, ...b, wtedy zamiast podawac stany stosu wystarczy, ze bedziemy podawaé, na ktére miejsce
w stosie laduje pitka, ktéra w danej chwili jest wyrzucana. W przyktadzie powyzszym kule Igduja
zawsze na szczycie trzyelementowego stosu, a wiec opis zonglowania w notacji stosu bedzie
wygladat 33333 ... = (3). Zwrdémy uwage, ze wzieliSmy schemat zonglowania, ktory w notacji
siteswap ma identyczny zapis. Czy tak bedzie zawsze? Przyjrzyjmy sie nastepnemu przyktadowi,
tym razem weZmiemy na warsztat zonglowanie, ktdre opisuje siteswap 441 (rysunek 8).

Na poczatek przypiszmy w siteswapie odpowiednim pitkom kolory (jak w przyktadzie powyzej
uzyjemy koloréw: Niebieski Czerwony i Zielony)

Siteswap 4 4 1 4 4 1 4 4 1

Kolory C Z N N C y4 Z N C
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Nastepnie spréobujmy opisa¢ ruch pitek w powietrzu. Na poczatek ,napetnijmy” stos.
Rzucamy bile (4) czerwong, ktéra lgduje na samej gérze stosu w miejscu 3. Nastepna w kolejnosci
kula (4) zielona wskakuje na miejsce 3 w stosie (zielona w tym czasie ,opada” na miejsce 2).
Kolejna kula (1) niebieska laduje na najnizszym miejscu w stosie (gdyz zgodnie z zapisem
siteswapie po jednym takcie ma opasc do reki — wysokos$é 1). Stos mamy zapetniony. Nastepne
kule ladujg na stosie zgodnie z nastepujgcym algorytmem: Jezeli w siteswapie w danej chwili
mamy wysoko$¢ 1, to bila wskakuje na najnizsze miejsce w stosie, w przeciwnym wypadku (czyli
wysokos¢ jest 4) pitki Igdujg na szczycie stosu.

Zauwazmy, ze przy przyjetej poprzednio notacji stosu omawiany siteswap (441) ma tutaj
zapis 331. Opisuje to wszystko ponizszy rysunek.

| chwile 1 2 3 4 5 6 7 8 9
NIE C z z N C C z N
ol 2 C C z N N C z z
HE Z N N c z z N c

[ Z N N C z z N C

siteswap 4 4 1 4 4 1 4 4 1

notacja

stosowa 3 1 3 3 1 3 3 1

Rysunek 26 - Notacja stosowa - siteswap 441

Ogdlnie mdéwigc mozemy powiedzieé¢, ze zamieniajgc siteswap na notacje stosu wstawiamy
kolejne pitki w taki sposéb pitki do stosu tak, aby po taktach okreslonych w siteswapie opadty do
reki.

Z samej definicji notacji stosowej mozemy wywnioskowaé, ze maksymalng liczbg w jest ilos¢ pitek.

Zobaczmy jeszcze jak wyglada notacja stosowa dla popularnych zonglowan (rysunki 9-11).

| chwile 1 2 3 4 5 6 7 8 9
o 3] C z N C z N c z
of 2 N C y4 N C i N C
B z N C z N C z N
C z N C Z N [ z N
siteswap 3 3 3 3 3 3 3 3 3
notacja 3 3

chwile 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 C z N C z N C
al 3] c z N c z N
Gl 2 C z N C z N
[ 1 z N z N C z
C z N C z N C
siteswap 4 4 4 4 4 4 4 4 4
notacja 4 4 4 4 4 4 4 4 4

Rysunek 28 - Notacja stosowa fontanna
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chwile 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-3 C C z z N N C C z
ol 2 N N C c Z Z N N C
gl B
1 z z N N C C z z N
[c Z Z N N C C Z Z
siteswap 5 1 5 1 5 1 5 5
notacja 3 1 3 1 3

Rysunek 29 - Notacja stosowa prysznic

Z powyzszych diagraméw mozna wywnioskowac pewne zaleznosci.
1.

Kazda kaskada b-pitkowa bedzie miata w notacji stosowej zapis: (b).
2.

Kazda fontanna b-pitkowa bedzie miata w notacji stosowej zapis: (b).
3. Kazdy prysznic b-pitkowy bedzie miat w notacji stosowej zapis: (b1).

Notacja stosowa jest przydatna rowniez przy zapisywaniu zonglowania za pomocg warkoczy (patrz
rozdziat 10).
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9. Stany zonglowania i grafy przejscia.

Przyjrzyjmy sie jeszcze jednemu podejsciu do opisu zonglowania. Wyobrazmy sobie, ze
zonglujemy juz od jakiegos czasu i w danej chwili wszystkie pitki sg w powietrzu. Teraz na osi czasu
bedziemy zaznaczac takie chwile, w ktdrych pitki opadajg do reki (jako 1 lub X) oraz takie chwile,
w ktdrych nic sie nie dzieje - to znaczy pitki w tych taktach nie opadajg do reki (jako 0 lub -). Przy
opisie stanu pitka ztapana , pozostaje w rece”. Podobnie jak w poprzednich notacjach o$ czasu
dzielimy na chwile. Zonglowanie bedzie opisywane poprzez podanie stanu w kazdej chwili,
a wiasciwie pomiedzy tymi taktami. Dla przejrzystosci zapisu stany podajemy jednak tak jakby one
byty doktadnie w takcie. Sg to jakby ,migawki” w trakcie zonglowania, jakby ktos robit zdjecia
zonglerowi, a pdziniej przewidywat, kiedy (w jakich chwilach) spadng wyrzucone pitki. Stany
zonglowania beda miaty postaé (w zaleznosci od przyjetego sposobu zapisu, badzZ binarne ciagi zer
i jedynek — 0011001 lub 00XX00X lub —XX—X. Dtugos$¢ ciggu opisujgcego stan bedzie zalezna od
chwili, w ktédrym ten stan okreslamy. Cigg musi by¢ na tyle dtugi, aby opisa¢ chwile, w ktérych
wszystkie pitki zostang ztapane. Aby bardziej przyblizy¢ takg notacje (zwang stanem zonglowania)
sprobujmy go opisaé na przyktadach (jak zwykle) podstawowych metod Zzonglowania: prysznic,
kaskada, i fontanna (rysunki 9-11).

Prysznic (notacja siteswap 51)

® ® ® ® ® ® ® ® ®
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 3 4 5 6 7 8 9

2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7

Rysunek 30 - Prysznic - zapis stanu zonglowania

Zacznijmy od wiersza pierwszego na powyzszym rysunku, aby opisac¢ stan poczatkowy.
Bedziemy zapisywa¢ w tabelce ,X” w tych chwilach, w ktérych pitka opada do reki oraz
0 w przeciwnym wypadku. W tym przypadku w takcie 1 tapiemy pitke czerwong (X), drugim opada
pitka zielona (X), w trzecim nic sie nie dzieje (pitka zielona zostata ztapana w takcie 2), a w chwili
4 opada pitka niebieska (X). Na tym korczymy opis stanu, gdyz wszystkie pitki wylagdowaty
w rekach. Stan zonglowania przedstawiony na rysunku opisujemy jako: XXO0X. To jest jakby
,migawka” zonglowania. Teraz przechodzimy do nastepnego taktu, ale w taki sposdb, ze
poprzednia chwila 1 juz nie istnieje. Chwila nr 2 staje sie pierwszg, chwila nr 3 drugg i tak dale;j.
Odwzorowaniem tego momentu jest linia druga na rysunku 29. | tak: w chwili 1 tapiemy pitke
zielong (X), w takcie 2 nic sie nie dzieje — pitka zielona zostata juz ztapana w poprzednim takcie (0),
w takcie 3 tapiemy pitke niebieska, w czwartym nic — pitka niebieska zostata ztapana w poprzednim
takcie (0) i na koniec w chwili 5 tapiemy pitke czerwong. Koniec — wszystkie pitki zostaty ztapane.
Opis stanu zatem jest taki: XOX0X. Przechodzimy do linii nr 3 na powyzszym rysunku. Postepujac
analogicznie jak powyzej otrzymujemy stan: XX0X. | na koniec linia czwarta — stan: XOX0X. A wiec
opisujac stany prysznica w czterech kolejnych chwilach otrzymalismy ponizsze ciagi:

1. XXOX 3. XX0X
2. XOXOX 4. XOX0X
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Co mozna z tego wywnioskowaé. Widzimy, ze w tym przypadku stany zaczety sie
powtarzac juz po ,drugiej migawce”. A wiec do opisu zonglowania prysznica wystarczg dwa
stany zonglowania (w konkretnej kolejnosci). A jaki jest siteswap opisujgcy to zonglowanie?
51! A wiec w tym przypadku dtugosc siteswap minimalnego jest taka sama jak ilo$¢ standw.
Zgodnie z opisem stan jest tak dtugi, az ztapiemy wszystkie pitki, a wiec ilos¢ X (1) w stanie
musi by¢ réwna ilo$ci pitek. Co wiecej: w tym przyktadzie maksymalng wysokoscig jest 5. Jest
to tez maksymalna dtugosc¢ stanu (XOX0X).

Kaskada (notacja siteswap 3)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Rysunek 31 - Kaskada — zapis stanu zonglowania

Postepujemy podobnie jak przy prysznicu. Wiersz nr 1: w chwili 1 tapiemy pitke czerwong (X),
w takcie 2 zielona opada do reki (X), a w nastepnym niebieska zostaje ztapana (X). Koriczymy opis
stanu, gdyz ztapaliSmy wszystkie pitki. Opis stanu wyglada w nastepujacy sposéb: XXX.
Przechodzimy do wiersza drugiego: Na poczatek tapiemy pitke zielong (X), nastepnie niebieska (X),
a w takcie 3 tapiemy czerwong (X). Koniec wszystkie bile zostaty ztapane. Opis stanu: XXX. A wiec
taki sam jak powyzej. Opisy nastepnych migawek bedy sie powtarzaty. Zatem do opisu
zonglowania kaskady wystarczy podanie jednego stanu. Zgadza sie to z wnioskami opisu prysznica
— dtugos¢ siteswap minimalnego (tutaj 3) jest rowna ilosci stanéw koniecznych do opisania
zonglowania. Tak samo jest z iloscig pitek 3 * X = trzy pitki. Tutaj maksymalng wysokoscig jest 3,
a dtugosc stanu jest rowniez réwna 3.

Fontanna (notacja siteswap 4)

[ ] ® [ ] [ ] [ ] [ ] [ [ ] [ ] ®
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Rysunek 32 - Fontanna - zapis stanu Zonglowania

Wiersz pierwszy: w takcie 1 tapiemy pitke czerwong(X), nastepnie niebieska (X). W chwili
3 zielona opada do reki (X), a potem czarna (X). Koniec wszystkie pitki wylgdowaty w rekach. Zapis:
XXXX. Linia dwa: na poczatek fapiemy pitke niebieska, w chwili 2 zielong. W takcie 3 czarna zostaje
ztapana, a w 4 czerwong. Koniec. Zapis: XXXX. Podobnie jak wyzej: ilos¢ stanéw koniecznych jest
rowna dtugosci siteswap minimalnego. Oraz ilos¢ ,X” to liczba pitek. W tym przypadku
maksymalng wysokoscig jest 4 co jest rowniez dtugoscig stanu.

39|Strona



Matematyka zonglowania Kacper Btachut

Ogélnie mozna powiedzie¢ (za [1] s. 44, [2] s. 16, [3] 5.22): przy zonglowaniu b pitkami,
z maksymalng wysokoscig h otrzymujemy stan sktadajacy sie doktadnie z b X-6w oraz b — h zer.
Oraz ilo$¢ réznych stanéw wynosi (}).

Zbidr standw opisujacych zonglowanie nazywamy grupg stanow.

Notacja standw powstata na wyrazne zapotrzebowanie zongleréw, ktdrzy chcieli bardziej
urozmaici¢ swoje wystepy. Otdz ten opis utatwia ,ptynne przejscie” z zonglowania jednego
siteswapu do drugiego.

Widzimy, na przyktadach powyzej, ze zapisywanie grupy standw opisujacych dane
zonglowanie jest dosy¢ zmudne. Dlatego matematycy-zonglerzy stworzyli specjalne tabele zmiany
standw (z ang. state transition diagrams). Gdzie opisane sg wszystkie metody przejscia z jednego
stanu do drugiego. Tabele te sg tworzone sg dla okreslonej liczby pitek i maksymalnej wysokosci.

OXXX XXO00X p(0).(0) ¢ XOOXX [0),¢.(0) 4 [0)(0),¢¢ OOXXX

0

Rysunek 33 - Tabela zmiany standow dla 3 pitek i maksymalnej wysokosci 5

W jaki sposdb wykorzystujemy powyzszg tabele? Wezmy na przyktad prysznic (rysunek
29) Jest to siteswap 51. Stanem poczatkowym jest XX0X. Odnajdujemy taki stan w kolumnie A.
Jest to pozycja A3. Nastepnie chcemy poprzez wyrzut na wysokos$¢ 5 przejs¢ do nastepnego stanu.
Szukamy wiec we weczesniej odnalezionym wierszu (tutaj 3) odpowiedniej wysokosci (5)
i odnajdujemy go w kolumnie G (komédrka G3). Odczytujemy w gornej linii stan XOX0X. Teraz
chcemy poprzez wysokos$¢ 1. Znajdujemy znowu w kolumnie A wyjsciowy stan (tutaj XOXO0X).
Zaznaczona przekatna w tabeli bardzo nam to utatwia. Jest to komédrka A7. Podobnie jak
poprzednio szukamy w wierszu 7 jedynki (okreslajacej wysokosc¢). Znajdujemy jg w komérce C7.
| znowu odczytujemy gorny wiersz: XXO0X. | tak w kétko. Mamy grupe standw XXO0X, XO0X0X
opisujacych zonglowanie prysznica (siteswap 51).

W trakcie przygotowywania niniejszej pracy spotkatem sie z wieloma takimi tabelami.
Najwieksza z nich ([4]) opisywata przejscia dla 3 pitek i maksymalnej wysokosci 5.
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00111 5 X
01011 5 X
10011 5 X
(01101 5 X
10101 5 X
11001 5 X
0111 4 | x 3 2 0
1011 4 | x 3 1 | o
1101 | 4 | X 2 | 1| o
1m1 [3| 2] 1] o
111]1101] 10120111 11001] 1010101101 | 10011[01011 [D0111

Rysunek 34 - Tabela przejs¢ stanéw z https://juggle.fandom.com/wiki

Jest ona troche inaczej skonstruowana, ale funkcjonalnos¢ jest taka sama. Mnie taka nie
zadowalata i w ramach doktadnego zrozumienia istoty zapisu standw zonglowania przygotowatem
kilka innych (oprécz pokazanej wczesniej na rysunku 33).

2 3 3 4 5
0 1 3 4 5
0 0
Rysunek 35 - Tabela przejscia 1 2 4 5
stanow dla b=1 imax. h =3
0
0
1 2 3 5
0
0
0

Rysunek 36 - Tabela przejscia stanow dlab =2 imax. h =5
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Oraz najwieksza moja duma

X 0
X 0
X 0
X 0
X 0
X 0
X 0
X 0
X 0
L X 14 € 4 T
L X S € 4 T
L X S 14 4 T
L X S v € T
L X S 14 € 4
X 0
X 0
X 0
X 0
X 0
X 0
L 9 X € 4 T
L 9 X 14 4 T
L 9 X 14 € T
L 9 X 14 € 4
X 0
X 0
X 0
L 9 S X 4 T
L 9 S X € T
L 9 S X € 4
X
L 9 S 14 X
L 9 S 14 X
L 9 S 14

XXXO000 XXOXOOO XOXXOOO XXOOXOO XOXOXOO XOOXXOO XXOOOXO XOXOOXO XOOXOXO XOOOXXO XXOOOOX XOXOOOX XOOXOOX XOOOXOX XOOOOXX XXXOOO ~XXOXOO ~XOXXOO = XXOOXO ~XOXOXO XOOXXO XXOOOX XOXOOX XOOXOX XOOOXX ~XXXOO ~ XXOXO ~ XOXXO ~ XXOOX ~ XOXOX =~ XOOXX  XXXO XXOX XOXX

N = O

XXX0000

XXOX000

XOXX000

XX00X00

XOXOX00

XOOXX00

XX000X0

XOX00XO

XOOXOX0

X00OXXO

XX0000X

XOX000X

XOOX00X

X00OXOX

XOO0OXX

XXX000

XXOX00

XOXX00

XX00X0

XOXOXO

X0OXXO

XX00OX

XOXOOX

XOOXOX

X00OXX

XXX00

XXOXO

XOXXO

XX00X

XOXOX

X0OXX

XXXO

XOXX

XXX

=7

tanow dla b =3 imax h

scia s

Rysunek 37 - Tabela przej
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Ale tabele te stuzg takie do tego, do czego byta stworzona notacja stanéw. Otdz
podpowiadajg w jaki sposdb ,przechodzi¢” pomiedzy réznymi sekwencjami zonglowania. Wezmy
na przyktad dwa siteswapy: 441 (rysunek 8) i 51 (rysunek 11). Na poczatek zaznaczmy na tabeli
(rysunek 33) pola, przez ktére przechodziliSmy tworzac stany siteswapu 51 (w opisie powyzej, aby
tatwiej byto zrozumie¢ metode, zaznaczaliSmy pola tytutéw kolumn/wierszy /np. A3/ - tak jak
w Excelu boczna lewa kolumna /1,2,3../ i gérny wiersz /A, B, C,.../). Nastepnie potaczymy je kolejno
strzatkami niebieskimi. Podobnie narysujmy to samo dla 441, tym razem strzatkami. Efekt
pokazuje rysunek nr 38.

A B C D E F G
1
B >
A
4 1< y 4
5 0
6 2 3
7 1l 2

Rysunek 38 - Przejscie pomiedzy siteswapami 51 oraz 441

Na tak stworzonej tabeli czy ktéres z pomaranczowych pdl powtarza sie w obu ,,petlach”.
Jezeli tak jest, to mozna z pierwszego wzoru zonglowania przej$¢ do drugiego. Jak odczytywac taki
rysunek? W tym przypadku takie powtdrzenie powstato w miejscu C3. Oznacza to, ze gdybysmy
chcieli przejsc z siteswapa 441 na 51 musimy w wierszu 3 zamiast do wysokosci 4 w polu D3 przejs¢
do wysokosci 5 w polu G3, a nastepnie kontynuowac siteswap 51. Na zonglowanie przektada sie
to tak, ze zamiast rzucaé drugq 4 wyrzucamy pitke na wysokosc¢ 5.

Gdyby okazato sie, ze jakies dwa siteswapy nie majg wspdlnego pomararnczowego pola to
znaczy, ze nie ma bezposredniego sposobu na ptynne przejscie miedzy nimi. W takim wypadku
trzeba znalez¢ jakis siteswap posredni (jeden lub wiecej), ktory bedzie dzielit pola z obydwoma
siteswapami, miedzy ktérymi chcemy przejsc.

Jednak takie odczytywanie z tabeli moze by¢ raczej trudne. Trzeba co chwile sie
zastanawiaé, czy mamy patrzy¢ na kolumny, czy na wiersze. Pola mogg sie ze sobg zlewac i mozna
przez przypadek potaczyc zte stany. Z takich tez powoddw matematycy-zonglerzy wymyslili sposéb
na zamiane takiej tabelki na graf. Aby tego dokonac ze stanéw tworzymy wierzchotki. Przypisujac
doktadnie jeden stan na jeden wierzchotek. Nastepnie patrzac na tabelke taczymy ze sobg te stany,
na ktorych przecieciu w tabeli znajduje sie liczba. Robimy to krawedziami oznaczonymi liczbg na
przecieciu (wysokoscig) i skierowanych od stanu w pierwszej kolumnie do stanu w pierwszym
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wierszu. Czyli na przyktad stan XX00X (A6) przecina sie ze stanem X00XX (H1) w polu z wysokoscig
5 (H6), wiec na grafie potgczymy te stany w ten sposob:

XX00X4 X00XX

Rysunek 39 - Graf - przejscie ze stanu XX00X do stanu X00XX

Gdy zastosujemy powyzszy algorytm dla wszystkich standéw z tabeli dla b =3 i max.h =5
(Rysunek 33) powstanie nam graf jak ponizej.

5 5!
@ B X00XX4
. §
3
@ g XX00X4
4 1]
3]
i E g
o 3
X0
4]
g
1]
E E]
0] 5)
@ . o

Rysunek 40 - Graf przejscia stanow b=3 i max h =5

Taki tez graf widnieje na stronie Wikipedii [8]. Tak samo jak
z tabelkg jest on troche zmieniony, ale funkcjonalnos¢ jest ta
sama.

Rysunek 41 - Graf przejscia standéw dla b=3
i max h =5 (zrédto: Wikipedia [8])

44 |Strona



Matematyka zonglowania Kacper Btachut

Podejscie do notacji zonglowania za pomocy graféw zafascynowato mnie wiec préobowatem
z innymi wartos$ciami b i hy,q,. Przy testowaniu réznych liczb zauwazytem, ze jezeli b jest duzo
mniejsze niz potowa wysokosci (h) to zwiekszanie ilosci pitek (b) pocigga za sobg zwiekszenie ilosci
wierzchotkdw (wynika to z wzoru na ilo$¢ wierzchotkdw/stanéw (}})). I tak na kolejnych rysunkach
pokazuje stworzone przeze mnie grafy przejscia stanéw. Graféw stworzytem duzo, ale tu
zamieszczam tylko te, ktére ze wzgledu na rozmiar zmieszczg sie w niniejszej pracy.

Rysunek 42 - Graf przejscia stanow dla b=1 i max h =26 orazb=2 imaxh =5

Niestety, gdy przeszedtem do robienia grafu, gdzie b = 3 i max. h = 7 pojawit sie ktopot.
Potaczytem wszystkie wierzchotki, dzieki czemu powstato cos$ takiego:

Rysunek 43 - Graf przejscia standw dla b=3 i max h =7 (wersja nieuporzgdkowana)
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Prébowatem nawet uzywac specjalnych algorytméw zaprogramowanych do odplatywania
grafow, niestety nie pomogto. Zaczatem wiec to odplatywad recznie, a efekt wida¢ na ponizszym
rysunku:

Rysunek 44 - Graf przejscia standw dla b=3 i max h =7 (wersja uporzqgdkowana)

Powréémy do opisu zonglowania za pomocga graféw przejscia standw. Otéz kazdy cykl
w grafie reprezentuje poprawny cigg zonglerski. Siteswap tworzymy poprzez ,spisanie” wag
krawedzi, poprzez ktdre przechodzimy w trakcie cyklu. Jak zwykle pokaze kilka przyktadéw. Na
rysunku ponizej (rysunek 44) na czerwono zaznaczony jest cykl reprezentujacy prysznic (51), na
niebiesko cykl 441 oraz na zielono kaskada (3).

G

\

//\
%

Rysunek 45 - Graf przejscia standw b=3 oraz max h = 5 z zaznaczonymi cyklami reprezentujgcymi siteswapy 3, 51 oraz
441

Teoria graféw jest bardzo rozwinietg dziedzing matematyki (wykorzystywang miedzy
innymi w nawigacjach samochodowych). Mozna wiec za jej pomocg doskonali¢ prace nad
matematycznym podejsciem do zonglowania, ale to juz temat na osobng prace.
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10. Teoria warkoczy i zonglowanie.

Wiasciwie miatem juz konczyé prace, gdy znalaztem film na YT, gdzie kuglarz zonglowat
piteczkami, do ktérych przywigzane byty réznokolorowe sznurki. Wolne korice sznurkéw dawat do
trzymania publicznosci. Po skoriczonej sztuczce okazywato sie, ze sznurki zaplataty sie w piekne
wzory. Podobny efekt mozina zaobserwowaé, gdy w ciemnosci zonglujemy sSwiecgcymi
réznokolorowymi kulami. Ogdlnie, chodzi o ,zapisanie” drogi jakie przebywajg zonglowane
piteczki, kiedy kuglarz porusza sie do przodu (do tytu). Wtedy przypomniatem sobie wykfad
dr Macieja Zakoscielnego na temat teorii weztdw. Zaczatem sie zastanawia¢, czy do zonglowanie
nie da sie podejsc¢ takze od tej strony. Gdy zaczatem czytac¢ o weztach okazato sie, ze to ,,sznurki,
ktérych poczatek i koniec sg potagczone”. Ale znalaztem co$ innego , Teorie warkoczy”. Nie bede
sie tu rozpisywat na temat definicji warkocza i réznych twierdzen z tego zakresu. Pokaze tylko, ze
zonglowanie mozna rowniez opisywac w ten sposéb (petny opis znajdziemy w [4]).

Przypomnijmy sobie wpierw schemat drabinowy z rozdziatu trzeciego.

chwila | Reka A ,/Reka B

1 c Nz

2
3
4 XN C
5
6
7

Rysunek 46 - Schemat drabinowy (3) wraz z odpowiadajgcym mu uproszczonym warkoczem

Jezeli do tego dodamy notacje stosowg to bedziemy wiedzieli jakiego koloru ,$lad” jest
aktualnie ,na gorze”, czyli ktéra pitka w stosie jest najwyzej (ogdlnie bedziemy wiedzieli jaka jest
kolejnos¢ koloréw). Korzystajgc z notacji stosowej dla wzoru zonglowania 3 (rysunek 26) oraz
schematu drabinowego z rysunku 46 mozemy stworzy¢ warkocz odpowiadajgcy temu
siteswapowi.

Rysunek 47- Warkocz dla siteswapu 3 (kaskada)
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Ponizej podaje warkocze dla pozostatych najbardziej popularnych siteswapoéw (kaskada —
powyzej, prysznic, fontanna oraz 441 ponizej).

Wykorzystujgc notacje stosowg dla siteswapu 51 — prysznic (rysunek 28) mozna stworzy¢

warkocz podobnie jak robiliSmy to wczesniej.

Rysunek 48 - Warkocz dla siteswapu 51 (prysznic)

Z siteswapem (4) — fontanna (notacja stosowa na rysunku 27) sytuacja jest troche inna.
Zauwazmy, ze w tym siteswapie mamy jakby dwa oddzielne zonglowania lewg reka (2 pitki)
i prawg reka (2 pitki) — dzieje sie tak wtedy, gdy w siteswapie wszystkie wysokosci sg parzyste
(wczesniej pisatem, ze przy parzystej wysokosci kule spadajg do tej samej reki). Wiec warkocz
w tym przypadku bedzie podzielony rowniez na dwie czeéci. Zauwazmy jak rézne podejscia do
opisu zonglowania sg spéjne. Przy siteswapach mamy dwa rézne zonglowania, przy warkoczach
réwniez dwie oddzielne czesci.

SN T

Rysunek 49 - Warkocz dla siteswapu 4 (fontanna)

Pozostat nam jeszcze jeden warkocz do wykonania — 441. Jest on réwniez dosé
skomplikowany. Nim go narysujemy, zauwazmy, ze w siteswapie nie ma wszystkich parzystych
pitek, wiec powstanie tylko jeden warkocz. Bedzie on bardzo poplgtany. Dlaczego? Popatrzmy na
sam siteswap dwie pierwsze wysokosci sg parzyste i wzglednie duze (w stosunku do pozostatej
nieparzystej jedynki). Z samego wzoru zonglowania wynika nam, ze jedng pitkg zonglujemy
w jednej rece (pierwsza czworka), drugg pitkg w drugiej rece (druga czwdrka), natomiast trzecia
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pitka bedzie przechodzita z reki do reki. Nastepnie pitki zamieniajg sie miejscami i cykl rozpoczyna
sie od nowa. Zobaczmy wiec jak wyglagda warkocz.

N

Rysunek 50 - Warkocz dla siteswapu 441

| na tym zakoncze rozwazania nad opisem procesu zonglowania za pomocy teorii
warkoczy. Temat jest bardzo obszerny (np. praca [4]), ale dla mnie troche (moze ciut, ciut) za
skomplikowany.
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11. Zakonczenie.

Na tym koncze opisywanie matematycznego podejscia do zonglowania. Czy praca ta
wyczerpuje cato$é zagadnienia? Oczywiscie, ze nie. Juz we wstepie napisatem, ze niektdre
zagadnienia sg tylko zaznaczone bez wgtebiania sie w teorie (np. funkcja zonglowania, teoria
warkoczy). Skupitem sie przede wszystkim na notacji siteswap. Ale nawet tu zaledwie dotkngtem
tematu. Rozwingtem takze zagadnienie graféw i standw zonglowania. Mimo, ze dotartem do
licznych prac (przede wszystkim korzystatem z [1] oraz [2]), to jednak autorzy korzystali
z zaawansowane] matematyki, a ja przeciez chodze dopiero do podstawéwki. W wielu
przypadkach prébowatem dojs¢ do wynikéw (twierdzen, faktdw) przedstawionych w pracach
swojg wlasng drogg, bez stosowania wyZszej matematyki. Tak na przyktad byto z twierdzeniem
o S$redniej. Duzo czasu poswiecitem na obliczanie liczby wszystkich mozliwych siteswapow
o okreslonej liczbie pitek i okreslonym okresie. Spedzitem nad tym ponad trzy miesigce (dobrze,
ze zaczatem juz w sierpniu). Podchodzitem do tematu na wiele réznych sposobow. Zadziatat
dopiero szésty. Niestety nie udato mi sie wyprowadzi¢ ogdlnego wzoru. Ale mimo to zamiesScitem
swoje przemyslenia na ten temat. Przede wszystkim dlatego, ze podczas moich poszukiwan
okazato sie, ze do obliczen zonglowan mozna wykorzystac liczby n-simplexowe i trojkat Pascala
(oczywiscie dzieki kombinatorycznemu podejsciu do zonglowania).

Czego w tej pracy nie ma? Catego mndstwa rzeczy, ale wymienie tylko te najwazniejsze:

e W catej pracy wystepowata generalnie zasada, ze w danym momencie mozna
rzucaé/tapac¢ doktadnie jedng pitke (definicja 4.1.3). Jednak, jezeli odejdziemy od
tej reguty mamy réwniez bardzo ciekawe zonglowania i rownie interesujgce
metody matematycznego opisu tego procesu. Zonglowanie, ktére nie uwzglednia
pkt.

3 definicji 4.1 nazywamy multiplexem i squeeze catch.
e Nie zostaty uwzglednione fizyczne aspekty Zzonglowania z wykorzystaniem

stynnego wzory Shannona: ’;_LZ =% gdzie f — czas, w ktorym pitka pozostaje
w powietrzu, h — ilo$¢ rak, b — ilo$¢ pitek, d — czas, w ktérym pitka pozostaje
w dtoni, e — czas przez jaki reka pozostaje pusta.

e Notacja siteswap, o ktdrej mowa w niniejszej pracy (a takze pozostate) nie opisuje
w ogodle ruchdéw rak zonglera. Zaktadamy, ze sg one nieruchome — nie poruszajg
sie w przestrzeni. Natomiast zonglowania, gdzie kuglarz zmienia potozenie ragk na
rézne dziwne sposoby sg bardzo widowiskowe. Aby opisywac takze ruchy ragk
powstata Mills notation. Opisy matematyczne tej notacji s3 naprawde bardzo
ciekawe. Mozna stosowac takze, a moze przede wszystkim grafy. Dla dwdch rak
taki graf sktada sie z szesciu wierzchotkdw. Najbardziej znany rodzaj zonglowania
w tej notacji to Mills’” Mess (od nazwiska twadrcy). Jest to najdtuzszy cykl w grafie
zonglowania. Powstata takze body notation, ktéra oprdcz ruchu rgk opisuje ruchy
ciata zonglera.

e Zaktadalismy caty czas, ze zonglujemy piteczkami, ktére nawet jezeli obracajg sie
podczas rzutu, to nie ma to wptywu na caty proces. Inaczej jest, gdy zonglujemy
maczugami (nie méwigc juz o pitach tancuchowych). Wtedy wazne jest, ile razy
maczuga obrdci sie w trakcie rzutu. Zazwyczaj jest to jeden obrdt, ale przeciez nic
nie stoi na przeszkodzie, aby byto ich wiecej. Do opisu takiego zonglowania
powstata rotation notation. Notacja ta nie dos¢, ze opisuje rotacje (np. maczugi)
to robi to we wszystkich 3 wymiarach (X, Y, Z).

e W pracy tej, mimo ze nie ograniczaliSmy liczby rgk (a moze zonglowata o$miornica
— nigdzie w catej pracy nie pisatem, ze zongler to cztowiek) to zawsze byt to jeden
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zongler. Miata wtedy zastosowanie reguta o jednej pitce tapanej/rzucane
w danej chwili. Przy zonglerce wieloosobowej, nie mamy takich ograniczen.
Reguta 3 z definicji 4.1 ma zastosowanie do jednego zonglera, nic nie stoi na
przeszkodzie, aby zongler A rzucat/tapat pitke doktadnie w tej samej chwili co
zongler B.

e W pracy zawsze uwzgledniatem, ze rece rzucajg po kolei (tzn., jezeli mamy dwie
rece to na zmiane). Istnieje natomiast tzw. zonglerka synchroniczna, to znaczy
taka, ze w tej samej chwili rece tapig/rzucajg pitki. Powstata do tego notacja zwana
synchronous notation. Jest ona bardzo skomplikowana. Wiele oséb chce jg
zmienic.

Jak wida¢ wiecej w pracy opuscitem niz napisatem. Ale w takim razie jest o czym pisac
w przysztosci...
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