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Lew i Czlowiek

Richard Rado, zyjacy w XX wieku niemiecki matematyk, w roku 1925 przedstawit
nastepujacy problem: ,,.Lew i cztowiek zamknigci w $rodku areny o ksztalcie kota maja taka
samg maksymalng predkos¢; czy lew zawsze zlapie czlowieka?”. Przez wiele lat od
postawienia tego pytania matematycy byli przekonani, ze jedyna poprawng odpowiedzig jest
»Htak, lew zawsze ztapie cztowieka”. Uzasadniali to analizujgc sposob w jaki lew moze
podaza¢ za cztowiekiem, gdy ten przyjmuje roézne strategie. Dopiero w roku 1952 rosyjski
matematyk, prof. Abram Samoilovitch Besicovitch, odkryl, Ze istnieje strategia, ktoéra

pozwolilaby czlowiekowi nieskonczenie dtugo ucieka¢ przed zwierzeciem.

Celem niniejszej pracy jest dogtebne zbadanie problemu Lwa 1 Czlowieka. Przeanalizowane
zostang trzy rdzne strategie ucieczki przed zwierzeciem, ktére moze przyjaé czlowiek, i
okreslona zostanie ich efektywno$¢. Ponadto rozwazg, jak zmiana ksztattu areny, na ktorej
zamknieci sg lew 1 cztowiek, wptywa na skuteczno$¢ owych trzech strategii. Na koniec
zastanowi¢ sie, co by si¢ stalo, gdyby na arenie oprocz cztowieka byly obecne dwa lwy
zamiast jednego - zgodnie z literaturg, gdy w n-wymiarowej przestrzeni znajduje si¢ n

zwierzat, cztowiek nie jest w stanie przezy¢.

Zalozenia
By moéc przeanalizowaé strategie, ktore moglyby zosta¢ wybrane przez czlowicka
probujacego uciec przed lwem, nalezy przyja¢ kilka zatozen. Po pierwsze, predkosci lwa i
cztowieka sg réwne:

View ~ Vedowiek
Ponadto arena, na ktorej zamknigci sg lew 1 mezczyzna, ma ksztatt kota o promieniu 1:

r=1

Co wigcej, poczatkowa pozycja mezczyzny (M,) moze by¢ przez niego dowolnie wybrana w
obrebie areny, podczas gdy lew znajduje si¢ dokladnie na $rodku areny (L, = (0, 0)). Mozna

to zobaczy¢ na Fig. 1, ktora podobnie jak wszystkie pozostate grafiki zawarte w tej pracy,

zostata narysowana przeze mnie za pomocg programu komputerowego GeoGebra.



L,=(0,0)

Fig. 1: Problem Lwa i Cztowieka - zatozenia.

Pierwsza strategia
Bedac uwigzionym z dzikim zwierzgciem, cztowiek robi wszystko, by by¢ od niego jak
najdalej. Instynktownie probuje przetrwac tak dtugo, jak to mozliwe i trzyma si¢ ogrodzenia
areny - kazdy z punktow polozonych przy ogrodzeniu jest bowiem punktem najdalej
polozonym od Iwa rozpoczynajacego poscig ze $rodka areny. Pierwszg strategia czlowieka
moze by¢ wigc ciggle poruszanie si¢ po okregu. Poniewaz moze on dowolnie wybra¢ swoja
pozycje poczatkowa, mozemy zalozy¢, ze zdecydowatby si¢ zacza¢ w przy ogrodzeniu areny.

y

L,=M,=(0,1)

Ly=(0,0)

Fig. 2: Pierwsza strategia cztowieka.



Fig. 2 pokazuje poczatkowa pozycje cztowieka i Iwa, a takze ich ruch (przy zatozeniu
idealnego scenariusza, w ktorym lew wybiera droge, ktéra w doprowadzi go do cztowieka w
najszybszym mozliwym czasie). Mezczyzna porusza si¢ w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara, a lew, bez ustanku kierujgc si¢ w strong cztowieka, powoli zbliza si¢ do
ogrodzenia areny. Zwierz¢ porusza si¢ po obwodzie mniejszego kota, ktérego promien jest o
potowe mniejszy niz promien areny (r, = 0.5). Ponizsze obliczenia pokazuja, ze jest to droga,

ktora powinien obra¢ lew by dotrze¢ do cztowieka najszybciej jak to mozliwe.

IMoM ]l =025 x2xmx1=0.5n
| LyL;1 =05%x2%xmx0.5=0.57n

Sposob, w jaki porusza si¢ lew przedstawiony na Fig. 2 jest oparty na doskonatym
scenariuszu. Fig. 2 pokazuje, ze gdy zwierz¢ podaza za swoim instynktem i idzie w kierunku
cztowieka, porusza si¢ po narysowanym tuku kota o promieniu 0.5. Cztowiek szybko zostaje

ztapany przez lwa - strategia ta jest wigc nieskuteczna dla uciekajagcego mezczyzny.

Druga strategia
Druga strategia, ktora mogltby przyja¢ mezczyzna, jest bardzo podobna do pierwszej - wciaz
chce by¢ jak najdalej od Iwa, wigc porusza si¢ wzdluz ogrodzenia areny. Jednak w
odréznieniu od poprzedniej strategii cztowiek nie trzyma si¢ obranego na poczatku kierunku
(przeciwnego do wskazowek zegara), lecz co jaki$ czas go zmienia z mysla, ze w ten sposéb
zmyli lwa i1 bedzie mie¢ wigksze szanse na przetrwanie. Niestety, ta strategia rOwniez nie
spelni jego oczekiwan - lew caly czas sledzi bowiem ruchy czlowieka i razem z nim zmienia

kierunek swojego poscigu.



M, =(0.71,0.71)
r = 0.5

L.=Y0.5,0.5)

M,=(1,0) «

L,=(0,0)

Fig. 3: Druga strategia cztowieka.

Powyzszy schemat przedstawia poczatkowe pozycje i modelowy ruch zaré6wno lwa, jak i
cztowieka. Po tym, jak cztowiek zmieni kierunek w punkcie M|, lew pobiegnie w strong
mezczyzny wzdhuz tuku nowego kota o promieniu r, = 0.5, ktoéry powstal poprzez
symetryczne odbicie poprzedniego kota o tymze promieniu wzdhuz linii L M, . Cztowiek
moze zmienia¢ kierunek wiele razy, ale lew za kazdym razem wykona ten sam manewr 1
bedzie coraz bardziej si¢ do niego zbliza¢. Dlatego rdwniez ta strategia jest nieskuteczna dla

mezezyzny.

Trzecia strategia
Strategia, ktorg cztowiek powinien wybraé, aby przetrwac - tzw. ,,strategia wygrywajaca” - z
kilku powodow nie jest instynktowna dla przerazonego mezczyzny probujacego uciec przed
niebezpiecznym zwierzgciem. Przede wszystkim, poczatkowa pozycja cztowieka nie moze
znajdowa¢ si¢ na obwodzie kota, lecz posrodku jego promienia. Dodatkowo, postepujac
zgodnie z tg strategig, cztowiek zbliza si¢ coraz bardziej do zwierzecia. Pomimo tego, jest to
jedyna odkryta dotad skuteczna strategia, gdyz lew i cztowiek nigdy nie spotkaja si¢
doktadnie w tym samym punkcie. By to wykaza¢, przeanalizowany musi zosta¢ dowod

przedstawiony przez prof. Besicovitcha w 1952 roku.



A. Besicovitch postawit teze, ze mozna zbudowac niekonczacg si¢ Sciezkg, po ktorej
powinien si¢ porusza¢ cztowiek by moc nieskonczenie uciekaé przed lwem. Mezczyzna
nigdy nie zostanie zlapany, jesli bedzie podazat wzdluz $ciezki sktadajacej sie z krotkich

odcinkow o dlugosci okreslonej odkrytym przed matematyka wzorem:

3
=M, M| =% xn

W powyzszym réwnaniu #n jest liczba odcinkow tworzacych $ciezke (n> 1), a / oznacza
dtugo$¢ n-tego odcinka. Bardzo wazne jest, aby kazdy odcinek M, M, byt prostopadty do
odcinka LyM, , . Poczatek Sciezki pokazany jest na Fig. 4, a dlugosci dwoch pierwszych jej
odcinkow ilustrujacych ruch cztowieka obliczone zostaly ponizej. Linie przerywane
reprezentuja najkrotsza droge, ktora lew musialby przeby¢, aby dotrze¢ do mezczyzny na

kazdym kolejnym kroku. Schemat zawiera rowniez wycinki dwoch okregéw o promieniach

majacych dlugos¢ kolejnych krokow cztowieka (r, = -]2- , Ty = ig ). Pokazuja one zasigg Iwa
podczas kazdego z krokéw cztowieka. Dzigki nim widoczne jest, ze nawet gdyby zwierze
zblizalo si¢ do cztowieka w linii prostej od L, do M, nastgpnie od L, do M, itd., nie
byloby w stanie do niego dotrze¢. Oczywiscie, w rzeczywistosci lew nie poruszatby si¢ po
linii prostej, lecz po pewnym tuku ciggle kierujac si¢ w stron¢ cztowieka (podobnie jak
zostato to pokazane przy pierwszej i drugiej strategii). Oznacza to, ze jego szanse na ztapanie

mezcezyzny bylyby jeszcze mniejsze.

M, (0.5 0.5)

M

0

L (0, 0)
L 4

Fig. 4: Trzecia strategia cztowieka.
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Teza prof. A. Besicovitcha moze by¢ uznana za poprawng tylko jesli spetnione sg nastepujace

warunki:

1. odcinek L M, jest dluzszy od odcinka M, M,

2. Sciezka cztowieka i liczba sktadajacych sie na nig odcinkéw jest nieskonczona

3. nieskonczona $ciezka miesci si¢ wewnatrz kota jednostkowego.
Pierwszy warunek jest stosunkowo latwy do udowodnienia za pomoca twierdzenia
Pitagorasa, ktore mowi nam, ze dla kazdego trojkata prostokgtnego a* + b* = %, gdy c jest
dlugos$cia przeciwprostokatnej, a a 1 b sg dlugosciami przyprostokatnych. Jednym z zalozen
poczynionych przez Besicovitcha wspomnianym juz przeze mnie wyzej w tekscie, jest to, ze
kazdy odcinek M, ,M, musi by¢ prostopadly do odcinka LyM, ,. Oznacza to, ze odcinki
LM, , M, M,i L,M, | tworzg trojkat prostokatny, w ktorym boki M, \M,i LM, | sg

przyprostokatnymi. Stad wyprowadzi¢ mozna nastgpujaca zaleznosc:

LM, L M, M, g LM, ’

Powyzsza zaleznos¢ pokazuje, ze odcinek L M, musi by¢ dtuzszy od odcinkaM, M, . By
pokaza¢, ze drugi warunek jest spelniony, pomocne jest zapisanie dtugosci sciezki czlowieka

za pomocg sumy.
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Wiemy, ze suma do nieskonczonosci odcinkéw o dhugosci /, = 21 X n % bedzie wicksza niz

suma do nieskonczonosci odcinkéw o dlugosci d, = 2l xn ' (lub réwna, jesli n = 1).
Poniewaz wiemy, ze suma do nieskonczonosci odcinkow o diugosci a, =n ' bedzie rowna

nieskonczonosci, mozemy wywnioskowac, co nastepuje:
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Trzeci warunek mozna udowodnié, pokazujac, ze

przeksztatcenie nastepujacego réwnania w celu uzyskania wyrazenia dla a|, ktore

pozniej pozwoli nam obliczy¢ maksymalng dlugos$¢ tego odcinka. Jesli maksymalna dtugos¢
odcinka bedzie mniejsza od promienia kota jednostkowego (r = 1), to cala Sciezka z

pewnosciag bedzie si¢ w nim miescic.

|L0Mn71 |2 + lﬁ =

:Z;% + |L0j\/[n—l|2 = lﬁ + (1271 + |L0Mn—2|2) = lz + 11371 + (1572 + |L0Mn—3|2) ==

n
k=1

Aby odnalez¢ maksymalng dlugosci odcinka
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x|, nalezy obliczy¢ gorng granice sumy
znajdujacej si¢ pod powyzszym pierwiastkiem. Jednym ze sposobdw oszacowania wartosci

tej sumy jest przeanalizowanie funkcji f(x) = Xt gdzie x> 0. Z uwagi na fakt, ze po

osiggnigciu x =3 wartosci sg bardzo male, poprawnym bedzie oszacowanie gornej granicy

> f (k) za pomoca nastgpujacego wyrazenia:
=1
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Aby zakonczy¢ dowdd pokazujacy, ze Sciezka catego cziowieka miesci si¢ w okregur =1,
wystarczy podstawi¢ maksymalng warto$¢ powyzszej sumy w rownaniu uzyskanym
wczesniej.

L
SV%JF-L-xk;n%'\HJrszz]O:O.%

Jak wida¢ dhugos¢ odcinka |LyM,

|LoM,

zawsze jest mniejsza niz 1, co oznacza, ze $ciezka, ktora

podaza mezczyzna, miesci si¢ wewnatrz areny.
Zmiana ksztaltu areny

Jednym z gltownych zatozen problemu Lwa i Czlowieka sformutowanego przez Richarda
Rado jest to, ze arena, na ktorej si¢ znajduja, jest okragla. Badajac problem, postanowitam
sprawdzi¢, jak zmiana ksztattu areny wptynie na skuteczno$¢ dwoch glownych strategii,
ktére mezczyzna moze wybra¢ - poruszanie si¢ wzdluz ogrodzenia areny lub podazanie

Sciezka Besicovitcha.
Arena o ksztalcie trojkata rownobocznego

Zatdézmy, ze lew i cztowiek znajduja si¢ na arenie, ktora ma ksztatt trojkata rownobocznego.
Dhugos$¢ jego boku nie jest wazna - liczg si¢ tylko proporcje. Lew znajduje si¢ na przecigciu
dwusiecznych wszystkich katéw trojkata - w ten sposob jest w rownej odlegtosci od kazdego
wierzchotka 1 znajduje si¢ posrodku kota, ktore mogloby by¢ wpisane w trojkat. Stosujac sie
do pierwszej strategii, ktora zaklada poruszanie si¢ wzdluz ogrodzenia areny, czlowiek
powinien zacza¢ od punktu, ktory jest mozliwie najdalej od zwierzgcia. Oznacza to, ze
powinien wybra¢ jeden z trzech wierzchotkow. Poczatkowe pozycje Iwa 1 czlowieka, jak 1

przewidywany modelowy ruch obu postaci zostaty przedstawione na Fig. 5 ponize;.



Fig. 5: Lew i cztowiek na arenie o ksztalcie trojkata rownobocznego, pierwsza strategia cztowieka.

Jak wida¢ na Fig. 5, pierwsza strategia mezczyzny nie jest skuteczna na arenie o ksztalcie
trojkata rownobocznego. Gdy czlowiek porusza si¢ wzdluz jednego z bokow trojkatnego
obszaru prébujac zblizy¢ si¢ do nastepnego wierzchotka lew caty czas idzie w jego strone. Na
Fig. 5 przedstawiona jest droga umozliwiajaca najszybsze zlapanie czlowieka przez zwierze.
Jest nig jeden z bokéw przedstawionego na diagramie trojkata rGwnoramiennego o podstawie

ML, -bok LyL,.

Sytuacja, w ktorej me¢zczyzna zamkniety z Iwem na trojkatnej arenie zdecydowaltby sie
podaza¢ Sciezka Besicovitcha, pokazana jest na Fig. 6. Wiemy, iz mozliwym jest wpisanie
kota w kazdy trojkat - dzigki temu cztowiek moze przyjaé strategie wygrywajaca i uciekac
przed lwem nieskonczenie dlugo. Wystarczy, ze jego pozycja poczatkowa bedzie punkt

lezacy posrodku promienia okregu wpisanego w trojkat (arene).



M X

Fig. 6: Lew i czlowiek na arenie o ksztatcie trojkata rownobocznego, wygrywajaca strategia czlowieka.

Arena o ksztalcie kwadratu
By moc stwierdzi¢, iz pierwsza strategia, ktora moze przyjac czlowiek jest nieskuteczna, a
wygrywajaca - trzecia - strategia umozliwia czlowiekowi unikni¢cie pozarcia przez Iwa bez
wzgledu na ksztalt areny, nalezy przeanalizowaé wigcej przyktadow. Fig. 7 1 8 pokazuja

rezultat przyjecia obu tych strategii na arenie o ksztalcie kwadratu.

1% a M,
=
a
M,
L
0
Ll)
Fig. 7: Lew i czlowiek na kwadratowej arenie, Fig. 8: Lew i czlowiek na kwadratowej arenie,
pierwsza strategia cztowieka. wygrywajaca strategia czlowieka.

Powyzsze diagramy pokazuja, ze rezultaty przyjecia omawianych wczesniej strategii
cztowieka - pierwszej 1 wygrywajacej (trzeciej) - na arenie o ksztalcie kwadratu nie r6znig sie

niczym od tych, ktore zostaty otrzymane przy analizowaniu areny o ksztalcie kota 1 trojkata
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rownobocznego. Jesli cztlowiek zdecyduje si¢ porusza¢ wzdluz ogrodzenia areny, czyli po
obwodzie kota, trojkata, lub kwadratu, zostanie zlapany przez lwa. Jesli natomiast bedzie
podaza¢ Sciezkg wyznaczong przez Besicovitcha uda mu si¢ ucieka¢ przed zwierzeciem
nieskonczenie dtugo. Mozna wywnioskowaé, ze pierwsza strategia bytaby nieefektywna dla
kazdej areny na planie wielokata foremnego - skoro me¢zczyzna trzyma si¢ ogrodzenia areny,
lew zlapie go obierajac najkrotsza mozliwg droge (np. jedng ze stron trojkata
réwnoramiennego tak jak w przypadku pokazanym na Fig. 5) lub powoli zblizajac si¢ plotu.
Mozna réwniez zauwazy¢, ze trzecia, czyli wygrywajaca strategia mogtaby zosta¢ uzyta na
kazdej zamknigtej przestrzeni, w ktorej plan mozna wpisa¢ koto. Oznacza to, ze wygrywajaca
strategia zawsze bylaby skutecznym rozwigzaniem dla cztowieka uwigzionego razem z

dzikim zwierzeciem na arenie majacej ksztatt wielokata.

Jeden czlowiek - dwa Iwy
W 1964 r. H. T. Croft udowodnil, ze czlowiek méglby przetrwaé¢ w kazdej n-wymiarowe;j
przestrzeni z n-1 lwami. Nie udatoby mu si¢ jednak przezy¢ gdyby w tejze przestrzeni
znajdowato si¢ n lwow. Oznacza to, ze nawet podazajac Sciezkg prof. Besicovitcha cztowiek
zostalby ztapany, gdyby na arenie zamiast jednego byly dwa lwy (aren¢ uwaza si¢ za

przestrzen dwuwymiarowa, poniewaz cztowiek i lwy poruszaja si¢ jedynie w poziomie).

y

M, = (0, 0.5)

[ LBH = (.vh, yb)

Fig. 9: Dwa Iwy i cztowiek na okraglej arenie - ruch cztowieka i pierwszego lwa.
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Fig. 9 pokazuje poczatkowe pozycje cztowieka i Iwoéw oraz pierwsze dwa ruchy pierwszego
lwa (LA) i cztowieka. Jak wida¢, m¢zczyzna porusza si¢ zgodnie z wygrywajaca strategia, a
pierwszy lew podaza za nim tak samo, jak zostalo wyjasnione wcze$niej. Zaczyna bowiem ze
srodka 1 caty czas kieruje si¢ w strong uciekajacego cztowieka. Fig. 10 ponizej przedstawia
ruch mezczyzny 1 drugiego lwa (LB), ktéry zbliza si¢ do niego z innej strony. Jego pozycja
poczatkowa musi by¢ rézna od pozycji poczatkowej pierwszego lwa, poniewaz gdyby oba
lwy umieszczone zostaly posrodku areny gonityby czlowieka w ten sam, instynktowny
sposoOb 1 ich $ciezka bytaby taka sama. Nalezy pamigtac, ze predkosci cztowieka 1 lwow sg
rowne, wigc kolejne kroki drugiego Iwa nie moga by¢ dtuzsze od kolejnych krokéw
mezezyzny. Ruch drugiego lwa (LB) przedstawiony jest na Fig. 10 (analogicznie do ruchu
pierwszego lwa ukazanego na Fig. 9, przerywane linie oznaczaja odlegltos¢ dzielaca w
kolejnych krokach drugiego Iwa i czlowieka, a wycinki kota pokazuja, jak daleko moze
posung¢ si¢ lew podczas pojedynczego kroku).

y

T - . 2
LA, =(0,0)

Fig. 10: Dwa lwy i czlowiek na okragtej arenie - ruch cztowieka i drugiego lwa.

Patrzac na Fig. 10 mozna zauwazy¢, ze po kilku kolejnych krokach drugi lew (LB) jest w

stanie dotrze¢ do cztowieka - punkt, w ktorym po pieciu krokach znajduje si¢ mezczyzna
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zawiera si¢ w pigtym wyrysowanym tuku. Pokazuje to, ze drugi lew moze ztapa¢ mezczyzne,
nawet jesli ten podaza $Sciezka prof. Besicovitcha. Nalezy jednak pamigtaé, ze rycina ta nie
jest dowodem na to, ze dwa lwy zawsze zlapig cztowieka w dwuwymiarowej przestrzeni.
Narysowany przeze mnie diagram jedynie ilustruje zachodzaca zalezno$¢ i1 pokazuje, ze
faktycznie dziata. Wiasciwy dowdd mozna znalezé we wspomnianym wczesniej artykule

,, Lew i czlowiek”: Postscriptum, napisanym w 1964 r. przez H. T. Crofta.

Whioski

,Lew 1 Czlowiek” to bardzo interesujacy problem, ktorego rozwigzania udato si¢ doktadnie
objasni¢ w powyzszej pracy. Wygrywajacg strategie cztowieka, ktoéra pozwala mu
nieskonczenie dlugo ucieka¢ przed dzikim zwierzeciem, udowodniono z pomoca artykutu
napisanego przez Jarostawa Gornickiego, skuteczno$¢ pozostatych strategii zostaty przeze
mnie rozwazona samodzielnie. Dzigki wprowadzeniu drobnych zmian do problemu i
doglebnej analizie udato mi si¢ odkry¢, Ze zmieniajac ksztalt obszaru, w ktérym cztowiek jest
zamkniety ze zwierzeciem, efektywno$¢ poszczegdlnych strategii nie zmienia si¢ - cztowiek
zawsze zostanie ztapany, jesli podazy inng $ciezka niz ta, ktora przedstawia Besicovitch. Pod
koniec pracy udato mi si¢ rowniez pokazaé, ze jesli na arenie znalazlby si¢ jeszcze jeden lew,
cztowiek nie mialby szansy na przezycie.

Problem Lwa i Cztowieka ma wiele wariantow, alternatywnych postaci. Niektére z nich
zostaly juz rozwigzane, a cze$¢ z nich wcigz pozostaje zagadka. Jednym z takich wariantow
jest nastepujacy problem: ,,Czy dwa Iwy zlapig cztowieka na ograniczonym polu golfowym z

wieloma jeziorami?”.
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