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| Wstep

W ubiegtorocznej edycji Matopolskiego Konkursu Prac  Matematycznych
zaprezentowalam prac¢ z dziedziny geometrii o Heronie, wybitnym starozytnym matematyku,
fizyku i wynalazcy. W tym roku pragne przedstawi¢ prace z dziedziny algebry na temat
»Przyblizonych metod rozwigzywania réwnan”, Wybdr tematu pracy wynikngt miedzy
innymi z mojej ,,babskiej ciekawosci”.

W zakresie podstawowym matematyki, w ktorym kontynuuje nauke realizowane
s zagadnienia dotyczace np.: funkcji liniowej, funkcji kwadratowej, réwnan stopnia
pierwszego, drugiego, réwnan dwukwadratowych, prostych wiclomianéw. I tutaj wiaczyta
si¢ moja ciekawosc 1 pytanie: Jak rozwigzuje si¢ réwnania algebraiczne dowolnego stopnia n.
Z podrgcznika Pana Eustachego Tarnawskiego ,Matematyka” dowiedziatam sie,
ze rozwigzanie rownania algebraicznego stopnia n polega w ogdlnym przypadku
na wyrazeniu pierwiastkéw réwnania przez jego wspdlczynniki. Odpowiednie wzory
do rozwigzania réwnan algebraicznych znajdujemy fatwo w przypadkach n=1 oraz n=2.
Mniej proste wzory znane s3 w przypadkach n=3 oraz n=4 (np.: tzw. wzdér Cardana).
Jak udowodniono, nie mozna w ogélnym przypadku dla n > 5 wyrazi¢ pierwiastkéw réwnania
algebraicznie przez jego wspdtczynniki, tzn. wyrazi¢ za pomocg kombinacji podstawowych
dziatan i wyciggania pierwiastka stopnia naturalnego wykonywanych w skofczonej ilosci
na wspéfczynnikach tych réwnan. W poszczegdlnych przypadkach réwnanie algebraiczne
stopnia wyzszego daje si¢ rozwiazac, badz przez podstawienia sprowadzajace takie réwnanie
do rownania stopnia nizszego, badZ za pomoca metod przyblizonych. Réwniez
w szczeg6lnych przypadkach réwnan stopnia trzeciego i czwartego stosujemy odpowiednie
podstawienia lub metody przyblizone jako prowadzace nieraz szybciej do celu.

W kolejnym etapie, po analizie kilku podrgcznikéw matematycznych, wybratam
te, w ktérych wediug mnie przyblizone metody rozwigzywania réwnan wyjasnione
sg w sposGb najbardziej zrozumiaty dla ucznia szkoty $redniej. Autorzy w/w podrecznikéw
wyjasniajg trzy metody przyblizonego rozwigzywania réwnania f(x)=0:

1. Interpolacji liniowej, tzw. ,,regula falsi”,
2. Metod¢ Newtona,
3. Metode kolejnych przyblizen.

W mojej pracy przedstawilam dwie pierwsze metody tj. ,regula falsi” i metode
Newtona, z uwagi na fakt, ze czesto obie te metody stosujemy réwnoczesnie, opierajac
si¢ na twierdzeniu, ktérego teze¢ przytoczylam w czgsci I pracy.

Podczas pierwszych analiz w/w metod miatam problemy w zrozumieniu pewnych
zagadnien. Wynikato to z braku wymaganej wiedzy na temat niektérych pojeé, z ktérymi
nie spotkatam si¢ w dotychczasowej nauce matematyki w zakresie podstawowym.

Nie poddajac sig, podczas kolejnej analizy wyjasnien autoréw podrecznikéw, metoda
»Step to step” odnotowatam wszystkie zagadnienia, pojecia i okreslenia wystepujace
w tekstach opisujacych w/w metody.



Okazato sig, ze tylko zagadnienia: pochodnych funkcji i interpolacji liniowej byty
mi nieznane w ramach dotychczasowej nauki, natomiast pozostale aspekty byly wylacznie
kwestig przypomnienia.

Oczywiscie opanowanie wiedzy we wlasnym zakresie na temat nieznanych
mi zagadniefi, z pomoca opiekuna pracy Pani mgr Renaty Powroznik nie stanowilo
wigkszego problemu.

Ponadto poznanie nieznanych mi poje¢ matematycznych spetnilo dodatkowa funkcje
pozytywna. Poszerzytam swoja wiedz¢ matematyczng o zagadnienia, ktérych znajomosé
jest niezbedna w zakresie rozszerzonym, a w takim zakresie planuje w przysztym roku
szkolnym zdawac¢ mature z matematyki.

Reasumujac, zrozumienie zaprezentowanego w pracy materiatu nie powinno stanowi¢
problemu dla kolezanek i kolegéw kontynuujagcych nauke matematyki w zakresie
rozszerzonym, jak rowniez dla tych, ktérzy ,, czujg sympatie do tego przedmiotu”.

Zgodnie z metodg ,,step to step” w czesci II pracy przypomniatam wszystkie pojecia,
okreslenia 1 zagadnienia matematyczne wystgpujace w opisie zaprezentowanych metod
przyblizonego rozwigzywania réwnan, oznaczajac je cyframi od 1 do 19.

W czgsei TII wyjasniajacej poszczegdlne metody, przy wystepujacych pojeciach,
zagadnieniach zaznaczylam w/w liczby stanowigce odnos$nik do wytlumaczonych kwestii
w czgsci II. W ten sposéb na biezgco mozna Sledzi¢ tok myslenia autoréw podrecznikéw
i przypomina¢ sobie potrzebne pojecia i okreslenia.

W czgsci IV pracy na podstawie artykulu Pana Romana Dudy z Instytutu
Matematycznego Uniwersytetu Wroclawskiego pod tytutem ,, Regula falsi przez wieki”,
przedstawitam kilka ciekawostek historycznych dotyczgcych tematu pracy.

Przyblizone metody rozwigzywania réwnan sa migdzy innymi zagadnieniami
nazywanymi metodami numerycznymi. Metody numeryczne sa dzialem matematyki
stosowanej. W czesci V pracy przedstawilam kilka informacji w tym zakresie. Z uwagi
na temat, ktéry wymaga obszernej wiedzy matematycznej i informatycznej, podatam tylko
og0Olny zarys problemu, zrozumiaty dla ucznia szkoty srednie;.

W czgsci VI przedstawitam przyktadowe rozwigzanie zadania dwoma prezentowanymi
metodami, ktére w ramach ¢wiczen zaproponowat do rozwigzania Pan Wiodzimierz Wrona.
Zadanie dotyczy obliczenia pierwiastka réwnania 7 stopnia z doktadnoscig do 0,00001.

Czgs¢ VII pracy dotyczy wnioskéw, ktére przedstawilam po doktadnej analizie
prezentowanych metod.

Reasumujgc; moja ciekawos¢, praktyczne wykorzystanie w/w metod, umozliwiajacych
rozwigzywanie roznorodnych probleméw z dziedziny techniki, medycyny, ekonomii itp.,
zainteresowanie techniki obliczeniowej przy uzyciu komputeréw tym tematem spowodowato,
ze uznatam to zagadnienie za godne zaprezentowania w Konkursie Prac Matematycznych.



II. Przypomnienie poje¢, okreslein matematycznych wystepujacych
w przyblizonych metodach rozwiagzywania réwnan

W tej czgsci pracy dla ulatwienia zrozumienia przyblizonych metod rozwiazywania
réwnan przypomne kilka poje¢ i okreslen matematycznych. Skupitam sie wylacznie
na informacjach niezbgdnych (np. piszac o réwnaniach algebraicznych nie poruszytam
juz tematu nieréwnosci czy ich ukladéw, piszac o funkcjach, okre$latam te, ktére beda
W naszym zainteresowaniu itp.)

1. Zbiory

Pojgcia zbiodr 1 element zbioru sg pojgciami pierwotnymi matematyki. Nie definiujemy
ich. Zbior A sktadajacy si¢ ze skonczonej ilosci elementdw aj, a,...,a, nazywamy zbiorem
skonczonym i zapisujemy A={ai,...,ar}. Niepusty zbidr, ktdry nie jest skoficzony, nazywamy
zbiorem nieskonczonym.

Mowimy, ze zbiér B jest podzbiorem zbioru A, jesli kazdy element zbioru B jest
elementem zbioru A, co zapisujemy symbolicznie B C A.

* Zbiory liczbowe — liczby: naturalne, catkowite, wymierne, niewymierne, rzeczywiste.

a) traktujgc liczby naturalne jako pojgcie pierwotne, zapisujemy zbidr liczb naturalnych
w postaci N={0,1,2,3,...}

b) zbidr liczb catkowitych Z={k: kEN" v -keN"* v k#0}.

c) zbidr liczb wymiernych oznaczamy przez Q i definiujemy nastgpujaco:

Q= fx: XZ% ,1€Z, meN\ {0}}
Dwie liczby wymierne a = i orazb = g uwazamy za rOwne gdy spetniony jest warunek

l-qg=m-p

d) liczbe, ktéra nie jest wymierna nazywamy liczbg niewymierna i oznaczamy symbolem IQ.
Zbidr liczb wymiernych jest niewystarczajacy dla analizy matematycznej, pomimo ze jest
gesty, ale nie wypetnia catej osi liczbowej. Wprowadzenie liczb niewymiernych pozwala
na przyporzadkowanie kazdemu punktowi osi liczbowej odpowiedniej liczby, przez co zbidr
liczb staje si¢ ciagly. Liczbom niewymiernym odpowiadaja na osi liczbowej punkty
wypetniajace wszystkie luki migdzy punktami wymiernymi. Kazda liczba niewymierna moze
by¢ wyrazona za pomocg ufamka dziesigtnego nieskoficzonego, nieokresowego.
Najprostszymi przyktadami liczb niewymiernych sa np.: V2=1,414..., liczba n=3,141593. .
itd.

e) sume zbioréw Q U IQ = R nazywamy zbiorem liczb rzeczywistych.



2. Przedzialy liczbowe

Przedzialem liczbowym nazywamy podzbiér zbioru R:
- (a,b) = {xER : a< x < b} - przedziat liczbowy otwarty,
- [a,b] = {xER : a <x <b} - przedzial liczbowy domkniety.

3. Pojecie ,,funkcji rzeczywistej zmiennej rzeczywistej”

Mamy dane dwa niepuste zbiory X i Y. Przypisujac kazdemu elementowi x zbioru X
doktadnie jeden element y zbioru Y okreslamy funkcje f odwzorowujgcg zbiér X w zbidr Y,
co zapisujemy f: X—Y. Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji f. Jesli zbiory X i Y
sg podzbiorami zbioru R, to méwimy o ,funkcji rzeczywistej zmiennej rzeczywistej”.
Wyznaczenie dziedziny funkcji f danej wzorem y=f(x) oznacza wyznaczenie zbioru tych
wszystkich liczb rzeczywistych x, dla ktérych wyrazenie f(x) jest okreslone (ma sens).

4. Miejsce zerowe funkcji

Miejscem zerowym funkcji f : X—R nazywamy taka warto$¢ argumentu x.€X,
dla ktorego f(x0)=0. Na wykresie funkcji jest to odcigeta punktu, w ktérym wykres
ten przecina si¢ z osig OX.

5. Monotoniczno$¢ funkcji
Funkcje opisane w dwu ponizszych definicjach nazywamy funkcjami monotonicznymi.
a) funkcja :x—R nazywamy funkcja rosngca (malejacg), jesli dla wszystkich
X1, X2 € X jest X1 < x2 => f(x1) < f(x2) (x1 < x2 => f(x1) > f(x2))
b) funkcja f:x—R jest niemalejaca (nierosnaca), jesli dla wszystkich

X1, X2 € X jest X1 < X2 => f(x1)< f(x2) (x1 < x2 => f(X1) > f(X2))

6. Cigglos¢ funkcji (1)

Aby zdefiniowaC pojecie ciaglosci funkcji nalezy przypomnie¢ podstawowe
wiadomosci: z teorii ciggéw liczbowych (ciag skonczony, nieskonczony), ciag monotoniczny,
ciag ograniczony, granica ciggu oraz z zakresu teorii granic funkcji.

a) Ciag skonczony i nieskonczony

- Nieskoficzonym ciggiem liczbowym nazywamy kazda funkcje f: N—R okreslong na zbiorze
N liczb naturalnych o wartosciach w zbiorze R liczb rzeczywistych.



Ciag liczbowy nieskofczony oznaczamy symbolem np. (an) dla neEN", liczby ay, az,...,
an,... Nazywamy wyrazami nieskonczonego ciggu liczbowego. Liczbe a, nazywamy n-tym
wyrazem nieskoficzonego ciggu liczbowego, za$ liczbg n- wskaznikiem lub indeksem n-tego
WYrazu an.

-kazdg funkcjg £:{1,2,....n}—R nazywamy skoriczonym n- wyrazowym ciagiem liczbowym.
Skonczony n- wyrazowy ciag liczbowy zapisujemy w postaci np.: (ai, az,...,an). Funkcje,
ktorych dziedzing jest pewien podzbiér (skoficzony lub nieskonczony) zbioru liczb
naturalnych, bedziemy réwniez uwaza¢ za ciagi.

b) ciagg monotoniczny

-ciag (an) nazywamy stalym, jezeli istnieje liczba rzeczywista a taka, ze:

a,=a4a
nenN+t
-cigg (an) nazywamy rosnacym, jezeli:
/\ an < anyq
nent

-ciag (an) nazywamy niemalejgcym, jezeli:

/\ dn = dn+1

neN+

-ci3g (an) nazywamy malejacym, jezeli :

-ciag (an) nazywamy nierosnacym, jezeli :

dn = dn+1

neN+

Kazdy ciag (an) rosnacy jest réwniez ciagiem niemalejacym, a kazdy ciag (a,) malejacy
jest rOwniez ciggiem nierosnacym.

Jezeli ciag (an) jest staly lub rosnacy, lub niemalejacy, lub malejacy, lub nierosngcy
to ciag (an) nazywamy monotonicznym.

Analogiczne definicje monotonicznosci mozna sformutowac dla ciggéw skonczonych.
¢) ciag ograniczony

Jezeli ciag (an) jest ograniczony z dolu i z géry, to (a.) nazywamy ciggiem
ograniczonym (przyklad ciggu ograniczonego przedstawiono na kolejnym rysunku).
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d) granica ciggu

Jest jednym z najwazniejszych pojeé w teorii ciggéw. W definicji granicy ciggu istotna
rolg odgrywa tzw. otoczenie liczby. Otoczeniem liczby xy € R o promieniu € > 0 nazywamy
przedzial otwarty (xo — € xo + €)1 oznaczamy symbolem U (x,, €) - rysunek ponizej.

.

UlXy,; €)
; | i |

0 Xo— 8 X X+ &

x WV

Zauwazmy, 7Ze:

/\ [x EU(x0;E) <=>|x—xpl <E<=> %y —E<x < x5+ €]
XER

- lewostronnym otoczeniem liczby x, € R o promieniu € >0 nazywamy przedziat (x, — € x,]
1 przyjmujemy oznaczenie: U™ (xy, €) = (xy — €, xg]

- prawostronnym otoczeniem liczby x, € R o promieniu € >0 nazywamy przedziat
[x0. xo + €) i przyjmujemy oznaczenie: Ut (xg, €) = [xo, X + €)

- otoczeniem 400 wyznaczonym przez liczbe a € R nazywamy przedziat otwarty (a, +o0),
otoczenie +oo wyznaczone przez liczb¢ a € R oznaczamy symbolem U(+o0, a), a wiec:
U(+00, a) = (a, +00).

Zauwazmy, ze
/\ [x €U (4xw,a) <=>x>a]
XER

-Otoczeniem -co wyznaczonym przez liczbe a € R nazywamy przedzial otwarty (-oo,a).
Otoczenie -oo wyznaczone przez liczbg a € R oznaczamy symbolem U(-co, a), a wiec:
U(—OO, a) = (—00, El)



Zauwazmy, ze
/\ [* EU (=m,a) <=>x< a]
XER

Przyktadowo otoczenie 4o zilustrowano na ponizszym rysunku.

U(+oo;a} s

~
-
X

Qy o—
\\

- sgsiedztwem liczby x; €R o promieniu € >0 nazywamy sume¢ przedziatéw otwartych: (x, —
€ %) U (xo, Xo+ &), przyjmujemy oznaczenie: S(xq, €) = (xy — &, x¢) U (xg, %o + E)
Wobec tego: S (xp, €) = U(xy, €) \ {x0}

- lewostronnym sgsiedztwem liczby xocR o promieniu € >0 nazywamy przedziat
(xo — €,x¢) iprzyjmujemy oznaczenie S™(xy,€) = (xg — €, %)

- prawostronnym sgsiedztwem liczby x, € R, promieniu € >0 nazywamy przedzial otwarty
(x0, %9 + €) iprzyjmujemy oznaczenie S*(xy,€) = (x40, %0 + €)

W matematyce uzywa si¢ zwrotu: ,,prawie wszystkie wyrazy ciggu nieskoriczonego”,
ktéry oznacza: wszystkie wyrazy ciggu nieskoficzonego, oprécz skonczonej ilosci tych
wWyrazow.

Mowimy, ze liczba rzeczywista a jest granicg nieskonczonego ciagu liczbowego (a,)
wtedy i tylko wtedy, gdy do kazdego otoczenia liczby a nalezg prawie wszystkie wyrazy
ciagu (an). Jezeli liczba rzeczywista a jest granicg nieskonczonego ciagu liczbowego (an),
to zapisujemy symbolicznie:

lima, =a
n—oo

Powyzszg definicj¢ granicy ciggu mozna w sposéb réwnowazny sformutowaé

nastepujgco:

Mowimy, ze liczba rzeczywista a jest granica nieskonczonego ciagu liczbowego (an)
wtedy, gdy dla kazdego otoczenia U(a,f) istnieje liczba naturalna no taka, ze wszystkie
wyrazy ciggu (an) o wskaznikach n wigkszych od liczby no naleza do otoczenia U(a,£) czyli:

/\ [n>ny => a, € U(aq,£)]

neN



Poniewaz otoczenie U(a,£) liczby a jest wyznaczone przez promien € tego otoczenia,
wigc definicj¢ granicy nieskonczonego ciggu liczbowego (an) zapisujemy w jezyku
symbolicznym nastgpujaco:

liman=a<=>/\\//\[n>n0=>|an—a]<8]
n—00

£>0 npeEN neN

Graficzne pojecie granicy ciagu zilustrowano na ponizszym rysunku.
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Jezeli ciag (an) ma granicg a€R to méwimy, ze ciag (an) jest zbiezny do liczby a. Ciag
(an), ktory nie jest zbiezny nazywamy rozbieznym.

e) granica funkcji

Przyjmijmy umowe, ze jezeli w prowadzonych rozwazaniach wielko$é promienia
€ sgsiedztwa §(x,,E) nie jest istotna, to bedziemy pisa¢ S(xo), zamiast S(x,,£).

-granica funkcji w punkcie.

Istnieja dwie réwnowazne definicje granicy funkcji: Heinego i Cauchy’ego. Przytocze
jedng z nich:

Definicia Heinego.

Niech f bedzie funkcjg okreslona w pewnym sasiedztwie S(xo) punktu xo€ER (rysunek
ponizszy). Liczbg rzeczywista g nazywamy granica funkcji f w punkcie xo, jezeli
dla kazdego ciggu (xn) o wyrazach nalezacych do sasiedztwa S(xq), zbieznego
do punktu xo, cigg (f (X)) wartosci funkcji jest zbiezny do liczby g.

flx,)
fxa)
g
flxq)
fix,)
l -

0




Jezeli liczba g jest granica funkcji f w punkcie xo, to zapisujemy symbolicznie:
lim f(x) =g
X—=Xg
Definicj¢ Heinego granicy funkcji mozemy zapisa¢ w jezyku symbolicznym nastgpujaco:

lim £ = g <=> /\1(/\ (xn € 5Gx) A lim %, = x0) => lim f(x,) = g]

X—=Xp
(Xn) nEN

Zauwazmy, ze w definicji granicy funkcji wymagamy, aby funkcja f byta okreélona
w pewnym sgsiedztwie punktu Xo, natomiast w samym punkcie xo funkcja f moze
by¢ lub nie by¢ okreslona.

- granice jednostronne funkcji

Definicja Heinego

Niech f bedzie funkcjg okreslong w pewnym lewostronnym sasiedztwie S'(xo) punktu
XoER (rysunek ponizej). Liczbe rzeczywista g nazywamy lewostronna granica funkcji
f w punkeie xo , jezeli dla kazdego ciagu (xa) 0 wyrazach nalezacych do lewostronnego
sgsiedztwa S°(Xo), zbieznego do punktu xXo, ciag (f (xa)) wartosci funkcji jest zbiezny
do liczby g.

y = flx)

1
|
| |
| !
I |
| |

|
I
I
|
|
I
1
0 1 / Xy X X3 Xn X x

S7(xg)

Jezeli liczba g jest lewostronng granica funkcji w punkcie xo , to zapisujemy symbolicznie:
lim f(x) =g
X—Xg

Definicj¢ Heinego lewostronnej granicy funkcji mozemy zapisaé w jezyku
symbolicznym nastepujaco:

lim £ = g <=> \I(/\ (o € 57G0)) A lim 2, = 25) => lim f(x,) = g)

(xn) mEN

Analogicznie okresla si¢ prawostronng granice funkcji w punkcie:

10



Definicja Heinego

lim f(x) = g <=> /\[(/\(xn € S*(x)) A lim x, = x0) => lim f(x,) = g]

(xn) neN

- granica funkcji w nieskonczonosci

Definicja Heinego

Niech f bedzie funkcjg okreslong w przedziale (-o0,a) -rysunek ponizej. Liczbe
rzeczywista g nazywamy granica funkcji f w minus nieskoficzonosci (-0), jezeli
dla kazdego ciggu (xn) 0 wyrazach nalezacych do przedziatu (-o0,a), rozbieznego
do -oo, ciag (f(xa)) wartosci funkcji jest zbiezny do liczby g

4

Jezeli liczba g jest granica funkcji f w -oo, to zapisujemy symbolicznie:
lim f(x) =g
X——00

Definicj¢ Heinego granicy funkcji f w -0, mozemy zapisa¢ w jezyku symbolicznym
nastepujaco:

xl—iﬂloof(x) = = /\[(/\((xn € (—,a)) A rlal—l;{:lo Xp = —00) => r{l—glo flxp) = gl

(xn) nNEN

7. Ciaglos¢ funkeji (2)

Podobnie jak w przypadku zagadnienia granicy funkcji, pojecie ciaglosci funkcji zostato
zdefiniowane przez Heinego i Cauchy’ego. Dla zobrazowania tego zagadnienia oprzemy
si¢ na definicji Heinego.

Przyjmijmy umownie, ze jezeli w prowadzonych rozwazaniach wielko$¢ promienia
€ otoczenia U(xy; €) nie jest istotna, to bgdziemy pisa¢ U(x,), zamiast U(x,; €).

11



a) Definicja Heinego

Niech f bedzie funkcjg okreslona w pewnym otoczeniu U(xy) punktu xo€R (rysunek
ponizej). Méwimy, ze funkcja f jest ciagla w punkcie Xo, jezeli dla kazdego ciagu (xn)
o wyrazach nalezgcych do otoczenia U(x,), zbieznego do punktu xo, cigg (f(xa))
wartosci funkcji jest zbiezny do liczby f(xo).

NY

ARG —omim = o i . it s e
f(xn)
lim f(x,) = f(xp)
n— e f(X4)
fx,)
fix,)

x V

0

Definicj¢ Heinego ciggtosci funkcji f w punkcie Xo mozemy zapisa¢ w jezyku
symbolicznym nastepujaco:

I\ G € UG A lim x, = x0) => lim £Gx) = f(x0)]

(xn) nNEN

Zauwazmy, ze w definicji ciagtosci funkcji wymagamy, aby funkcja f byla okreslona
w pewnym otoczeniu punktu Xo, a wigc w samym punkcie xo funkcja f musi by¢é okreslona.

b) ciaglos¢ jednostronna funkcji

-Definicja Heinego

Niech f bgdzie funkcja okreslona w pewnym lewostronnym otoczeniu U~ (x,), punktu
X0€R (rysunek ponizej). Mowimy, ze funkcja f jest lewostronnie ciagta w punkcie xo,
jezeli dla kazdego ciggu (xa), cigg (f(xn)) wartosci funkcji jest zbiezny do liczby f(xo).

x N
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Definicj¢ Heinego lewostronnej cigglosci funkcji f w punkcie xo mozemy zapisaé
w jezyku symbolicznym nastgpujaco:

NI\ G € UG A lim 2, = ) => lim £Ge) = F(xo)]

(xn) nNEN

Analogicznie okresla si¢ prawostronng cigglos¢ funkcji w punkcie xo€ER.

Funkcj¢ nazywamy ciagla w przedziale otwartym, jezeli jest ciagta w kazdym punkcie
tego przedziatu. Funkcje nazywamy ciggla w przedziale domknietym, jezeli jest ciagta
w kazdym punkcie wewnetrznym tego przedziatu i jednostronnie ciagla na koncach
przedziatu. Funkcj¢ nazywamy ciagta, jezeli jest ciggla w kazdym punkcie swojej dziedziny.
Jezeli dziedzing jest przedzial domknigty, to na koficach tego przedzialu wymagamy ciaglosci
jednostronnej.

Podam teraz dwa z kilku najwazniejszych twierdzen o ciagtosci funkcji, ktére zostang
wykorzystane w dalszej czesci mojej pracy.

Twierdzenie 1

Funkcje: potegowe, wielomianowe, wymierne, wyktadnicze, logarytmiczne,
trygonometryczne i cyklometryczne sg ciagte.

Twierdzenie 2 (Darboux)

Niech f bedzie funkcja ciagla w przedziale domknigtym [a,b] (rysunek ponizej). Jezeli
f(a) < f(b)(lub f(b) < f(a)), to dla dowolnej liczby q€(f(a), f(b))(lub q€(f(b), f(a)) istnieje
liczba c€(a,b) taka, ze f(c)=q.

fib)

x \

Z twierdzenia 2 wynika nast¢pujacy wniosek:

Niech f bedzie funkcjg ciagla w przedziale domknigtym [ab]. Jezeli f(a)f(b)< 0,
to istnieje liczba c€(a,b) taka, ze f(c)=0.

13



Reasumujac, wiele funkcji badanych w analizie matematycznej, sa to funkcje ciagte,
tzn. przy niewielkich zmianach argumentu x wartosci funkcji y zmieniajg sie takze bardzo
mato, a wykresem takiej funkcji jest linia ciagta.

Przy pewnych wartosciach x funkcja moze nie by¢ ciagla i wtedy wykres funkcji
ma ,przerwg”; wartosci argumentu, przy ktérych to zachodzi, nazywamy punktami
nieciagtosci funkcji. Na rysunku ponizej dany jest wykres funkcji ciaglej we wszystkich
punktach z wyjatkiem punktéw A,B,C,D,E,F,G (litery te oznaczaja punkty nieciagglosci
funkcji, lezace na osi OX, przy czym kétkami (nulkami) oznaczone sg punkty nie nalezace
do wykresu funkcji, a czarnymi kropkami oznaczone sa punkty, ktére nalezg do wykresu.

YA

8. Wielomian jednej zmiennej
Definicja
Wielomianem stopnia n jednej zmiennej rzeczywistej X nazywamy funkcje
y=W (X)=anX"+an-1x"+...+a1x+ao, gdzie neN U{0} ,x€R, ap,ai,...,an€R oraz a,#0.

Liczby ao, a1....,an nazywamy wspétczynnikami wielomianu W(x), liczbg ap nazywamy
tez wyrazem wolnym.

Funkcje W(x)=0 (tzn. W(x)=0 dla kazdego x nazywamy wielomianem zerowym.

Twierdzenie o rozkladzie wielomianu

Jezeli W(x) i P(x) sa wielomianami i P(x) jest wielomianem niezerowym oraz stopien
W(x)=stopnia P(x), to istniejg dwa wielomiany Q(x) i R(x), ze: W(x)=Q(x)'P(x)+R(x),
przy czym R(x)=0 (jest wielomianem zerowym) lub stopiefi R(x)< od stopnia P(x).

Wielomian R(x) nazywamy reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez P(x); Jezeli

R(x)=0 to méwimy, ze wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x) i wielomian
W(x)
TP’

Q(x) nazywamy wowczas ilorazem wielomianu W(x) przez P(x) piszac Q(x)
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- W pkt. 4 wspomnielisSmy o miejscach zerowych funkcji. Wyznaczanie miejsc zerowych
funkcji liczbo-liczbowej f:X—R wiaze sig, zgodnie z definicja, z rozwigzaniem réwnania
f(x)=0. Rozwigzania tego réwnania, o ile istniejg i znajduja si¢ w dziedzinie funkcji
f, sa wlasnie miejscami zerowymi tej funkcji. Ich liczba zalezy od rodzaju i wtasnosci funkcji
f(x).

- Szczegblnie wazng rolg odgrywa wyznaczenie miejsc zerowych wielomianéw, ktére nazywa
si¢ czesto pierwiastkami wielomianu. Aby wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu nalezy
rozwigzac¢ réwnanie W(x)=0, gdzie W jest wielomianem.

Rozwigzujgc te rtéwnania bedziemy korzysta¢ miedzy innymi z twierdzenia Bezout’a. Nalezy
pamigtag, ze jezeli wielomian jest stopnia n, to posiada on co najwyzej n miejsc zerowych.

Twierdzenie Bezout’a

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian
W(x) jest podzielny przez dwumian (x-a).

Twierdzenie o reszcie dzielenia wielomianu przez dwumian

Reszta R z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian (x-a) jest réwna wartosci tego
wielomianu w punkcie a, czyli jesli W(x)=(x-a)P(x)+R, to R=W(a). Liczbe a nazywamy
k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W(x), jesli wielomian ten jest podzielny przez
(x-a)* i nie jest podzielny przez (x-a)<*!, (kEN™).

Twierdzenie

Kazdy wielomian o wspéiczynnikach rzeczywistych mozna roztozy¢ na czynniki
stopnia co najwyzej drugiego o wspélczynnikach rzeczywistych. To nie znaczy
oczywisci, ze dokonanie takiego rozktadu jest tatwe.

9. Réwnania

Réwnaniem z jedng niewiadomg nazywamy réwnos¢ dwéch funkcji jednej i tej samej
zmiennej: f1(x)=f2(x).

Zmienng wystgpujagca w powyzszym réwnaniu nazywamy niewiadoma. Jezeli
przy pewnej wartosci x=x; réwno$¢ ta jest prawdziwa, to méwimy, ze liczba x; spelnia
rownanie 1 nazywamy ja pierwiastkiem tego réwnania. Rownanie moze mie¢ wiele
pierwiastkow: X1, X2,...,Xn; rozwiaza¢ réwnanie to znaczy znalez¢ wszystkie jego pierwiastki.
Moze si¢ okazaC, ze réwnanie wcale nie ma pierwiastkéw, wtedy nazywamy je réwnaniem
sprzecznym. Jezeli rownanie jest spetnione dla wszelkich wartosci zmiennej x, przy ktérych
obie funkcje fi(x) 1 f2(x) maja sens liczbowy, to réwnanie nazywamy tozsamoscia.
Dwa réwnania nazywamy rOwnowaznymi, jezeli majg ten sam zbidr rozwigzan.
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Twierdzenie o pierwiastkach réwnania n-tego stopnia

Jezeli x1,..., Xs sa r6znymi pierwiastkami wielomianu W(x) odpowiednio o krotnosciach
ki,....ks, to istnieje wielomian P(x) taki, ze WX)=P(x)(x-x)*....(x-xs)** , przy czym
ki+...+ks + stopien P(x)=stopien W(x).

10.Réwnanie algebraiczne

Rownanie nazywamy algebraicznym, jezeli obie wystepujace w nim funkcje fi(x) i fa(x)
sg funkcjami algebraicznymi (wymiernymi lub niewymiernymi), przy czym jedna z tych
funkcji moze by¢ stata. Z kazdego réwnania algebraicznego mozna za pomocg przeksztalcen
algebraicznych otrzyma¢ réwnanie w postaci uporzadkowanej aox™+a;x™'+...+a,=0, ktére
ma wszystkie pierwiastki pierwotnego réwnania algebraicznego, ale moze mieé tez ponadto
pierwiastki obce. Powyzsze réwnanie mozna przeksztalci¢ dalej w taki sposéb, zeby byto
ap=1.

Twierdzenie

Kazdy wielomian W(x) postaci apx"+aix™'+....+an przy zalozeniu ap=1 mozna
przedstawi¢ jako iloczyn czynnikéw liniowych (tzn. stopnia pierwszego) w postaci
W(x)=(x-X1)(X-X2)...(X-Xn-1)(X-Xn).Oznacza to, ze jedynie Xi, X2,...,Xn sg pierwiastkami
réwnania W(x)= 0. Niektére z nich mogg by¢ przy tym pierwiastkami wielokrotnymi
(rzeczywistymi lub nierzeczywistymi).

11.Réwnanie przestepne

Réwnanie fi(x)=f2(x) nazywamy réwnaniem przestepnym, jezeli przynajmniej jedna
z funkcji fi(x) lub £2(x) nie jest algebraiczna.

< . 1 ;
Przyktady: 3*=4*2-2%, sinx=cos’x - L XCOSX=Ssinx.

W niektérych przypadkach rozwigzywanie réwnan przestepnych sprowadza
si¢ do réwnan algebraicznych, przy czym stosuje si¢ tablice; na ogét réwnania przestgpne
moga by¢ rozwigzane tylko metodami przyblizonymi.

12. Zagadnienie interpolacji

Przypusémy, ze dla ciata poruszajacego si¢ prostoliniowo udato nam si¢ wyznaczyé
doswiadczalnie drogi so, s1, ..., $n odpowiadajace chwilom to, ti, ..., tn.

Na podstawie tych wynikéw, bez przeprowadzania dalszych pomiaréw, chcemy znalezé
wartosci drogi odpowiadajace innym chwilom.
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Moglibysmy znalez¢ wielkos¢ drogi odpowiadajagca dowolnej wartosci posredniej
czasu, gdybysmy znali prosty wzor s=f(t), wyrazajacy droge s jako funkcje czasu t.

Wyznaczenie funkcji f(t) jest zadaniem interpolacji. Aby funkcja f(t) przyjmujaca
w punktach to, t1,..., t| wartosci so, s1,...,5n byla jednoznacznie wyznaczona, trzeba o niej
poczyni¢ dodatkowe zatozenia, np. zatozy¢, ze jest wielomianem mozliwie najnizszego
stopnia.

-Metoda interpolacji Newtona.

Szukamy takiego wielomianu stopnia co najwyzej n, aby w punktach Xxo, X1, X2,....Xn
przyjmowal wartosci yo, y1, ¥2,-.., Vn.

Funkcja (*) f(x)=cot+ c1(x-Xo)+c2(X-X0)(X-X1)+. .. +Ca(X-X0)(X-X1)...(X-Xn-1), gdzie co, C1, Cq
sg stale, jest wielomianem zmiennej x stopnia co najwyzej n. Latwo sic mozna
o tym przekona¢ wykonujgc po prawej stronie mnozenia i porzadkujac wyrazy wedlug potegi
zmiennej Xx. Stale co, ci,...,ca tak dobieramy, aby byty spelnione warunki yo=f(xo),
y1=f(x1),...,ya=1(xn). Poniewaz ze wzoru (*) mamy f(xo)=co, Wigc z pierwszego warunku
co=yo. Takze ze wzoru (*) mamy f(xi)=cot+ci(X1-X0), wiec z drugiego warunku
yi=Co+C1(X1-Xo), @ poniewaz co=yo, wigc stad ostatecznie

_Y1— Yo
X1 — Xp

€1

Postgpujac dalej w ten sposéb obliczamy dalsze state c2, ca,...ch. Jasno widaé,
ze podstawiajgc otrzymane wartosci statych ci do wzoru (*) otrzymujemy szukany wielomian,
ktory przyjmuje w punktach X, X1,...,Xa wartosci yo, y1,..., Yo. W2z0r (*) nazywamy wzorem
interpolacyjnym Newtona.

-Partes proportionales, czyli interpolacja liniowa.

W przypadku gdy n=1, wz6r Newtona (*) wyraza si¢ funkcja liniowa i wtedy
interpolacje nazywamy liniowg lub partes proportionales.

Wz6r Newtona (*) przybiera wéwczas posta¢ y = ¢y + ¢;(x — x) lub, po uwzglednieniu

. > . Yi— - . . . z
Zwiazkéw ¢y = ypicy = xl_zz , réwnanie przyjmuje postac:

Y=Y

2 (x — %)
0

Y=Y+

Stosowanie interpolacji liniowej oznacza geometryczne zastapienie wykresu krzywe;
y=f(x) linig famang, gdzie koncami odcinkéw tfamanej sa wezty funkcji y=f(x).
Przy dostatecznie matym kroku linia famana rézni si¢ od wykresu krzywej y=f(x)
wystarczajaco mato.

W interpretacji geometrycznej przedstawia to zbiér punktéw A na plaszczyznie:
Ai(xi,f(xi)), gdzie i=1,2,...n (rysunek ponizej). Punkty A1, Aa,...,As nazywamy wezlami
funkcji.
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13. Réwnanie prostej przechodzgcej przez dwa rézne punkty. Réwnanie kierunkowe
prostej

a) Wspélrzedne wektora.

Jezeli 1 = AB oznacza dowolny wektor na ptaszczyznie X0Y a wektory A;B; i A,B,

53 jego rzutami prostokatnymi na osie OX i QY, to 4B = A1By + A, B, (rysunek ponizej).

A
Y

1
Bl

g

0 A4 By X

WektoryxrBl) oraz FBZ nazywamy skladowymi wektora AB w ukladzie
wspotrzednych XO0Y. Miary wektoréw skfadowych na odpowiednich osiach nazywamy
wsp6trzednymi wektora w danym uktadzie wspétrzgdnych. Jezeli T oraz J oznaczaja wersowy
(wektory jednostkowe) odpowiednio osi OX oraz OY, a liczby ux oraz uy sa miarami
wektorow sktadowych na odpowiednich osiach (wsp6irzednymi wektora), to:

ﬁﬁ = A]_BI + Asz-_— ux : i)+ uy 'f,

co zapisujemy U =A4B = [ty uy]. Skladowe wektoréw réwnych sa sobie réwne, wige
wektory réwne maja réwne wspétrzedne. Zapis U = [u,, u,| oznacza zbiér wektoréw
réwnych miedzy soba, czyli wektor swobodny.
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b) Wyznacznik pary wektorow
Niech U = [uy,u,] oraz ¥ = [v,, vy]

U, u

y . . . o
| rowny liczbie uxvy — vyxuy nazywamy wyznacznikiem pary

Wyznacznik postaci |vx v,

wektoréw (U, V) i oznaczamy d(, ¥)

Uy y|
v.x vy = U,xVy - Vny

Zatem d (&, 7) = |
¢) Warunek rownoleglosci wektorow

Jesli U = [uy,u,]iv = [vy, vy] to

UV <=>d@U,7) =0<=> U1, —u,v, =0
d) Réwnanie kierunkowe prostej

Roéwnanie kierunkowe prostej jest jedng z kilku postaci réwnania proste;.

A

Y
I
P(x.y)
Yo
B(x.y2)
y e e A S
! {Ax1.51)
a : .
C",/ X4 X2 X

W uktadzie wspéirzednych X0Y dane sg dwa rézne punkty A(x1,y1) i B(x2,y2).
Szukamy rownania prostej 1 wyznaczonej przez zadane punkty, czyli warunku jaki spelnia
dowolny punkt P(x,y)€ 1.

P(x,y) € | <=> AP || AB <=> d(AP,AB) = 0

X=X Y=nh

Xy —Xq yz‘)’1|=0

Stad |

Zatem L:( x-X1)(y2-y1) — (X2-X1)(y-y1)= 0 jest szukanym réwnaniem prostej 1.

Réwnanie to mozna przeksztalci¢ do postaci:

Y2—Y1
Xz—X1

Ly-y1=="—=(x-x1) gdy x; # x;
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wprowadzajagc  oznaczenie %ztga:m, (m-wspéiczynnik  kierunkowy prostej 1),
2741
otrzymujemy:

l:y-y1=m(x-x1) tzw. réwnanie kierunkowe.

14. Pochodna funkcji
a) Definicja

Niech funkcja f bgdzie okreslona w pewnym otoczeniu U punktu xo, oraz xo+h€U, gdzie
h#0. Jezeli istnieje skonczona granica:

L FGro+ 1) = fxo)
1m

h—0 h

to granice t¢ nazywamy pochodna funkcji f w punkcie xo i oznaczamy symbolem [f(x)]x- Xo-

Zatem:
2 - flxo+h)— f(x)
[(f(x)]'x=x, = lim m
h—-0
Iloraz M nazywamy ilorazem réznicowym funkcji f w punkcie xo. Jezeli

granica wystgpujaca w definicji istnieje przy h—0%, to méwimy o pochodnej prawostronnej
i oznaczamy jg [f(x)]’x=x§ .2dy przy h—0 to mdéwimy o pochodnej lewostronnej
i oznaczamy ja [f(x)]'x—.;.Pochodna istnicje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja pochodne

jednostronne 1 sa sobie réwne.

Mowimy, ze funkcja [ jest rézniczkowalna w punkcie xo, jezeli ma pochodng
w tym punkcie.

Jezeli pochodna [f(x)]'x=xo istnieje w kazdym punkcic pewnego zbioru zawartego
w dziedzinie funkcji f, to mozemy okresli¢ na tym zbiorze funkcj¢ £’ (x)=[f(x)]x dla kazdego
X Z tego zbioru.

b) Interpretacja fizyczna pochodnej — predkosé chwilowa

7
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Powyzszy rysunek przedstawia wykresy ruchéw trzech cial. Wszystkie one maja
te samg predkos¢ srednig w czasie od chwili 0 do chwili T. Predko$¢ ta jednak nie wystarcza
do scharakteryzowania ruchu. Obliczamy predkosci srednie w mniejszych odcinkach czasu.
W ten spos6b dochodzimy do pojgcia predkosei chwilowej.

Niech droga s poruszajacego si¢ ciala b¢dzie dana wzorem s=f(t). Predko$¢ chwilowa
v(to) w chwili to jest to granica ciggu pr¢dkosci srednich w czasie ty-to, gdy

o) = Jig 2

Z okreslenia tego wynika, ze predkos$¢ v(to) ciala w chwili to jest pochodng funkcji
f w punkcie to. V(to)=f"(to) Przy oznaczeniu ta-to=hn, mamy t,=to+h i:

llm t-n = tD
n—0Co
lim h, =0
n—co

Otrzymujemy wzor:

ol Ty f(to + hy) — f(to)

i) . = f(to)

¢) Funkcja pochodna
Definicja:

Niech f bgdzie dowolng funkcjg okreslona w zbiorze Dr. Funkcja pochodna funkcji
f (lub pochodna funkcji f) nazywamy funkcje, ktéra kazdej liczbie xo z dziedziny
Dr przyporzadkowuje liczbg f'(xo) — o ile f'(xo) istnieje — i oznaczamy ja f* . Zbiér tych liczb
Xo, w ktérych funkcja f jest rézniczkowalna, stanowi dziedzing funkcji f°, kt6rg oznaczamy
Dr.

Uwaga: Nie nalezy myli¢ terminéw: "pochodna funkcji w punkcie” i ,,pochodna funkcji”
(,.funkcja pochodna™). ,,Pochodna funkcji w punkcie” jest liczba (granica odpowiedniego
ilorazu réznicowego), natomiast ,,pochodna funkcji” jest to funkcja, ktéra argumentowi
x przyporzadkowuje liczbg réwna pochodnej funkcji w punkcie x.

d) Zwiazek rézniczkowalnosci z ciagloscig
Twierdzenie 1

Jesli funkcja f, okreslona w pewnym otoczeniu punktu Xo ma pochodng w tym punkcie,
to jest ciggta w tym punkcie.
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Whiosek z twierdzenia 1: jezeli funkcja jest rézniczkowalna w pewnym przedziale, to jest

w tym przedziale ciagla.

Uwaga: Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, a wigc funkcja ciagla w punkcie
Xo nie musi by¢ rézniczkowalna w punkcie xo, tzn. moze nie posiadaé¢ pochodnej w xo.

Prawdziwe jest natomiast twierdzenie przeciwstawne (z zaprzeczenia tezy wynika

zaprzeczenie zalozenia)

Twierdzenie 2.

Jezeli funkcja f nie jest ciggla w Xo, to nie jest w tym punkcie rézniczkowalna.

Funkcja f nie ma pochodnej w punkcie xo, w ktérym jest ciagta, jesli wykres
wnie przebiega gladko” w punkcie (xo,f(x0)), lecz ,zatamuje si¢” (wystepuje
tzw. ,,o0strze”). Na ponizszym rysunku przedstawione sg wykresy funkcji, z ktérych
pewne s3 rozniczkowalne w Xo, a pewne nie sg rézniczkowalne w x.
Na rysunkach zaznaczono tez, ktére funkcje sa ciggle oraz dla ktérych istnieje prosta
styczna do wykresu w punkcie Xo, a dla ktérych ona nie istnieje.

a) y4 b) y4 c) y4
f(x) f(xo) Po f(xg) /Q
XIU X.; XIO X.; Xo X.;
J jest ciagta w x, S jestciagla w x;,
f posiada pochodna w x, S nie posiada pochodnej x,
istnieje styczna w x. (nie istnieje skonczona granica ilorazu réznico-
wego), istnieje styczna pionowa.
d) v4 e) yh f) vt
Po \
: P
o E / ’0\_
Xo o : .
Ty X X0 X Xo X
J nie jest ciagla w x;, f jestciagta w xg,
J nie posiada pochodnej w x;, J nie posiada pochodnej w x,
nie istnieje styczna w x;. nie istnieje styczna w x;.
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15. Interpretacja geometryczna pochodnej w punkcie — styczna do wykresu funkcji
(krzywej)

Niech funkcja f bgdzie okres$lona w otoczeniu U(xo) oraz niech bedzie rézniczkowalna
w samym punkcie Xo. Ponadto niech h bedzie liczba rzeczywista, dla ktérej (xo+h)EU(xo).
Rozwazmy punkty P(xo, f(xo)) oraz Q(xo+h, f(xe+h)) nalezace do wykresu funkcji f.
Przez te punkty prowadzimy prosta (rysunek ponizej przedstawia przypadek h >0).

Ay

oty + ey QX+ h. flx, + )

o
X

i i
0 ]xo X,+h

Taka prosta nazywamy sieczna wykresu funkcji f, przechodzacg przez punkty
P,Q — réwnanie kierunkowe siecznej zostato przedstawione w pkt. 13,

Oznaczamy miar¢ kata RPQ przez . Wyznaczamy tgp:

th=f(xo +h;—f(x0)

Okazuje si¢, ze iloraz réznicowy funkcji f w punkcie xo, odpowiadajacy zmianie
argumentu h, jest wspdtczynnikiem kierunkowym rozwazanej siecznej — pkt.13.

Zobaczmy co si¢ bgdzie dzialo, jezeli h bedzie dazy¢ do 0. Wéwcezas punkt Q bedzie
,coraz blizej” punktu P(rysunek ponizej)

AY

= 4
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Jesli h bedzie bardzo blisko 0, to punkty wykresu, przez ktore przechodzi sieczna, beda
prawie si¢ pokrywaé. W przypadku granicznym otrzymujemy prosta, ktérg nazywamy
styczng do wykresu funkcji f w punkcie P (rysunek ponizej).

AY

7 s
Oznaczmy kat nachylenia stycznej do osi OX przez o. Zauwazmy, ze jes§li h—0

F(xo+h)— f(xq)
h

to tgp—rtga, czyli — 1’(X0), a to znaczy, ze wspotczynnik kierunkowy styczne;

do wykresu f w punkcie P jest réwny f’(Xo): tga = f*(X0).

Wyznaczmy zatem réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie xo. Réwnanie
prostej w postaci kierunkowej to:

y=ax+b (w tym wzorze wspolczynnik kierunkowy prostej oznaczamy przez a)
Wiemy, ze punkt P(xo, f(x0)) nalezy do tej prostej oraz a=f’(xo), wobec tego:
f(x0)=f"(x0) X0+b
b=f(x0)-f*(x0)"X0
Ostatecznie otrzymujemy réwnanie:
y=f"(x0)-x+f(x0)-f’(x) Xo,
ktdre mozna przeksztalci¢ do postaci:

y-f(X0)=t"(X0)(x-x0)
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Uzyskany rezultat uzasadnia celowos¢ przyjecia nastepujacej definicji:

Niech funkcja f bedzie okre§lona w pewnym otoczeniu punktu Xp i rézniczkowalna
w tym punkcie.

Styczng do wykresu funkcji f w punkcie (Xo, f(X0)) nazywamy prostg opisang réwnaniem:

y-f(x0)=f"(x0)(x-X0).

16. Pochodna funkcji a monotoniczno$é funkcji

Wiele procesdéw fizycznych, chemicznych, ekonomicznych i innych zagadnief mozna
modelowa¢ za pomoca funkcji ciagtych (np. funkcji wielomianowych, wymiernych,
wyktadniczych, logarytmicznych, trygonometrycznych). Rachunek pochodnych pozwala
badac np. w jakich przedziatach dana funkcja jest rosngca, w jakich malejaca, czy przyjmuje
najwigkszg wartos¢ czy tez nie. Znajomo$¢ takich wiasnosci funkcji pozwala doktadnie
scharakteryzowac proces opisany dang funkcja. Nie zawsze w prosty sposéb mozemy
naszkicowa¢ wykres takiej funkcji i na jego podstawie odczytaé interesujgca nas informacje.
W tym temacie pomocne nam sg zwigzki miedzy pochodng funkcji a monotonicznoscia,
ciggloscig (opisang w pkt. 6,7) tej funkcji, wyznaczeniem rodzaju ekstremum (maksimum,
minimum lokalne), najwigkszej i najmniejszej wartosci funkcji w przedziale domknietym
lub otwartym i w konsekwencji zbadanie przebiegu zmiennosci funkcji po wykonaniu
czynnosci od wyznaczenia dziedziny funkcji do naszkicowania jej wykresu.

Wiemy juz, ze pochodna funkcji f w punkcie xo jest wspélczynnikiem kierunkowym
stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (xo, f(x0)).

a) f'(xo) > 0 b) f'(x) <0
Ay

f(xo] """"""""" A

f'xo)=tga f'x) =tga
tga >0 tga <0
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Powyzszy rysunek a) ilustruje przypadek f’(xo) >0. Wtedy styczna do wykresu funkcji
f w punkcie (xo, f(x0)) jest nachylona do osi OX pod katem ostrym. Funkcja liniowa, ktérej
wykresem jest taka prosta, jest rosnaca. Mozemy powiedzie¢, ze jesli f'(xo) >0, to wykres
funkeji f wok6t punktu (xo, f(X0)) najlepiej przybliza odcinek prostej bedacej wykresem
rosnace] funkcji liniowej. Mozna wige oczekiwac, ze jesli pochodna f jest dodatnia, to funkcja
f jest rosnaca. Rzeczywiscie, prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1

Jezeli funkcja f ma pochodng w przedziale (a,b) oraz dla kazdej liczby x z tego
przedziatu f°(x) >0, to funkcja f jest rosnaca w przedziale (a,b).

Rysunek b) ilustruje przypadek f’(xo)< 0. Wéwczas styczna do wykresu funkcji
f w punkcie (xo, f(X0)) jest nachylona do osi OX pod katem rozwartym. Zatem funkcja
liniowa, ktorej wykresem jest ta prosta, jest funkcja malejaca. W tym przypadku powiemy
ze wykres funkcji f wokét punktu (xo, f(x0)) najlepiej przybliza odcinek prostej bedacej
wykresem funkcji liniowej.

Twierdzenie 2

Jezeli funkcja f ma pochodng w przedziale (ab) oraz dla kazdej liczby x z tego
przedziatu (x)< 0, to funkcja f jest malejaca w przedziale (a,b).

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia 1 (odpowiednio do twierdzenia 2) nie jest
prawdziwe. Moze si¢ zdarzy¢, ze na przyklad funkcja rosngca w przedziale (a,b)
ma pochodna réwng 0 w pewnych punktach tego przedziatu, albo w ogdle pochodna
w pewnych punktach moze nie istnie¢ (ilustruje to przyktad ponizej).

|1

Funkcja fjest rosngca w przedziale (-1, 2).
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=1

x3,jesli x € (—1,1]
f(x)=
®) {7 +2,jeslix € (1,2)

3x2,jeslix € (—1,1)
f’(x)z{ =, Jjeslix € (1,2)
Funkcja f jest rosnaca w przedziale (-1,2).
Pochodna funkeji f w punkcie O jest réwna 0.
Pochodna funkcji f w punkcie 1 nie istnieje.
Prawdziwe jest natomiast nastgpujace twierdzenie:
Twierdzenie 3

Jezeli funkcja f ma pochodng w przedziale (a,b) oraz:

a) funkcja f jest rosnaca w tym przedziale, to £'(x) >0 dla kazdej liczby x z przedzialu
(a,b) ( przy czym wartos¢ 0 moze przyja¢ w skonczonej ilosci punktéw (a,b)).
b) funkcja f jest malejaca w tym przedziale, to £ (x)< 0 dla kazdej liczby x z przedziatu
(a,b) ( przy czym warto$¢ 0 moze przyja¢ w skonczonej ilosci punktéw (a,b)).

Mozna tez udowodni¢ twierdzenie dotyczace pochodnej funkcji state;j.
Twierdzenie 4

Niech funkcja f ma pochodng w przedziale (a,b). Funkcja f jest stala w przedziale (a,b)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy {(x)=0 dla kazdego x z przedziatu (a,b).

Uwaga:

1) jesli funkcja jest rosnaca w dwoch przedziatach, to nie wynika z tego, ze jest rosnaca
w sumie tych przedzialéw.

2) jesli funkcja f jest ciggla w przedziale [a,b] oraz:
a) funkcja f jest rosngca w przedziale (a,b), to jest réwniez rosnaca w przedziale [a,b]

b) funkcja f jest malejgca w przedziale (a,b), to jest réwniez malejaca w przedziale [a,b].

17. Pochodna rzedu drugiego (druga pochodna)
Interpretacja fizyczna drugiej pochodnej.

W punkcie 14 przedstawilam pojecie predkosci chwilowej v(to) w chwili to jako
pochodng funkcji f w punkcie to (v(to)=1"(to)).
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Teraz przedstawi¢ pojecie przyspieszenia chwilowego ruchu w chwili to

Przyspieszeniem srednim w ruchu zmiennym w okresie od chwili to do chwili
t nazywamy stosunek przyrostu predkosci do odpowiedniego przyrostu czasu, tzn.
£)-v(t
as’rednie=w (1)
—ty
Przyspieszeniem chwilowym ruchu w chwili to nazywamy granice przyspieszenia
sredniego, gdy przyrost czasu t-to dgzy do zera, czyli przyspieszeniem chwilowym jest:

a(t) = lim v(©) = vt (2)

t—tg t—tp

Zauwazmy, ze po prawej stronie wzoru (1) wystepuje iloraz réznicowy funkcji
Vv, a po prawej stronie wzoru (2) pochodna tej funkcji w punkcie to. Wynika to bezposrednio
z okreslenia pochodnej i z okreslenia przy$pieszenia w chwili to.

Zatem:

Jezeli funkcja okreslajaca predkos¢ poruszajacego sig¢ ciata v=v(t) jest okreslona
i rézniczkowalna w przedziale A, to przyspieszenie tego ruchu réwne jest w tym przedziale
pochodnej predkosci a(t)=v’(t).

Aby stwierdzi¢, czy ruch jest opézniony czy przyspieszony, nalezy poréwnaé znaki
predkosci 1 przyspieszenia: ruch jest opézniony, gdy te znaki sa przeciwne; przyspieszony,
gdy sa jednakowe.

Udowodnilismy, Zze przyspieszenie chwilowe jest pochodng predkosci — ale predkosé
jest pochodna drogi, mozemy wiec zapisac:

a(t)=v"(O)=[s’(O)
Méwimy, ze a(t) jest drugg pochodng funkcji s(t).
Okreslenie:

Niech bedzie dana funkcja x—y=f(x), X€ED i jej pochodna x—y=f(x), x€D1. Druga
pochodng funkcji f nazywamy pochodng jej pochodnej, o ile taka pochodna istnieje.
Oznaczamy j3 symbolem f”.

Druga pochodna ma liczne zastosowanie w fizyce, geometrii, metodach rachunkowych
(w tym w metodach przyblizonego obliczania pierwiastkéw), przy sporzadzaniu wykreséw
funkcji itd.

18. Okreslenie ,,funkcja klasy C*”

Funkcja f okreslona na przedziale (a,b) nazywa si¢ funkcja klasy C?, jezeli w przedziale
(a,b) ma dwie ciagle pochodne.
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19. Wypukloséé krzywej

yh
e
0 X

Punkty Pi, P2, P3 majg odpowiednio odcigte Punkty Pi, P2, P3 maja odpowiednio odcigte
X1<x2<x3. Katy ai<oz<os => tgai<tgoo<tgos, xi<x2<x3. Katy ai>a>03 => tgoi>tgas>tgas,
a wige '(x1)< f’(x2)< f°(x3). Pochodna f(x) a wigc £(x1)>f(x2)>f"(x3). Pochodna f’(x)
ros$nie — krzywa wypukta od dotu. maleje — krzywa wypukta od gory.

Zat6zmy o funkcji f(x), ze ma w pewnym przedziale (a,b) druga pochodng ciagla.
Nawigzujac do powyzszych rysunkéw definiujemy:

Krzywa bedaca wykresem funkcji (lub sama funkcja) f(x) jest wypukta od dotu
w przedziale (a,b), jezeli pochodna f’(x) jest w tym przedziale funkcja rosngcg, lub ze jest
wypukta od géry w przedziale (a,b), jezeli pochodna f’(x) jest w tym przedziale funkcja
malejaca.

Poniewaz £7(x) jest pochodna funkcji f’(x), a zatem jezeli f’(x) >0 w przedziale (a,b),
to £'(x) rosnie w (a,b), wigc wykres funkcji f(x) jest w przedziale (a,b) krzywa wypukla
od dotu.

Podobnie, jezeli f°(x)< 0 w przedziale (a,b), to wykres funkcji f(x) jest w przedziale
(a,b) krzywa wypuklg od gory.

W tym zagadnieniu pominglam wyjasnienie istoty tzw. , punktu przegigcia” krzywej
(funkcji) jako przypadkéw, kiedy krzywa na lewo od tego punktu jest wypukia od dotu,
a na prawo wypukla od géry lub odwrotnie.
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III. Metody przyblizonego obliczania pierwiastkéw réwnan nieliniowych

W tej czgsci pracy przedstawi¢ tok postepowania przy obliczaniu pierwiastkéw
rownania f(x)=0 metods , regula falsi”, metoda Newtona oraz metodg zestawiajgca obie
te metody.

W czescei Il pracy przypomniatam wszystkie pojecia, okreslenia, definicje, twierdzenia
niezbedne do zrozumienia tematu, oznaczajac je kolejnymi cyframi od 1 do 19. Oczywiscie
jest to niewielka czgs¢ ogdlnej wiedzy matematycznej na temat poszczegdlnych zagadnien.
W tekscie wyjasniajgcym poszczegdlne metody oraz w czgséci podsumowujgcej i wnioskach,
przy wystepujacych pojeciach i okresleniach, ktére moga wymagaé przypomnienia
lub wytlumaczenia, zaznaczylam odpowiednie odnosniki, np. [6] — oznacza, ze to pojecie,
okreslenie jest wyjasnione w punkcie 6 czgsci II pracy. Wyjasnione pojecia i okredlenia
zachowuja pewng hierarchicznos¢, tzn. moze si¢ okaza¢, Ze aby przypomnie¢ sobie
np. pojecie [6], bedzie trzeba zapoznac si¢ z wezesniejszymi pojgciami np. [3], [4], [5].

Jest to uzaleznione od indywidualnej wiedzy osoby chetnej do zapoznania sie z tym
tematem. Autorzy ksigzki ,,Metody numeryczne”, Panowie Fortuna, Macukow i Wasowski
w czesci 3 pt. ,, Przyblizone rozwigzywanie rdéwnan nieliniowych i ich uktadéw”,
przedstawiajg poza wyzej wymienionymi, réwniez inne metody (np. metode polowienia
opisang w czesci V pracy, zmodyfikowana metode ,, regula falsi” zwana ,,metodq siecznych”,
metody zmodyfikowane dla pierwiastkéw wielokrotnych, metody poszukiwania
zer wielomianéw, metody rozwigzywania ukladéw réwnan nieliniowych).

Z uwagi na koniecznos¢ posiadania juz sporej wiedzy matematycznej zagadnienia
te zostaty pominigte. Z tego samego powodu pomingtam réwniez kwesti¢ oszacowania bledu
obliczen oraz tzw. wskaznika efektywnosci.

Wspomniatam, Zze w tej czgsci pracy zajmiemy si¢ rozwiazywaniem réwnan
nieliniowych. Jak wiadomo, nie kazde réwnanie mozna rozwigza¢ dokiadnie.
Przede wszystkim dotyczy to wigkszosci réwnan przestgpnych [11]. Wiadomo réwniez,
ze nie mozna poda¢ metody na rozwigzanie dowolnego réwnania algebraicznego [10] stopnia
wyzszego niz czwarty [8]. Dokladne rozwiazanie réwnania nie zawsze jest tez konieczne,
poniewaz w réwnaniach czgsto mamy jedynie przyblizone wartosci wsp6iczynnikéw
i zadanie dokladnego wyznaczania wartosci pierwiastkOw traci sens. Stad wynika duze
znaczenie metod przyblizonego rozwigzywania réwnania, w ktérych zadanie wyznaczenia
pierwiastkow uwazamy za praktycznie rozwiazane, jesli potrafimy okresli¢ je z zadana
doktadnoscig 1 poda¢ oszacowanie biedu. Wigkszos¢ metod przyblizonego rozwigzywania
réwnan polega na poprawianiu kolejnych przyblizen pierwiastkéw. Ponadto wiekszo$¢ metod
mozna stosowac jedynie wtedy, gdy znamy przedzial, w ktérym znajduje sie pojedynczy
pierwiastek rozwigzywanego réwnania (o takim przedziale méwi sie, ze jest przedziatem
izolacji pierwiastka). Do wyznaczenia przedzialéw izolacji mozna wykorzystaé wykres
funkcji y=f(x) albo, jezeli jest to trudne, réwnanie wyjsciowe f(x)=0 nalezy przeksztaici¢ do
réwnowaznej mu postaci f1(x)=f2(x) [3,5].
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Proces obliczania pierwiastkéw sktada si¢ z dwéch czesci:
1. Odnalezienia z grubsza przyblizonej wartosci pierwiastkow.

2. Uscislenia odnalezionych przyblizen.

AdI. Jezeli f(x) [3.5] jest funkcjg ciagla [6,7] i okreslong w przedziale domknietym [a,b] [2],
a f(a) i f(b) maja rézne znaki, to na podstawie twierdzenia Darboux [7], wewnatrz przedzialu
[a,b], istnieje co najmniej jeden taki punkt xo, Ze f(x0)=0, czyli przy podanych zalozeniach
w przedziale otwartym (a,b) [2], znajduje si¢ co najmniej jeden pierwiastek réwnania f(x)=0.

Biorgc rézne wartosci a i b mozna zawsze otrzyma¢ wystarczajaco waski przedziat,
w ktérym bedzie tylko jeden pierwiastek rozpatrywanego rownania. Metode graficzng stosuje
sig, jezeli rtGwnanie mozna przedstawi¢ w postaci fi(x)=f2(x), przy czym wykresy funkcji fi(x)
1 f2(x) mogg by¢ fatwo sporzadzone. Wtedy pierwiastki rzeczywiste [8,9] réwnania sg réwne
odcigtym punktéw przecigeia krzywych y=fi(x) i y=fa(x). O wspélczynnikach wystepujacych
w rownaniu zakladamy, ze sa rzeczywiste [1].

Mozna roéwniez pozostajgc przy rozwazaniu réwnania w postaci f(x)=0 bada¢ przebieg
funkcji y=f(x) i na tej podstawie stara¢ si¢ okresli¢, w ilu punktach funkcja ma miejsce
zerowe [4] 1 gdzie si¢ one w przyblizeniu znajdujg. Przypomng, ze podstawa naszego
rozwazania jest przy tym twierdzenie o funkcji ciagtej [6,7], ktdra przybierajagc w punkcie
a wartos¢ ujemng, w punkcie b warto$¢ dodatnia (b>a) albo odwrotnie, przyjaé musi
w przedziale (a,b) wartos¢ zero. Oznacza to, ze w tym przedziale réwnanie f(x)=0
ma co najmniej jeden pierwiastek.

Reasumujgc, metody przyblizonego rozwigzywania réwnania f(x)=0 w istocie swej
polegaja na znalezieniu przedziatu [a,b], wewnatrz ktérego lezy doktadnie jeden pierwiastek
réwnania, a nast¢pnie na stopniowym zacies$nianiu tego przedziatu. Poczatkowy przedziat,
w  ktorym znajduje si¢ pierwiastek, okreslamy zwykle na podstawie wykresu
lub tablicy wartosci funkcii.

Ad2.
1. Metoda ,,regula falsi”’

Nazwa metody pochodzi od facifiskich stéw: regula — linia i falsus — fatszywy; jest
to zatem metoda falszywego  zaloZzenia  liniowosci  funkcji.  Przyjmijmy,
ze w rozpatrywanym przedziale [a,b] réwnanie f(x)=0 ma dokladnie jeden pierwiastek, ze jest
to pierwiastek pojedynczy i ze f(a)< 0, f(b) >0 (f(a)-f(b)< 0). Mamy wyznaczy¢ przyblizona
wartos¢ pierwiastka x.
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Y4
r(b)

fixq)
{a)

rys. A

Oznaczmy przez A B punkty wykresu funkcji y=f(x) o odcietych odpowiednio
ab i polaczmy te punkty (rysunek powyzej), tzn. przez punkty A(a, f(a)) i B(b, f(b))
prowadzimy cigciwe o rdwnaniu [13]:

f(b)-f(a)
y-fla) = B2 (x - a)

Odcigta x1 punktu, w ktérym cigciwa AB przecina 0§ 0X, przyjmujemy za pierwsze
przyblizenie szukanego pierwiastka rownania f(x)=0 (przyblizenie polega zatem na przyjeciu
.fatszywego zalozenia”, ze krzywa jest w przedziale [a,b] prosta, stad nazwa tacinska ,, regula
falsi”.

Z powyzsze] zaleznosci wynika, ze:

_ __bra 1
x1 = a-f(a) T (1)

Jezeli f(x1)=0, to oczywiscie x; jest szukanym pierwiastkiem x i zadanie zostato
zakonczone.

Zat6zmy, ze f(x1)#0. Jezeli bedzie (tak jak na rysunku) f(xi)< 0, f(b) >0, to powyzszy
wzdr stosujemy w dalszym ciagu do przedziatu [x1, b] i obliczamy X, czyli jezeli przyblizenie
X1 nie jest wystarczajgco dokfadne, to przez punkt C (xi, f(x1)) oraz B prowadzimy nastepna
cigciwe. Odcigta x> punktu, w ktérym ta cigciwa przetnie 0§ OX da nam drugie przyblizenie
pierwiastka x. Jezeli przyblizenie Xx; jest nadal niewystarczajace, to przez punkty
B i D(x2, f(x2)) prowadzimy trzecig cigciwe, co daje nam trzecie przyblizenie x3 itd.

W ten sposob otrzymujemy kolejne wyrazy ciggu [6] przyblizen pierwiastka xi, x»,

X3,.-.5%n0.

W przypadku przedstawionym na rysunku prowadziliSmy druga cigciwe przez punkt
C(x1, f(x1)) oraz punkt B, poniewaz rz¢dna punktu B ma przeciwny znak niz f(x;).
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W metodzie ,, regula falsi” nalezy przyja¢ dodatkowe zatozenia tj.:
a) funkcja f(x) na przedziale [a,b] jest funkcja klasy C? [18],
b) pierwsza [ 14, 16] i druga [17] pochodna majg staty znak na tym przedziale.

Zatozenia te sg potrzebne migdzy innymi do ustalenia stalego punktu iteracji
(tzn. czy ,,nieruchomy” bedzie punkt A, czy punkt B).

Wobec tych zatozen wykres funkcji y=f(x) moze by¢ tylko jednym z czterech rodzajéw
przedstawionych na ponizszym rysunku.
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W naszym rozpatrywanym przypadku na przedziale [a,b] pochodne f'(x) i ’(x)
sg dodatnie (dla pozostatych przypadkéw rozumowanie jest analogiczne). Przy w/w
przyjetych zatozeniach krzywa y=f(x) jest skierowana wypukioscia w dét [19], zatem
w kolejnych przyblizeniach punkt B pozostaje nieruchomy (gdyby np. f'(x) >0 i £’(x)< 0
na przedziale [a,b], wowczas nieruchomy bylby punkt A).

Podsumowujgc, metoda ,,regula falsi” jest zbiezna [6] dla dowolnej funkcji ciaglej
na przedziale [a,b] (oczywiscie f(a)f(b)< 0), jezeli tylko pierwsza pochodna tej funkcji jest
ograniczona 1 rézna od zera w otoczeniu pierwiastka. Jezeli druga pochodna nie zmienia
znaku w rozpatrywanym przedziale, to ten koniec przedzialu, w ktérym f7f >0, jest statym
punktem iteracji- wszystkie cigciwy przechodza przez ten punkt. Wyznaczenie kolejnych
przyblizen xg, Xy,...X, pierwiastka réwnania f(x)=0 w przedziale [a, b] dokonuje si¢ wedlug
zaleznosci:
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1. gdy £’(x) f’(x) >0 dla x€[a,b], wtedy:

_¢ —a _ f bi— Xn
@ -t f(b) @) %we1 = X0~ 10y 75 "oy

1 x, jest ciagiem rosngcym [6].

2. gdy £(x) £’(x)< 0 dla x€[a,b], wtedy:

b—a —a
- = T T n+ f n/ cr N o~
Xy =l —IL0 f(b) — f(a) el = Gtn) f(x n) — f(a)

i (xy) jest ciggiem malejgcym [6].

Metoda ta (zwana tez metodg interpolacji liniowej [12]) dotyczy réwnan
algebraicznych, jak i niealgebraicznych o jednaj niewiadomej. Metoda nie daje od razu
duzych przyblizen i mniej nadaje si¢ do zastosowan. Jej wada jest stosunkowo powolna
zbieznosé.

2.Meoda Newtona

Metoda ,, regula falsi” polega na interpolacji liniowej funkeji [12], tj. na zastepowaniu
Jej wykresu przez lini¢ prostg. Wykres funkcji y=f(x) miedzy punktami A, B zastepowalismy
cigciwa AB, a pierwiastek x réwnania f(x)=0 jego wartoscig przyblizona x; otrzymang jako
punkt przecigcia cigciwy z osig OX.

Przyblizong warto$¢ pierwiastka réwnania f(x)=0 przy zalozeniu, ze na przedziale [a,b],
w ktorym polfozony jest pierwiastek, funkcja f(x) ma w koncach rézne znaki oraz pierwsza
i druga pochodna maja staty znak, mozna wyznaczy¢ tez metoda Newtona, zwana takze
metoda stycznych.

W interpretacji geometrycznej metoda Newtona polega na zastapieniu pierwiastka
o punktem przecigcia z osig OX stycznej [15] do krzywej y= f(x) w punkcie okreslonym
pewng wartoscig x dostatecznie bliska pierwiastka a (rysunek ponizej).

“ £'(x)>0,f(b)>0 B¢ _T




O funkcji f(x) zaklada¢ bedziemy, ze f(a)-f(b)< O oraz, ze ma ona w catlym przedziale
[a,b] druga pochodng [17], albo wszedzie dodatnig, albo wszedzie ujemna.
Przy tym zalozeniu, jak mozna dowies¢, funkcja f(x) ma doktadnie jedno miejsce zerowe
w przedziale [a,b].

Metoda Newtona polega na nastgpujacym postepowaniu:

Kreslge styczne w punktach A, B krzywej y=f(x), w ktérych odciete sa koncami
przedziatu [a,b], zauwazmy biorgc za podstawe powyzszy rysunek, ze z dwéch stycznych
tylko jedna (w punkcie B) przecina o§ OX dostatecznie blisko pierwiastka o. Oznaczmy punkt
przecigcia sig tej stycznej z osig OX przez x;, a punkt krzywej y=f(x) o odcigtej x, przez B;.
Rysunek orientuje, ze przez przecigcie si¢ z osig OX stycznej przeprowadzonej w punkcie
B;otrzymujemy x,, ktore jest doktadniejszym niz x; przyblizeniem pierwiastka a.. Oznaczajac
punkt krzywej o odcigtej x, przez B, i kreslgc w nim styczna, mozemy otrzymaé z kolei x,
ktore jest dokfadniejszym niz x, przyblizeniem pierwiastka o, itd. Tg droga wyznaczamy ciag
przyblizen (x,) [6] pierwiastka a. Oznaczmy przez X, ten koniec przedziatu [a,b], ktéry
przyjmiemy jako odcigta punktu stycznosci pierwszej z narysowanych stycznych i napiszmy
réwnanie stycznej [15] o tym punkcie stycznosci. Ma ono postac:

y = f(xo) = f'(x0) (x — %o)
Przyjmujac w powyzszym rownaniu y=0 znajdziemy:

f(xq) (2)
f'(x0)

x1= xO—

Jako punkt przecigcia stycznej z osig OX. Zastgpujac we wzorze x, przez x,, otrzymamy:

vy )
2T )

Ogolnie

Xpaq = Xy — % (0=0,123...) (3)

OtrzymaliSmy wzdr na podstawie ktérego bedzie mozna wyznaczy¢ przyblizenia
pierwiastka o réwnania f(x)=0 w przedziale [a,b]. Nalezy jednak zbadaé, ktéry z dwéch
koficéw przedziatu [a,b] mozna przyjagé we wzorze (2) jako X, oraz po ustaleniu tego
wykazac, ze wyrazy ciggu (x,) przedstawiaja zgodnie z rysunkiem coraz to doktadniejsze
przyblizenia pierwiastka o. Wyjasnia to sformufowane ponizej twierdzenie:
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Twierdzenie:

Zatézmy, ze funkcja f(x) ma druga pochodng dodatnia (ewentualnie
ujemng) w calym przedziale [ab] i ze jest f(a)-f(b)< 0. Oznaczmy przez
o jedyny pierwiastek rownania f(x)=0 w przedziale [ab], a przez
Xp ten z koncow przedzialu [a,b], w ktérym funkcja f(x) ma znak zgodny
ze znakiem jej drugiej pochodnej. W takim przypadku ciag (x,) okreslony
wzorem (3) jest rosnacy, jezeli xo=b. W kazdym przypadku:

lim x,, = a[6](patrzrys.B)
n— oo

Reasumujac, metoda Newtona polega na wyznaczaniu kolejnych przyblizen

Xy X15000. X

- gdy f'(x)-f”

pierwiastka rownania f(x)=0 w przedziale [a,b] z nastgpujacych zaleznosci:

(x)< 0 dla x€[a,b], wtedy:
=g ) e =y — JGn)
0 f’(a) n+1 n fi (Xn)

i (xy,) jest ciagiem rosnacym [6].

- gdy f’(x) - £’(x) > 0 dla x€[a,b], wtedy:

f(Xn
- E}Zi Xn+1 = Xn — ffg(( ;
f'(b) !

onb

i (x,) jest ciagiem malejacym [6].

3. Metoda zestawiajaca metody ,,regula falsi’’ i Newtona

Zestawmy obie metody przyblizonego rozwigzywania réwnan (poréwnajmy rysunki
A 1 B). Zauwazmy, ze jezeli w zaleznosci od znaku drugiej pochodnej obierzemy
dla zastosowania wzoru (2) prawy koniec przedziatu [a,b], tzn. przyjmiemy we wzorze
(2) xo = b, to stosujac jednoczesnie metodg , regula falsi”, tj, wzér (1) dla wyznaczenia

przyblizenia

o, otrzymamy nier0wnos¢ a;< o < xq (patrz rys. B). Wynika to z ksztaltu

krzywej o réwnaniu y= f(x) i z tego, ze w przypadku metody ,,regula falsi” postugujemy

si¢ cieciwa,

a w przypadku metody Newtona styczng. Otrzymujac liczby znajdujemy dwie

wartosci przyblizone pierwiastka jedng z niedomiarem, a drugg z nadmiarem, co umozliwia
ustalenie doktadnosci wyniku. Postepowanie mozna powtérzy¢ zastgpujac przedzial [a,b]

przedzialem

[@y,x1] (gdzie a@; jest przyblizeniem obliczonym metoda ,regula falsi”,

a x; metodg Newtona), itd. Otrzymujemy w ten sposoéb ciag przedziatéw zawierajacych
pierwiastek a.
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IV.,,Regula falsi” przez wieki

Zadania, ktore dzigki wspélczesnej symbolice zapisuje si¢ zwigzle w postaci: ax+b=c
i w konsekwencji fatwo dzi$ rozwigzuje, pojawiajg si¢ od zarania matematyki. W dawnych
czasach sprawialy jednak duze trudnosci. W najstarszych tekstach historycznych,
np. na tabliczce babilonskiej YBC 4669, znajdujemy takie zadania Zle rozwigzane.
Nie powinno to jednak dziwi¢. Techniki rachunkowe starozytnych nie radzily sobie dobrze
z niektérymi dziataniami, a nadto nie mieli oni zadnej ogélnej symboliki i nie potrafili
wypracowanych przez siebie sposobéw postgpowania wyrazic w sposéb ogélny. Mogli
jedynie liczy¢ na konkretnych liczbach, ogélne za$ sposoby postepowania wdrazali swoim
uczniom wylacznie przez przerabianie przez nich duzej liczby odpowiednich ¢wiczen. Nawet
proste réwnanie typu ax=c moglo im sprawia¢ trudnosci rachunkowe w przypadku,
gdy a byto utamkiem lub liczbg zlozong z czesci catkowitej i utamka. Zdumienie i podziw
budzi raczej to, ze juz jakie$ cztery tysigce lat temu pojawita si¢ oryginalna metoda, ktéra
pozwalata radzi¢ sobie z takimi i podobnymi zadaniami. Pod nadana jej pézniej tacinska
nazwg ,regula falsi” (po polsku: regufa / metoda fatszywej wartosci lub reguta / metoda
fatszywego polozenia) przetrwata ponad trzy tysigce lat, niemal do czaséw
nam wspofczesnych, dopiero bowiem poczynajac od XVIII wieku zaczgta tracié¢ na danym
znaczeniu. Istota tej metody polega na przyjeciu najpierw niepoprawnej odpowiedzi,
a nastepnie stosownej do warunkéw zadania jej modyfikacji. Celem autora artykutu jest
przedstawienie metody falszywej wartosci na kilku historycznych przypadkach.

Najstarsze znane teksty matematyczne pochodza z XVII wicku a.Ch.n. z dwéch
odlegtych krggéw kulturowych, Egiptu i Babilonii. Z Egiptu dotarty do nas z tamtych czaséw
fragmenty papirusow z Kahun, moskiewski papirus matematyczny i papirus Rhinda
(ten ostatni pochodzi wprawdzie z 1650r a.Ch.n., ale jest kopig tekstu o dwiescie
lat starszego). W kazdym z nich znajdujemy s$lady stosowania metody ,, regula falsi”
(np. w papirusach z Kahun w zadaniu K3 prowadzgcym do réwnania (1/ 2= 1/ 4)x=19,
a w papirusie moskiewskim w bardziej zlozonym zadaniu M19 prowadzacym do réwnania
(1+1/2)-x+4=10), najwiecej ich jednak w najobszerniejszym papirusie Rhinda i stamtad
Pan Roman Duda zaczerpngt przyklady, ktére omawia szerzej. W przytaczanych
oryginalnych tekstach stowa pogrubione pochodza z oryginatu, natomiast stowa w nawiasach
stanowia uzupetnienie autora artykulu, ulatwiajagce zrozumienie tekstu. Zastosowang
w niektérych zadaniach przez starozytnych metode , regula falsi” mozna sformulowaé
w nastepujacy spos6b: majgc réwnanie liniowe z jedng niewiadomg, przyjmowali najpierw
za t¢ niewiadoma odpowiednio dobrang i dogodng rachunkowo , fafszywg” wartosé,
a nastgpnie przez porOéwnanie otrzymanego wyniku z wynikiem podanym w zadaniu
i znalezienie wspoiczynnika proporcjonalnosci obliczali wartos¢ ,, prawdziwg”. Zdawali sobie
sprawe z ogllnosci stosowanych przez siebie metod, w niektérych bowiem zadaniach
papirusu Rhinda znajduje si¢ wskazowka: ,,i czy# tak samo z kazdym zadaniem jak to” .
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Z tego samego okresu, co tekst papirusa Rhinda, a wigc z XVIII wieku a.Ch.n.,
pochodzg takze liczne babilofiskie tabliczki klinowe, wykazujace wyrazne slady stosowania
tej samej metody ,, regula falsi”.

Matematyka grecka byta zdominowana przez geometrig, ale i w niej, a Scislej
u Diofantosa, znajdujemy metode ,, regula falsi”.

Pewna odmiana metody ,,regula falsi” pojawia si¢ takze w matematyce chinskiej
za czas6w dynastii Han. Swiadczy o tym pochodzace prawdopodobnie z IT wieku a.Ch.n.
jedno z najstarszych dziel matematycznych Chin, sktadajace sie z siedmiu rozdziatéw
i obejmujgce 246 zadan z rozwigzaniami. Rozdziat VII tego dzieta nosi tytut ,, Yong buzu”,
czyli ,,nadmiar — niedomiar” 1 jest poswigcony rozwigzywaniu zadan za pomoca metody,
ktérej podstawowa 1dea jest taka sama jak w metodzie ,,regula falsi”. W chinskim traktacie
stosuje si¢ ona mianowicie do rozwigzywania réwnan (najczesciej liniowych, najprostszej
postaci ax=c) i polega na tym, ze przyjmowane sa dwa falszywe rozwiazania, na podstawie
ktérych oblicza sig¢ prawdziwe.

Poswigcenie tej metodzie catego rozdziatu i 19 w nim zadan moze $wiadczyé
0 znaczeniu, jakie autor jej przypisywal, biorac zas pod uwage brak zywszych kontaktéw
cywilizacji chifiskiej ze Swiatem zewnetrznym, opisana w tym rozdziale metoda (na 19
przyktadowych zadaniach) byta zapewne osiagnigciem niezaleznym. P6zniej Fibonacci
nazwal ja reguta dwéch falszywych pozycji.

Poczynajgc od IX wieku regule dwoéch fatszywych pozycji znajdujemy u Arabéw,
a w XII wieku u Bhaskara w Indiach w jego ,, Lilavati”. Arabowie nazwali t¢ metode ,, regutg
dwdch falszow” 1 od nich poznali ja Europejczycy. Jednym z pierwszych byt Leonardo
Fibonacci a nastgpnie Luca Pacioli. Termin ten utrzymywal si¢ do XVI wieku. W swojej
ksigzce , Liber abaci” Fibonacci podjgt pierwsza prébe ogdlnego sformutowania metody
fatszywej pozycji. W starozytnosci i pézniej, jak o tym Swiadcza dawniejsze teksty, metode
przyswajano sobie drogg przerabiania duzej ilosci zadan. Fibonacci dokonat zasadniczej
zmiany pod tym wzgledem, polegajacg na podaniu ogélnego sformutowania i objasniajacego
je przyktadu. Byt to nowy rodzaj dydaktyki, dobrze zreszta wspdlgrajacy
z charakterystycznym dla matematyki europejskiej dgzeniem do ogdlnosci.

~Regula falsi” oraz jej odmiana diugo stuzyly matematykom do rozwigzywania
réznych zadan. Przykltadem sg zadania Clawiusa z 1583r. Podrecznik ten traktuje
o rachowaniu na liczbach catkowitych i ulamkach, czgsto z uzyciem jednej z tych regul,
prostej lub ztozone;.

W XVI wieku ciggle jeszcze nie bylo notacji algebraicznej i Clawius postugiwat
sig opisem stownym, zaréwno w sformutowaniu zadania, jak i péZniejszego postepowania,
wspierajac si¢ czytelnymi tylko dla wtajemniczonych rysunkami, pozbawionymi zreszta
ogo6lniejsze] wartosci.
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Wiek XVII przyniést juz przelom (geometria Kartezjusza, rachunek rézniczkowy
i catkowy Newtona i Leibniza), po ktérym matematyka rozwineta si¢ tak dynamicznie,
ze wiele z tych wczesniejszych metod odeszto w niepamig¢. ,, Regula falsi” bronita si¢ jednak
dlugo, bo w podrecznikach szkolnych mozna ja byto spotka¢ jeszcze catkiem niedawno.

Z uwagi na obszernos¢ materialu pozwalajacego zrozumie¢ metody rozwigzywania
przyktadowych zadan podanych przez autora artykulu, nie cytowalam ich tresci.
Zainteresowanym kolezankom i kolegom polecam w/w artykul, ktéry przedstawia metody,
tok myslenia starozytnych w rozwigzywaniu prostych réwnan liniowych jak réwniez ukladéw
dwoch 1 trzech réwnan odpowiednio z dwoma i trzema niewiadomymi z dodatkowym
elementem postepu arytmetycznego. Ten bardzo ciekawy artykul w pewnych momentach
wprowadza duzy usmiech, zaskoczenie 1 podziw.

Na zakonczenie jako ciekawostke zacytuje tres¢ zadania oznaczonego CCVII, 19
z matematyki chinskiej za czaséw dynastii Han, w ktérym mamy do czynienia z postepami
arytmetycznymi, co rzuca ciekawe historyczne $wiatlo na to  pojecie:
cyt.: ,,8q dwa konie, jeden mocny, drugi staby. Oba wyruszajg w droge z Czanganu do Ki,
ktora wynosi 3000 li. Mocny kon przechodzi pierwszego dnia 193 li i kazdego nastgpnego
dnia zwigksza dystans dzienny o 13 li. Staby kon przechodzi pierwszego dnia 97 li i kazdego
nastepnego dnia zmniejsza dystans dzienny o 1/ o li. Mocny koh dochodzi do Ki pierwszy
a nastgpnie wraca, by spotka¢ stabego konia. Ile dni uptynie, nim si¢ spotkajq i jakg odlegtosé
kazdy z nich przejdzie?”.

Autor artykutu Pan Roman Duda przedstawia tok myslenia i sposéb rozwigzania
zadania metodg dwoch falszywych pozycji, ktorej podstawowa idea jest taka sama
jak w metodzie ,,regula falsi”.
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V. ,,Regula falsi” i metoda Newtona jako metody numeryczne

W tej czesci pracy korzystajac z ksigzki Zenona Fortuny, Bohdana Macukowa i Janusza
Wasowskiego ,, Metody numeryczne” przedstawitam kilka informacji ogélnych dotyczacych
w/w zagadnienia. Z uwagi na temat wymagajacy sporej wiedzy matematycznej
1 informatycznej skupitam si¢ wylacznie na kwestiach bedgcych w zakresie materiatu szkoty
sredniej.

Metody numeryczne sg dziatem matematyki stosowanej. Gwaltowny rozw6j techniki
obliczeniowej spowodowal pojawienie si¢ istnej lawiny metod, umozliwiajacych
rozwigzywanie roznorodnych probleméw z dziedziny techniki, medycyny, ekonomii
itp. przy uzyciu komputeréw. Zdecydowana wigkszos¢ bardziej ztozonych zagadnien wymaga
opracowania indywidualnych metod ich rozwigzywania na komputerze. Niekiedy réznica
uzytej metody w stosunku do metody standardowej polega na drobnych pozornie zmianach
(np. nietypowe operowanie pamigcia operacyjna, zastosowanie przy pewnych pomocniczych
obliczeniach tzw. podwdjnej precyzji). Zmiany takie mogg przesadzi¢ np. o mozliwosci
rozwigzania danego zagadnienia za pomocg aktualnie dostgpnego komputera. Bywaja jednak
zagadnienia, do ktdrych rozwigzania nalezy opracowa¢ nowa metod¢. Powyzsze wzgledy
powoduja, iz stosowanie metod numerycznych w niezbgdnym zakresie jest pewnego rodzaju
sztuka, wymagajaca duzej wprawy (znajomoscia podstawowych dzialéw matematyki
Jak algebra, teoria funkcji, rachunek rézniczkowy i catkowy), a ponadto do wlasciwego
zrozumienia istoty algorytméw postgpowania, umiejetnos¢ programowania w jezyku Pascal
(lub Fortran). Rewolucja w sprzecie komputerowym oraz dostepnym oprogramowaniu
ostatnich latach spowodowala, iz obecnie programuje si¢ w zdecydowanej wiekszosci
w jezyku Pascal. Przy obliczeniach wykonywanych na maszynach cyfrowych bardzo waznym
elementem sa wystgpujace bledy: danych wejsciowych, obcigcia i zaokraglen. Btedy danych
wejsciowych wystepuja, gdy dane liczbowe wprowadzane do pamigci maszyny cyfrowej
odbiegaja od doktadnych wartosci tych danych, np. gdy dane wejSciowe s3 wynikiem
pomiaréw wielkosci fizycznych, mierzonych z pewnymi btgdami pomiaréw. Btedy obciecia
powstajg podczas obliczen na skutek zmniejszania liczby dziatan np. zastapienie wartosci
pochodnej funkcji jej ilorazem réznicowym. W trakcie obliczen pojawiaja si¢ bledy
zaokraglen, ktorych na og6t nie da si¢ unikng¢, chociaz mozna je zmniejszy¢ ustalajac
umiejgtnie sposéb i kolejnos¢ wykonywanych dziatan. Dzialami metod numerycznych
sg np. metody interpolacyjne i aproksymacyjne, metody rozwigzywania réwnan liniowych
i nieliniowych oraz ich uktadéw (wsréd nich metoda ,, regula falsi”, metoda Newtona) oraz
inne bardziej wyspecjalizowane, wymagajgce juz bardzo obszernej wiedzy matematyczne;.

W swoich ksigzkach Panowie Wiodzimierz Wrona i Zenon Fortuna, Bohdan Macukow,
Janusz Wasowski przedstawiaja najprostsza z metod przyblizonego rozwigzywania réwnan
z jedng niewiadomg nazwang ,,metodq potowienia” lub ,,metodq réwnego podziatu” albo
»metodq bisekcji”.
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Mamy dane réwnania f(x)=0, przy czym o funkcji f(x) zaktadamy, ze jest ciggla
na przedziale domknigtym [a,b], wewnatrz ktoérego znajduje si¢ doktadnie jeden pierwiastek
i na ktorego koncach wartosci funkcji f(x) maja przeciwne znaki (f(a)-f(b)< 0). Zadanie
polega na znalezieniu przyblizonej wartosci pierwiastka réwnania f(x)=0.

Aby go znalez¢, dzielimy przedziat [a,b] na potowy punktem x1=b:—a

Jezeli f(x,)=0, to x, jest szukanym pierwiastkiem, jesli zas f(x;)#0, to z otrzymanych
dwéch przedziatéw [a,x1] 1 [x1,b] wybieramy ten, na koncach ktérego funkcja f(x)
ma przeciwne znaki. Z kolei ten przedziat dzielimy na dwie polowy, ponownie badamy
wartos¢ funkceji f(x) w punkcie X2 i znaki funkcji f(x) na koncach otrzymanych przedziatéw
itd. W wyniku takiego postgpowania po pewnej liczbie krokéw albo otrzymamy pierwiastek
doktadny f(xn)=0, albo ciag przedzialéw takich, ze f(x;)f(xi+1)< 0, przy czym X oraz X
sa odpowiednio poczatkiem i koncem i tego przedziatu, a jego dtugosé:

1
% — % =§(b—a)

Poniewaz lewe konice ciaggu przedzialéw tworza ciag niemalejacy i ograniczony z gory,
a prawe kofice ciag nierosngcy i ograniczony z dotu, wigc z powyzszej zaleznosci wynika,
7e istnieje ich wspdlna granica g.

Podstawowa zaleta3 metody pofowienia oprécz jej duzej prostoty jest pewnosé,
ze w kazdym kolejnym kroku szukany pierwiastek lezy migdzy dwiema warto$ciami
zmiennej X, w ktorych funkcja f(x) zmienia znak. Wielokrotne powtarzanie obliczenn musi
doprowadzi¢ zatem do uzyskania wyniku z zadana doktadnoscia.

W pozostatych metodach przyblizonego rozwigzywania réwnan sprawa dokladnosci
otrzymanych przyblizen nie jest tak oczywista, a jej okreslenie jest znacznie trudniejsze.

Na zakonczenie tej czesci pracy chce przedstawi¢ przyktadowo, wylgcznie w celu
pogladowym jak przedstawia si¢ tekst programu obliczania przyblizonej wartosci pierwiastka
réwnania f(x)= 0 z zastosowaniem metody Newtona.

Znanym przyktadem zastosowania tej metody jest algorytm obliczania pierwiastka
kwadratowego. Pierwiastek kwadratowy z liczby dodatniej ¢ jest dodatnim pierwiastkiem
réwnania x>-c=0
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Tekst programu:

PROCEDURE NEWTON (VAR x:real; eps:real; n:integer; VAR err:byte);
VAR t,fx,fxx,dx,delta: real;
i: integer;

BEGIN

err:=0;

F(x,fx, fxx);
{ poczatek procedury iteracyjnej }
FOR i := 1 TO'n DO

BEGIN
IF £fx = 0 THEN EXIT;

IF (ABS(fxx) - 1.E-6) < = 0 THEN
BEGIN
err := 2;
EXIT;
END;
dx := fx/fxx;
t = X;

X 1= x - dx;
F(x,£fx,fxx);
{ badanie dokladnosci }
delta := ABS(x - t);
IF ABS(x) > 1 THEN delta := delta/ABS(x);
IF ABS(delta) <= eps THEN
IF ABS(fx) <= 100s=eps THEN EXIT;
END;
err := 1;
END;
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VI. Rozwiazanie przykladowego zadania

W tej czesci pracy w ramach ¢wiczen, przedstawi¢ proponowane do rozwiazania
zadanie przez Pana Wiodzimierza Wrong¢ w swojej ksiazce ,,Matematyka — czesé I.
Wybratam to zadanie, poniewaz dotyczy wielomianu o najwyzszym stopniu sposréd zadan
proponowanych przez autora.

Przedstawi¢ rozwigzanie zadania:

A. Metoda ,regula falsi”,
B. Metoda Newtona,
C. Metodg zestawiajgcg obie w/w metody.

Tres¢ zadania:
Obliczy¢ lezacy miedzy 0 i 1 pierwiastek réwnania: x’-2x°-10x2+1=0

Oznaczmy f(x)=x"-2x>-10x%+1
Sporzadzmy tabele wartosci tej funkcji.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

X
f(x) -14495 | -1790 | -103 -8 1 -10 25 1612 14177

1. Z twierdzenia wiemy, ze wielomiany sg funkcjami ciggltymi, a wiec pierwszy warunek jest
spelniony. Funkcja w przedziale [0,1] jest ciagla.

2. Warunek f(a)f(b)<0 jest spelniony w przedziale [0,1] (na koncach przedzialu, wartosci
funkcji majg przeciwne znaki). Zauwazmy, ze warunek ten spelniony jest réwniez
na przedziale [-1,0] 1 [1.2].

3. Z powyzszego warunku wynika, ze nasza funkcja w tych przedziatach ma przynajmniej
jedno miejsce zerowe, tzn. nasze rownanie ma przynajmniej jeden pierwiastek.

4. Pierwsza pochodna naszej funkcji (x)= 7x%-10x*-20x. Na koncach naszego przedziatu
[0,1] wartos¢ £ (x) wynosi: £°(0)=0, f’(1)=-23< 0, wiec w calym przedziale {’(x)< 0.

5. Jezeli £(x)< 0 to nasza funkcja w przedziale [0,1] jest malejaca.

6. Jezeli jest malejaca tzn., ze w naszym przedziale [0,1] przetnie 0§ 0X tylko jeden
raz (bedzie miafa jedno miejsce zerowe), a to oznacza, ze nasze réwnanie w tym punkcie
bedzie miafo jeden pierwiastek.

7. Druga pochodna naszej funkcji £(x)=42x-40x3-20. Na koncach naszego przedziatu [0,1]
przyjmuje wartosci: £7(0)=-20< 0, £’(1)= -18< 0, wigc w catym przedziale f’(x)< 0.

8. Jezeli I”(x)< O w naszym przedziale [0,1], to wykres funkcji jest w tym przedziale krzywa
wypukla od gory.
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Powyzsze warunki i zalozenia ilustruje ponizszy rysunek.

\Piarw astek réwnania f(x)=0, ktéry nalezy obliczy¢.
2 4 [ 8 10 12 14 16

f(x)

9. W naszym zadaniu f’(x)< 0 oraz f’(x)< 0, krzywa jest wypukta od géry, wigc znajduje
sie powyzej cieciwy AB, a poniewaz f(a)> 0, zatem w kolejnych przyblizeniach w metodzie
»regula falsi” punkt B pozostaje nieruchomy. Wszystkie kolejne cigciwy beda przechodzity
przez ten punkt.

10. Nasza funkcja f(x) jest klasy C* na przedziale [0,1]. Ma dwie ciggle pochodne
w tym przedziale.

11. Pierwsza 1 druga pochodna majg staly znak w tym przedziale.

12. W metodzie Newtona przez xo oznaczamy ten z koncéw naszego przedziatu [a,b]=[0,1],
w ktérym zgodnie z twierdzeniem funkcja f(x) ma znak zgodny ze znakiem jej drugiej
pochodnej. Poniewaz f7(x)< 0 oraz wartos¢ funkcji f(x) jest w tym punkcie réwniez mniejsza
od 0, (f(b)=t(1)= -10), wigc jako xo przyjmujemy wartos¢ réwng b (bo=1). Ciagg kolejnych
przyblizen (xp) jest malejacy.

13. Dla przejrzystosci tekstu kolejne przyblizenia w metodzie ,, regula falsi” oznaczytam jako
XnF, @ W metodzie Newtona Xnn , gdzie n€N.

14. W rozwigzaniach zadania, aby nie rozbudowywac¢ ich objgtodci prostymi przeliczeniami
podatam koncowe ich wyniki.
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A. Metoda ,,regula falsi”

f(x) = x"-2x3-10x2+1=0 = a-f(a)

f(b) f(a)

1. Mamy przedziat [a,b] = [0,1]

a=0, b=1, f(a)=1, f(b)=-10
XQF = 0,09(09)

Mamy przedziaty [0; 0,09(09)], [0,09(09); 1]. Dla ulatwienia obliczen wezmy przedziaty
[0; 0,01], [0,1; 1]£(0,1)=0,9 >0, f(1)=-10< 0

a wigc pierwiastek znajduje si¢ w przedziale [0,1; 1]

2. Mamy xoe= 0,1; b=1; f(xor) = £(0,1) = 0,9; f(b)= £(1)= -10

i = o= T = 0,17431; f(x;F) = £(0,17431)= 0,69588 >0; f(b) = -10< 0

XoF
f{b) f(xo )
a wigc pierwiastek bedzie w przedmaie [0,17431; 1]

W dalszej kolejnosci stosujac powyzsza metode mozemy obliczaé kolejne przyblizenia
pierwiastka Xor, X3F,..., Xor do momentu uzyskania wyniku z zadana doktadnoscig.

Pan Eustachy Tarnawski w swojej ksigzce pisze, ze poréwnujac wartodci funkcji
w punktach skrajnych przedziatlu, mozna tatwo dostrzec, do ktérego z tych punktéw bedzie
bardziej zblizony szukany pierwiastek réwnania. W wyniku takiej analizy zmniejszamy ilo$é
dokonywanych obliczen, a tym samym zwigkszamy szybko$¢ uzyskania zadanego
rozwigzania zadania ta metoda. W naszym przypadku pierwiastek réwnania 0,17431< xp< 1.
Skoro £(0,17431)= 0,69588, a f(1)= -10, wigc szukany pierwiastek xr lezy blizej wartosci
0,17431.

3. W zwiagzku z powyzszym w obliczeniu kolejnego przyblizenia pierwiastka przyjmijmy
przedziat [0,3; 0.4].

Mamy teraz a = 0.3; b = 0,4; f(a) = 0,09536; f(b) =-0,61884
f(a) = £(0,3) = 0,09536 >0; f(b) = £(0,4) = -0,61884< 0

a wigc pierwiastek faktycznie bedzie znajdowat sie w przedziale [0,3, 0,4]

— f(a) F=0,31334

f(b) f( )
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4. Przyjmijmy kolejny przedziat jako [0,31; 0,32]

Mamy a=0,31; b = 0,32; f(a)=0,033(5); f(b) =-0,03036
f(a)= £(0,31) = 0,033(5) >0; f(b)= £(0,32) = -0,03036< 0

wiec pierwiastek rownania bedzie znajdowat si¢ w przedziale [0,31; 0,32]

bﬁ
Xip=a— f(a)m =0,31525

5. Przyjmijmy kolejny przedziat jako [0,31525; 0,31530]
Mamy a= 0,31525; b= 0,31530, f(a)= 0,00029, f(b)= -0,0000625
f(a)= 1(0,31525)= 0,00029 >0; f(b)= £(0,31530)= -0,0000625< 0

wigc pierwiastek rownania znajduje si¢ w przedziale [0,31525; 0,31530]

b-a
f(b)—f(a)

X4F = a— f(a) = 0,31529; £(0,31529)= 0,0000015

Pierwiastek rownania wynosi 0,31529

Zauwazmy, ze:
1. Po kolejnych przyblizeniach otrzymalismy wartosci:
xor = 0,09(09); x1r = 0,17431; x2r = 0,31334; x3r = 0,31525; x4r = 0,31529

Ciag (Xor, X1F, X2F, X3F, X4F) jest ciagiem rosnacym, zgodnie z zaleznoscia przedstawiona
w czesci Il pracy cyt. ,, Gdy f'(x)-f"(x) >0 dla x€[a,b], wtedy (x.) jest ciggiem rosngcym”

2. Przy obliczaniu drugiego przyblizenia skorzystaliSmy z zalozenia Pana Eustachego
Tarnawskiego. PrzyspieszyliSmy zbiezno$¢ ciagu (xur) do wartosci pierwiastka réwnania
zxXir=0,17431 do xor= 0,31334.

Nie korzystajac z tego zatozenia ilos¢ krokéw przyblizen bytaby wieksza.

Od przyblizenia xor do x4r nie korzystaliSmy z zawezania przedziatu [a,b]. Zbiezno$é ciggu
(xnF) — od X2F do x4F (do rozwigzania zadania) ulegta spowolnieniu.
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B. Metoda Newtona

g — b0 f(x)=x"-2x>-10x2+1=0 f(x)=7x5-10x*20x  f’(x)=42x5-40x3-20
fr(xq)
£(0)=0 £°(0)= -20; £(1)=-23; £(1)=-18

Wiec £’ (x)< 0, £°(x)< 0 w naszym rozwazanym przedziale [a,b] = [0,1].

W zadaniu jako punkt X przyjmujemy zgodnie z twierdzeniem ten z koncéw przedziatu
[a,b], w ktérym funkcja f(x) ma znak zgodny ze znakiem jej drugiej pochodnej. Druga
pochodna f’(x)< O w przedziale [a,b], nasza funkcja f(x) ma warto$¢ ujemng w punkcie b,
a wigc nasze xo=1. Ciag (xnn) zgodnie z tym twierdzeniem begdzie ciagiem malejagcym.

W zwiazku z powyzszym pierwsze przyblizenie wynosi:
f(b)

L xin = b - 5ok =0,56522; f(b) = f(1) = -10; £ (b) = (1) = -23

2. Przyjmijmy xin= 0,56

O :(("11”)) = 0,37376; f(x1v) = £(0,56) = -2,22887; " (x1n) = £(0,56 = -11,96752

3. Przyjmijmy xan= 0,37

Co—— fff("zz”)) = 0,31954; f(xax) = £(0,37) = -0,38195; £ (xax) = £(0,37) = -7,56948

4. Przyjmijmy x3n= 0,319

D SO :‘(XZN)) 0,31531; f(xan) = £(0,319) = -0,02387; £ (x3n) = £(0,319) = -6 4765

5. Przyjmijmy x4n= 0,31531

N—— f(("‘“‘” = 0,31529; f(xan) = £(0,31531) = -0,00013; £ (xan) = £(0,31531)= -6,398 14

1(0,31529)=0,0000015

Pierwiastek rownania wynosi 0,31529
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C. Metoda zestawiajgca obie metody

f(x)=x"-2x3-10x2+1=0 £ (x)=7x5-10x*-20x £(x)=42%5-40x3-20
—f(a) X = = ) s T, (XnF) jest ciagiem rosnagcym
f(b) f(a) R =0 0 o) —f(xp)
f(b) f(xa) L .
Xon =b — £ XpeiN = Xp — f’((xTﬂn) (XnpN) jest ciagiem malejgcym

1. Mamy przedziat [a,b]=[0,1], £ (X)< 0, {'(x)< 0, ' (x)f"(x) >0,
a=0; b=1; f(a)=1; f(b)= -10; xor=0,09(09); xon=0,56522; f’(b)= -23
2. Przyjmijmy dla utatwienia xor=0,1; xon=0,5. Mamy przedzial [Xor, xon]=[0,1;0,5]

X1F= XoF — T(XoF) % f(xor)=£(0,1)=0,89998=0,9 >0;

f(xon)=1(0,5)=-1,44531= -1,44<0

f(X(]N )

x1,=0,25385. Przyjmijmy xir= 0,26, XiN=XoN — P Gton)

=0,36306.; f'(xon)= £(0,5)= -10,51566

3. Mamy teraz przedzial [xiF, xin]=[0,25385; 0,36306]

X2F=X1F — [(X1F) ﬁ%, f(x1r) = 1(0,26) = 0,3217 >0; f(x1n) =£(0,35) = -0,23486< 0

fxamw)

X2r=0,31202, Xon =X |IN — FrGan) 5
1N

=0,31709; £’ (xin) = £(0,35) =-7,13712

4. Mamy przedziat [x2F, x2n]= [0,31202; 0,31709]

X3r=XaF — f(X2¥) ;% f(x2p) = £(0,31202) =0,02087 >0:

f(x2n) = £(0,31709) = -0,01158<0

(XZN) -

X = 0,3 1528, X3N = X2N — f’(

=0,31529, ' (xan) = £7(0,31709) = -6,43569

£(0,31529)= 0,0000015

Pierwiastek réwnania wynosi 0,31529
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W kazdej z 3 zastosowanych metod uzyskaliSmy ten sam wynik.

Odpowiedz do zadania:

Pierwiastek réwnania x’-2x>-10x?+1=0 w przedziale miedzy 0i 1 wynosi 0,31529.

Prawidlowos¢ uzyskanego rozwigzania zadania sprawdzimy obliczajac warto$¢ funkcji
f(x)= x"-2x>-10x+1 w tym punkcie:

£(0,31529) = 0,0000015
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VII. Podsumowanie i wnioski

1. Pan Wilodzimierz Wrona w swojej ksigzce , Matematyka — czesé I” zadat dwa pytania,
na ktore czytelnik w ramach ¢wiczen ma udzieli¢ odpowiedzi:

a) Czy dla rozwigzania réwnania f(x)=0 metoda ,regula falsi” konieczne jest istnienie
pierwszej pochodnej funkcji f(x)? Dlaczego badamy znak pierwszej pochodne;
w odpowiednim przedziale?

b) Czy z tego, ze I(x) >0 w [a,b] wynika juz, ze f’(x) jest statego znaku w [a,b]?
Ad a) Moja odpowiedz jest przeczaca — nie jest konieczne.

W metodzie ,, regula falsi” koniecznymi zalozeniami sa, aby funkcja f(x) w przedziale
[a,b] byla: okreslona, ciagta, monotoniczna i na krancach przedziatu [a,b] przyjmowata
wartosci ré6znych znakéw (f(a)- f(b)< 0).

Znak pierwszej pochodnej w odpowiednim przedziale badamy w nastepujacych celach:
- ustalenia, czy w rozpatrywanym przedziale [a,b] réwnanie posiada tylko jeden pierwiastek,

- ustalenia, czy krzywa jest wypukta od géry, czy od dotu (to ustalenie dokonuje sie wspélnie
z okresleniem znaku drugiej pochodnej),

- ustalenia w metodzie , regula falsi”, ktéry z punktéw A czy B pozostaje nieruchomy
(to ustalenie dokonuje si¢ wspélnie z okresleniem znaku wartosci funkcji w tym punkcie oraz
znaku jej drugiej pochodnej),

- oszacowania bledu uzyskiwanych przyblizen.
Ad b) Moja odpowiedz jest przeczaca — nie wynika.

Zadane pytanie nalezy rozpatrzy¢ w dwoch przypadkach:
- jezeli £7(x) >0 w [a,b] => f"(x) >0 w [a,b] lub jezeli £’(x) >0 w [a,b] => I’ (x)< 0 w [a,b].

Mamy wiec wykaza¢, ze moze zaistnie¢ nastepujacy przypadek:
- jezeli £(x) >0 w [a,b] =>"(x) >01i £’ (x)< 0 w [a,b].

Potwierdzenie takiej sytuacji przedstawie na prostym przyktadzie réwnania f(x)=0.
Niech f(x)=x?

Miejscem zerowym tej funkcji jest xo=0

Pierwiastek réownania x*=0 wynosi 0

E(%)=2x; T'(x)=2
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Przyjmijmy, ze rozpatrujemy przedziat [a,b] =[1,-1], w ktérym znajduje si¢ miejsce
zerowe funkgcji f(x)= x? i zarazem pierwiastek réwnania x’= 0.

Druga pochodna funkcji £’(x)= 2 jest w przedziale [a,b ]>0.
Pierwsza pochodna funkcji £'(x) w przedziale [-1,0] jest <0, a w przedziale [0,1] >O0.

2. Analizujgc rozwigzania przykladowego zadania trzema metodami stwierdzam,
ze zbieznos¢ do wartosci pierwiastka réwnania z zadang dokladnoscia w metodzie ,, regula
falsi” jest najwolniejsza. Najszybszg zbiezno$¢ i zarazem wynik zadania uzyskaliSmy
w metodzie zestawiajacej metode ,, regula falsi” i metode Newtona.

3. Zauwazmy, ze w praktyce rozwiazanie zadania polegajacego na obliczeniu pierwiastka
rownania f(x)=0 metodami przyblizonymi ,, regula falsi” i Newtona, nie stanowi wigkszego
problemu. Na podstawie np. wykresu funkcji, tabelki wartosci funkcji lub przeksztatcania
do rownowaznej postaci, wyznaczamy przedzial, w ktérym znajduje si¢ pierwiastek réwnania.
Nastepnie korzystajagc z jednego wzoru wynikajacego z réwnania siecznej (w metodzie
regula falsi”) oraz réwnania stycznej (w metodzie Newtona), podczas kolejnych iteracji
poprawiamy przyblizenie pierwiastka. Obliczenia konczymy, jezeli uzyskamy wartosé
pierwiastka z satysfakcjonujacg nas dokfadno$cia. Zadanie wigc mozna rozwiazaé w tzw.
,»8poséb mechaniczny”. Nie w tym jest jednak cel i sens. Matematyka jest nauka, ktéra
nie opiera si¢ na ,,mechanicznym sposobie myslenia”, lecz na pelnym zrozumienia tematu
od poczgtku do konca, nie ma mowy o zadnych tzw. ,, brakach wiedzy” w etapach posrednich.

4. Temat pracy wykracza co prawda poza zakres nauczania matematyki w szkole $redniej.
Powody wyboru wyjasnitam w czgdci wstepnej. Zaréwno w matematyce jak i innych
dziedzinach nauki poruszane sg zagadnienia, ktére w poczatkowej fazie przerazajg skala
trudnosci w ich zrozumieniu. Jednak po wigkszym skupieniu i ponownej analizie okazuje
sig, ze praktycznie zdecydowana wigkszo$¢ pojeé i okreslen jest nam znana z nauki w szkole
lub jest kwestig przypomnienia materialu z lat wczesniejszych. Taka sytuacja miata miejsce
w moim przypadku. W efekcie stwierdzitam, ze ,nie taki diabet straszny”. A takich
zagadnien w matematyce i tematéw prac godnych zainteresowania i zaprezentowania jest
jeszcze mndstwo.

5. Praca w swojej tresci jest obszerna. Najwigcej informacji poswigcitam na przypomnieniu
poje¢ i okreslen niezbgdnych do zrozumienia zagadnienia. Tylko takie rozwiazanie wedlug
mnie gwarantuje osiagni¢cie zamierzonych celow:

- skumulowa¢ wszystkie niezbedne informacje w jednym opracowaniu (unikngé koniecznosci
korzystania z 16 pozycji literaturowych),

- unikna¢ ,, mechanicznego toku myslenia”,

- skierowac pracg do kolezanek i kolegéw, nie tylko tych, ktérzy interesuja si¢ matematyka,
ale réwniez takich, ktérzy chociaz w pewnym stopniu , czujg sympatie do tej nauki”.
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