Kacper Blachut klasa VIic

Szkota Podstawowa nr 5 im. Konfederacji Tatrzanskiej,
ul. Orkana 17, 34-400 Nowy Targ

Opiekun: mgr Monika Parzygnat




Dane kontaktowe

Szkota:

Szkota Podstawowa nr 5 w Nowym Targu im. Konfederacji Tatrzanskiej
ul. Wt. Orkana 17 34-400 Nowy Targ

tel. 182662574 email: sp5@nowytarg.pl

Opiekun:

mgr Monika Parzygnat

tel. 788 601 231 email: monikabochnak94@gmail.com
Autor:

Kacper Bfachut
tel. 601 22 32 31 email: kacper.blachut@gmail.com

Kacper Bfachut — Funkcje str. 2


mailto:sp5@nowytarg.pl
mailto:monikabochnak94@gmail.com
mailto:kacper.blachut@gmail.com

Wstep

Po raz trzeci prébuje zmierzy¢ sie z wymysleniem tematu mojej pracy
w Matopolskim Konkursie Prac Matematycznych organizowanym przez Krakowskie
Mtodziezowe Towarzystwo Przyjaciét Nauk i Sztuk w Centrum Mtodziezy im. dr H. Jordana
wspodlnie z Oddziatem Krakowskim Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Znowu mam
ogromny ktopot. Pierwsza praca byta o nieskoficzonosci. Zajmowatem sie w niej miedzy innymi
réznymi paradoksami zwigzanymi z tym pojeciem. Na przyktad dowodzitem, ze nieskoriczona
suma wszystkich liczb naturalnych, nie dos¢, ze nie jest nieskoriczonoscig, to jest utamkiem
i do tego ujemnym (1+2+3+4+ - = —%). Druga miata by¢ jakby rozszerzeniem
pierwszej i traktowac o ciggach nieskonczonych. Nic z tego nie wyszto. Wygrata druga z moich
pasji (pierwszg jest oczywiscie matematyka ) — kostka Rubika. A wifasciwie pisatem
o kombinatoryce. Nie zajmowatem sie algorytmami ukfadania kostki, ale liczytem, ile jest
mozliwych utozen takich uktadanek (dotyczyto to nie tylko zwyktych kostek sze$ciennych -
2x2x2, 3x3x3, 4x4x4, ale takze nieszesciennych ,,rubikdow”). Myslatem, ze w takim razie w tym
roku powrdce do poprzedniego pomystu o ciggach i nie bedzie ktopotu. Niestety — ktopot
jednak byt i nie chciat odejs¢. Im bardziej wgryzatem sie w ciaggi, tym mniej mnie to wciggato.
A z doswiadczenia wiem (mimo, ze jestem mtodym cztowiekiem, to jakies tam doswiadczenie
posiadam), ze jak mnie co$ nie interesuje, tak na sto procent, to nic z tego nie wyjdzie.
Postanowitem odpusci¢. Mam jeszcze troche czasu — myslatem — moze cos samo przyjdzie.
Powrdécitem wiec do moich statych zaje¢ pozaszkolnych tzn. przeglgdania Internetu
w poszukiwaniu ciekawostek matematycznych. Przegladnatem naprawde wiele stron, ale nic
nie wzbudzato mojego entuzjazmu. Byty tam liczby perfekcyjne, byto OEIS Online
Encyclopaedia of Integer Sequences, Fourier Transform. Znalaztem nawet tzw. eban numbers.
Liczby, ktére w nazwie (angielskiej) nie zawierajg litery e — czego to ludzie nie wymyslg!
Probowatem nawet przegladac ksigzki! Przychodzito mi to z duzym trudem, mimo ze moja
ciocia pracuje w miejskiej czytelni i wtasciwie miatem nieograniczony dostep do ksiegozbioru.
Nie oszukujmy sie, naleze do pokolenia wujka Google’a i cioci Wikipedii z dalekim kuzynem
YouTubem. W prezentacjach, ktdre przygotowuje do szkoty w bibliografii trudno znalez¢ jakies
wydawnictwa, za to petno jest www, http:// i org. Na razie ksigzki porzucitem. Moze pdzniej,
jak podejme jakis temat — myslatem uruchamiajac po raz kolejny przeglgdarke Chrome.

W tym roku w szkole doszty mi nowe przedmioty, w tym fizyka i chemia. Pisze o tym,
gdyz oboma tymi przedmiotami juz sie wczesniej interesowatem. Kiedy$ nawet zdotatem
przebrna¢ przez dwa pierwsze rozdziaty ksigzki Michio Kaku Hiperprzestrzen. Wszechswiaty
rownolegfte, petle czasowe i dziesigty wymiar. Niestety, potem zaczety sie schody. Miatem za
mato wiedzy. Ale do rzeczy. Przy przygotowywaniu prezentacji na fizyke dotyczacej predkosci
i przyspieszenia znalaztem ciekawg rzecz. Otéz przeczytatem, ze predkos$é jest pochodng
odlegtosci, przyspieszenie jest pochodng predkosci. Zaczatem szukac dalej i co znalaztem?
Zryw jest pochodng przyspieszenia, a udar jest pochodng zrywu. | to wszystko w czasie.
Pochodna, pochodna, pochodna ... A c6z to takiego? Zapytatem szybko Taty (nie miatem czasu
szukaé¢ w sieci - przeciez prezentacja byta na jutro). Pochodna to miara szybkosci zmian
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wartosci funkcji wzgledem zmian jej argumentow - odpowiedziat powaznie, po czym sie
rozesmiat, widzagc moja mine. Aby zrozumiec, co to jest pochodna, musisz zaczg¢ od funkcji,
inaczej nic z tego nie bedzie - dodat.

Nastepnego dnia po powrocie ze szkoty zaczatem przegladac sie¢ w poszukiwaniu opisu
funkcji. Okazato sie, ze to temat rzeka, bardzo obszerny. Dziedzina, przeciwdziedzina, wykresy,
ekstrema, badanie przebiegu zmiennosci, pochodne, catki — to tylko niektére pojecia jakimi
zasypywat mnie Internet. Aby to wszystko usystematyzowac zaczatem od wykreséw. Jestem
wzrokowcem i lepiej do mnie trafia wiedza poprzez oczy, niz przez uszy.

Przegladajac sie¢ dotartem do stron geogebry (https://www.geogebra.org/graphing),
a potem WolframAlpha (https://www.wolframalpha.com), aby zakoriczy¢é na Desmos
Graphing Calculator (https://www.desmos.com/calculator). To byto ciekawe! Niektére
przyktady z Desmos’a byty wrecz fascynujgce! Skoro wykresy funkcji sq takie ciekawe, to cata
reszta tez taka musi by¢ — pomyslatem podejmujac decyzje. FUNKCJE. Taki bedzie temat mojej
trzeciej pracy. Zaczatem zbiera¢ materiaty. Bywato réznie. Czasami wszystko trafiato do mnie
bez trudu, ale innym razem kompletnie nie rozumiatem, o co w tym wszystkim chodzi. Bywaty
chwile zwatpienia, ale tez radosci, kiedy wreszcie zrozumiatem jakis trudny problem. Ale
najbardziej fascynowaty mnie wykresy funkgji i to nie tylko w ukfadzie kartezjariskim.

Powrdce do ksigzek. Staratem sie znalei¢ jakies wydawnictwa (oczywiscie przez
Google), ktére w sposdb ogdlny opisywatyby moj temat, ale gdy dotartem do tytutéw: Miejsce
i funkcje reklamy w zespole elementdéw aktywizacji sprzedazy, czy tez Stréj gorali Beskidu
Slgskiego: funkcje spoteczno-kulturalne datem sobie spokdj. Moze pdzniej ...

Wszystko co udato mi sie zebrac i zrozumiec staratem sie przela¢ na karty niniejszej
pracy. Czy mi sie udato? Ocenicie Panstwo sami.
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SZKOLA PODSTAWOWA NR 5
im. Konfederacji Tatrzanskiej Nowy Targ, 11.02.2019r.

34-400 Nowy Targ, ul. Wh. Orkana 17
tel. 18 266 25 74, 18 264 10 80

NIP 735-12-87-203, REGON 480658381 |N FORMACJA NAUCZYCI ELA

Kacper jest uczniem klasy sidédmej. Juz po raz trzeci startuje
w Matopolskim Konkursie Prac Matematycznych. W roku szkolnym 2016/2017
zajat Il miejsce piszac pracg na temat nieskoriczono$ci natomiast w 2017/2018
zajat | miejsce przedstawiajgc swoje zainteresowania na temat kostek Rubika.

Wszystkie prace pisemne Kacpra sg wykonywane bezbtednie, zadania
o podwyzszonym stopniu trudnosci wykonuje bez zadnych problemoéw.
Rozwigzania zadan sg zawsze szczegdtowe i bardzo precyzyjne. Uczen
preferuje prace samodzielng, jednak chetnie dzieli sie¢ swojg wiedzg
i doswiadczeniem z innymi uczniami.

Kacper brat udziat takze w innych konkursach matematycznych:

e w Matopolskim Konkursie Matematycznym przeszedt do etapu
rejonowego,

e w miedzyszkolnym konkursie ,, Niepodlegtos¢ w liczbach” zajat Il miejsce
w kategorii klas VI — VIII,

e w konkursie matematycznym ,Kangur”,

e -w konkursie matematycznym ,, Krakowska Matematyka”

Uczen ciaggle poszerza swojq wiedze i umiejetnosci matematyczne, rozwija
swoje zainteresowania, a takze szuka nowych problemoéw do rozwigzania. Jesli
zaciekawi Go jaki$ temat to dazy do tego, aby sie dowiedzie¢ o nim jak
najwiecej. Przyktadem jest ta praca, ktérg napisat samodzielnie.

W pracy konkursowej wykorzystat duze wiadomosci i umiejetnosci, ktore
posiada i ciggle poszerza. Opierat sie na bibliografii dotgczonej do pracy.

L foru [®) ?C?)' | j not

Monika Parzygnat
telefon: 788 601 231
email: monikabochnak94@gmail.com
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Definicje

Co to jest funkcja? Najczesciej spotykatem sie z takg oto definicja:
Funkcjg nazywamy przyporzadkowanie kazdemu elementowi jednego zbioru

dokfadnie jednego elementu drugiego zbioru.

Jak to zwykle robie z nowymi matematycznymi pojeciami sprébowatem wyobrazi¢
sobie jakis przyktad. Wezmy podzbiér uczniow mojej klasy oraz podzbiér tawek w naszej sali.
Czy takie przyporzagdkowanie jak rysunku 1 mozna nazwac funkcjg?

4 il
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i P i
13}
rys. 1

Zobaczmy: kazdemu elementowi lewego zbioru (uczniowi) odpowiada dokfadnie jeden
element prawego zbioru (tawka). Zgodnie z powyzszg definicjg jest to funkcja. Popatrzmy na
inne przyktady i sprobujmy okresdli¢ czy takie przyporzagdkowania spetniajg warunki okreslone
w definicji funkcji.
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Przyktad na rysunku 2 rdézni sie od poprzednika, ze liczba tawek jest wieksza niz liczba
uczniéw. Jeden element zbioru po prawej pozostaje ,pusty”. To takze jest funkcja. Dlaczego?
Kazdemu elementowi zbioru po lewej odpowiada doktadnie jeden element zbioru po prawe;j.
Definicja funkcji nic nie méwi o tym, ze w zbiorze wynikowym muszg by¢ ,wskazane” wszystkie
elementy.

IdZmy dalej i weZmy nastepny przyktad.
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Tym razem w zbiorze po prawej mamy jeden element wiecej niz w pierwszym
przyktadzie. Czy jest to funkcja? NIE. Nie kazdemu elementowi z pierwszego zbioru
przyporzadkowany jest element drugiego zbioru.

rys. 4

Na rysunku 4 kilku uczniéw zostato przyporzagdkowanych do jednej tawki. Czy jest to
funkcja? TAK. Definicja nic nie mowi, o tym, ze réznym elementom zbioru nie moga
odpowiadad te same elementy zbioru drugiego. Popatrzmy na rysunek powyzej i zauwazmy,
ze: kazdemu elementowi jednego zbioru odpowiada doktadnie jeden element drugiego.

T
# 2|
K i i
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rys. 5
W powyzszym przyktadzie zauwazmy, ze jednemu uczniowi odpowiadajg dwie rézne
tawki. Czy to jest funkcja? NIE. Definicja méwi wyraznie, ze jednemu elementowi pierwszego
zbioru odpowiada doktadnie jeden element zbioru drugiego.

Po tych przyktadach juz jestem madrzejszy .

Ogélnie mozemy narysowac tak:

X y

X y ¥
X - Y
X "y
X y

rys. 6
Kazdemu elementowi zbioru X odpowiada doktadnie jeden element zbioru Y (ale nie
na odwrat). Zbior X jest nazywany dziedzing funkgcji, a zbior Y zbiorem wartosci funkcji.

Tak wiec dziedzina funkcji to: to zbiér wszystkich argumentéw funkcji, inaczej mozna
powiedzieé, ze jest to zbidr tych x -Ow dla ktérych okreslona jest funkcja.

A przeciwdziedzina to zbiér zawierajacy zbidr wartosci funkgji.
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Odwotujac sie do poprzedniego rysunku moéwimy, ze funkcja f przyporzadkowuje
elementom zbioru X elementy zbioru Y i zapisujemy to nastepujgco:

f: X 9 Y inaczej y - f(X)
Zbiér X to dziedzina, a zbidr Y to zbidr wartosci funkcji f.

Jedli dziedzina X jest skonczona, to aby okresli¢ funkcje wystarczy wymienic jej
wszystkie pary: argument -> wartos$¢ (x, y). Mozna to zrobi¢ za pomoca np. takich rysunkéw
jakie zamies$citem na poprzednich stronach. W takich funkcjach nie ma nic interesujgcego
(przynajmniej dla mnie). Ciekawie zaczyna by¢ dopiero, gdy zajmiemy sie funkcjami
liczbowymi. Mozna je zdefiniowaé w sposdb analityczny, za pomoca wzoréw, np.

y=2x+1, y=3x*+2x+1, vy=sin(x).

W takich przypadkach mozemy troche zmieni¢ definicje funkcji i zamiast méwic
o relacjach, zaczniemy je okreslaé zalezno$¢ miedzy dwoma zmiennymi x i y, gdzie x € X,
ayeY.Zmienng x nazywamy niezalezng, a y zmienng zalezng. X jest niezalezne, gdyz mozemy
je dobiera¢ dowolnie (jedyne ograniczenie to, to ze x musi naleze¢ do dziedziny), natomiast
y zmienia sie w zaleznosci od x. Np. w przypadku funkcjiy =2x+1,gdyx=1,toy =3, gdyx =2
toy=5itd.

Funkcje mozemy sobie takze wyobrazi¢ jako zbiér par (x, y) i wtedy juz tylko jeden krok
do najbardziej fascynujacej rzeczy dotyczacej funkcji - do wykresu. Jezeli takie pary (x, y)
naniesiemy na ukfad kartezjanski to powstanie nam wykres funkcji. Dodajmy do tego jeszcze
zaleznosci pomiedzy wartoscig, a argumentem funkcji i juz mamy naprawde ciekawy temat.

Na rysunku 7 pokazuje przyktadowy wykres funkcjiy=2x+ 1

108

Y

-10 5 /0 5

=y
o

-10
rys. 7
(wszystkie wykresy w niniejszej pracy zostaty stworzone w kalkulatorze DESMOS
(https://www.desmos.com/calculator)
W catej pracy w uktadzie wspotrzednym os poziomq bedziemy oznaczac osig X,
a o$ pionowq osiq Y
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Patrzac na wykres funkcji i pordwnujgc go z definicjg (kazdemu elementowi jednego zbioru
jest przyporzagdkowany dokfadnie jeden element drugiego) mozemy zauwazyé, ze jezeli
narysujemy linie pionowa (réwnolegta do osi Y) to bedzie ona przecina¢ wykres w co najwyzej
jednym punkcie.

104
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rys. 8

Analizujgc powyzszg definicje musiatem stwierdzic, ze np. okrag nie jest wykresem funkgji.

104
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rys. 9

Dlaczego? Wida¢ to z rysunku, kazdemu x-owi musi by¢ przyporzagdkowany doktadnie jeden
y. A w wykresie okregu tak nie jest. Czy rzeczywiscie? Odpowiedz pdznie;.
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Wiasnosci funkciji

Kazdej funkcji mozemy przypisa¢ pewne wtasnosci, ktére opisze ponizej. Wiekszos¢
tych cech wykorzystuje sie w trakcie tzw. badania przebiegu zmiennosci funkcji. Podobno
zadania z badania przebiegu zmiennosci funkcji przyprawiajg niektérych maturzystow
o palpitacje serca. Zupetnie nie wiem, dlaczego?

a) Miejsce zerowe

To taki argument x, dla ktorego funkcja przyjmuje wartos¢ 0 (f(x) = 0). Funkcje moga
nie mie¢ miejsca zerowego, mogg mie¢ tez jedno miejsce zerowe lub wiele. Na wykresie
miejsce zerowe to takie, w ktérym wykres przecina o$ X (y=0)

-10 5 0 5 10 10 5 0 5 0 T 7 5 7 57 6

rys. 10

b) Monotonicznos¢

Przy badaniu monotonicznosci okres$lamy, czy funkcja jest rosngca, czy tez malejaca.
Co te okreslenia oznaczajg? Dla mnie sg to okreslenia czysto intuicyjne. Funkcja jest rosngaca,
jezeli przy rosngcych argumentach rosng takze jej wartosci:

X2 > X1 => f(Xz) > f(X1).
| na odwrét funkcje nazywamy malejgca, jezeli przy rosnacych argumentach jej
wartosci maleja:

X2> X1 => f(Xz) < f(X1).

Na wykresie funkcji monotoniczno$¢ mozna okresli¢
jeszcze prosciej. Otéz, gdy wykres ,rosnie” (tzn. ,podnosi”
sie z lewa na prawo) to jest to funkcja rosnaca.

-10
rys. 11
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Natomiast gdy wykres ,maleje” (tzn. , opada”
z lewa na prawo) to jest to funkcja malejaca.

Moéwimy takze o funkcji statej, tzn. o takiej, ktora
niezaleznie od argumentu przyjmuje jedng wartosc: f(x)
= a. Wykresem takiej funkcji jest linia pozioma.

104
5
10 5 0 5 10
5
-10
rys. 12
104
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rys. 13

Mozna takze definiowac funkcje niemalejgce i nierosngce. Funkcja jest niemalejaca,
jezeli jest rosnaca lub jest stata. Funkcja jest nierosngca, jezeli jest malejgca lub jest stata
(podobnie mamy ze znakiem wiekszy lub rowny/mniejszy lub réwny).

Mozemy takze okresla¢ monotonicznosc¢ funkgji
w pewnych przedziatach. Funkcja w jednym przedziale
moze by¢ rosngca, by za chwile w innym by¢ malejaca.
Dobrym przyktadem takiej funkcji jest funkcja sinus.

104

rys. 14
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¢) R6znowartosciowos¢

Funkcja jest réznowartosciowa, jezeli dla kazdego argumentu przyjmuje inng wartos¢,
tzn. dla kazdego x przyjmuje inng wartos$¢ y. Zapisujemy to tak:

X2 # X1 => f(x2) # f(x1).

Wykresu funkcji réznowarto$ciowej nie da sie przecig¢ prostg rownolegtg do osi X
w wiecej niz jednym punkcie. Przyktadem funkcji réznowartosciowej moze by¢ np. kazda
funkcja liniowa f(x) = ax + b dlaa # 0. Natomiast funkcja sinus nie spetnia definicji
réznowartosciowosci.

104 | 104
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rys. 15

d)Parzystosé/Nieparzystosé

Funkcje nazywamy parzystg, jezeli dla kazdego argumentu x nalezgcego do dziedziny
zachodzi réwnanie:

f(x) = f(-x).

Oczywiscie -x musi takze naleze¢ do dziedziny funkcji. Bardzo waznym okresleniem jest
tutaj dla kazdego, nie wystarczy znalezienie jednego (kliku) takich argumentéw, aby powyzsze
rownanie byto spetnione. Rdwnanie musi by¢ prawdziwe dla wszystkich argumentéw. A jak to
sie przektada na wykres? Otdz funkcja jest parzysta, jezeli jej wykres jest symetryczny wzgledem
osiY.

Funkcje nazywamy nieparzystg, jezeli dla kazdego argumentu x nalezgcego do
dziedziny spetnione jest rownanie

f(-x) = - f(x).

Podobnie jak z funkcjg parzysta. Rdwnanie musi by¢ spetnione dla kazdego argumentu
oraz x i -x muszg nalezeé¢ do dziedziny funkcji. A co z wykresem? Otéz wykres funkcji
nieparzystej jest symetryczny wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych (0,0).

Przyktadem funkcji parzystej moze byé funkcja kwadratowa f(x) = x2. Natomiast funkcja
nieparzysta to np. f(x) = x3.
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W algebrze mamy takze okreslenia parzystosci i nieparzystosci liczb. Wprost z definicji
wynika, ze jezeli liczba nie jest parzysta to jest nieparzysta (wyjatkiem jest zero). Czy tak jest
rowniez w przypadku tych definicji? Nie! Jezeli funkcja nie spetnia definicji parzystosci wcale
nie wynika, ze ta funkcja jest nieparzysta. | na odwrét, jezeli funkcja nie jest nieparzysta nie
mozna wywnioskowaé, ze jest ona parzysta. Wynika to choéby z zaleznosci pomiedzy
definicjami parzystosci/nieparzystosci, a wykresami funkcji. Jest cata masa wykreséw funkcji,
ktére nie sg symetryczne ani wzgledem osi Y, ani punktu (0,0). A czy jest funkcja, ktdra spetnia
definicje zaréwno parzystosci, jak i nieparzystosci? Spréobujmy policzy¢ (z wykresu wida¢ to od
razu — intuicyjnie).

Taka funkcja bytaby parzysta, a wiec f(x) = f(-x) oraz nieparzysta, a wiec f(-x) = -f(x).
Dodajmy to stronami: f(x) + f(-x) = f(-x) - f(x) i dalej 2f(x) = f(-x) — f(-x), a wiec 2f(x) = 0, czyli f(x)
=0. Istnieje zatem funkcja, ktéra jest zaréwno parzysta jak i nieparzysta. | jest to funkcja stata
f(x) = 0. Powrdémy teraz do wykresu:

-10
rys. 17

Prawda, ze nie trzeba wiele liczyé? Wystarczy popatrze¢ na uktad kartezjanski i od razu
widaé, ze funkcja stata f(x) = 0 jest symetryczna wzgledem osi Y (a wiec jest parzysta), ale jest
takze symetryczna wzgledem punktu (0,0), czyli jest nieparzysta. Ktoéci sie to z naszym
pojmowaniem parzystosci i nieparzystosci przeniesionym z algebry, ale z funkcjami tak wtasnie
jest.
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e) Ekstrema (minimum i maksimum)

Jest to temat rzeka. Tutaj okresle tylko takie intuicyjne ,definicje”. Otdz funkcja f(x)
przyjmuje minimum (maksimum) lokalne w punkcje xo, jezeli w pewnym otoczeniu tego punktu
funkcja nie przyjmuje wartosci mniejszych (wiekszych) niz f(xo). Natomiast najmniejsza
i najwieksza wartos¢ funkcji w catej dziedzinie (o ile istniejg) nazywane sg ekstremami
globalnymi (globalne minimum i maksimum). W teorii definicje sg dos¢ skomplikowane,
natomiast na rysunku 18 od razu wszystko wida¢ jak na dtoni.

max globalne

max lokalne max lokalne

DL
AN

min lokalne min lokalne
rys. 18

Istniejg oczywiscie takie funkcje, ktére posiadajg tylko jedno ekstremum (minimum
badZz maksimum) np. f(x) = x? (f(x) = -x?). S takze takie funkcje, ktére nie posiadajg zadnych
ekstremdéw — np. funkcje liniowe. Okreslanie ekstremodw jest bardzo wazne w praktycznych
zastosowaniach matematyki. Ich obliczanie zwigzane jest z tzw. pochodnymi funkcji — ale
o tym pdzinie;j.
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Rodzaje funkgji

W tym rozdziale zajme sie opisaniem kilku podstawowych i najbardziej znanych oraz
ciekawych funkcji i ich wykreséw. Wybdr jest catkowicie indywidualny, przedstawie kilka
prostych funkcji, a potem te, ktére mnie najbardziej zainteresowaty.

a) Funkcja liniowa f(x) = ax+b

104

-10

rys. 19

Jest to jedna z najprostszych funkcji liczbowych. Jak sama nazwa wskazuje wykresem
takiej funkcji jest linia prosta. Dziedzing jest caty zbidr liczb rzeczywistych R. Zbiér wartosci
takze obejmuje cate R. Parametr a odpowiada za nachylenie wykresu wzgledem osi X. Im
wiekszy parametr a, tym bardziej linia jest ,,stroma”.

y = ax

10 10 10

0 5 i 5 T - 5 1 -0 3 0 5 10

10 | 10

a=% a=1 a=6
rys. 20

Parametr a odpowiada takze za monotonicznos$¢ funkcji liniowej: gdy a jest dodatnie
funkcja jest rosngca, natomiast przy a mniejszym od zera, funkcja jest malejgca, natomiast gdy
a jest rowne zero, to funkcja liniowa staje sie funkcjg stata.
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a=1 a=-1 a=0

rys. 21

Parametr b odpowiada za ,przesuniecie” wykresu w gore (b > 0) lub w dét (b<0).
Oczywiscie, gdy wykres jest linig - mozemy powiedzie¢ réwnie dobrze - ze przesuniecie
wykresu nastepuje w prawo (b<0) lub w lewo (b>0)

y=x+b

10 | 10 | 10:

-10 -10 -10

b=2 b=0 b=-1
rys. 22

Juz po tych kilku wykresach mozemy bardzo prosto okresli¢ kilka opisanych wczesniej
wiasnosci funkcji. Zatem:

a # 0 funkcja liniowa jest réznowartosciowa,

a > 0 funkcja liniowa jest rosnaca,

a < 0 funkcja liniowa jest malejgca,

a = 0 (funkcja stata) funkcja liniowa jest parzysta,

b = 0 funkcja liniowa jest nieparzysta,

a =0ib =0 funkcja liniowa jest zardwno parzysta jak i nieparzysta.

Z wykresu wida¢ réwniez, ze funkcje liniowe nie posiadajg ekstremdéw ani lokalnych, ani
globalnych. A co z miejscami zerowymi? Réwniez wykres pokazuje nam, ze funkcja liniowa
(z wytgczeniem funkcji statej) ma jedno miejsce zerowe, ktére mozemy w prosty sposéb
obliczy¢ z wzoru ax+ b =0 (—b, 0).
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b) Funkcja kwadratowa f(x) = ax?+ bx +¢,

gdzie a # 0 (przy a = 0 mamy funkcje liniowg).

' 104 |

-10

Y

o
a1
-
o

-10

rys. 23

Wykres funkcji kwadratowej zwany jest parabolg. W zaleznosci od znaku parametru
a parabola moze mieé¢ ramiona skierowane w gore badz w dot.

104

A

104

-10 5

Od parametru a zalezy takze,

szeroka.

\J

e

o
-
o

rys. 24

czy parabola jest bardziej ,strzelista”

, czy tez bardziej
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rys. 25

Parametr c odpowiada za ,przesuniecie” wykresu w gore (c > 0) lub w dét (c<0)

10 10 10,
\ [ \

c=-1 c=0 c=1

rys. 26

Z parametrem b sprawa jest bardziej skomplikowana. Otéz powoduje on przesuwanie
sie paraboli zgodnie ze zwrotem osi OX (gdy b < 0) lub przeciwnie (b >0) przy jednoczesnym
zachowaniu punktu przeciecia wykresu z osig OY.

Zwroémy uwage na punkt (0,-1) — punkt przeciecia sie paraboli z osig OY — pozostaje
bez zmian.

10 | 10 | 10
/ \ {
1 f | |

5 / 5 5

/ \ / /

\ f \ f

10 5 0, 5 0 -10 5 Q 5 0 -10 5 o 5 10
5 5 5
10 -10 10
rys. 27

Czesto spotykamy sie z tak zwang postacig kanoniczng funkcji kwadratowej

f(x) = a(x-p)? + q.
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Jest to postad przeksztatcona z ogdélnego wzoru f(x) = ax? + bx +c. Postaé kanonicza
ufatwia nam rysowanie paraboli, gdyz wspétrzedne (p, q) wyznaczaja wierzchotek paraboli
(a parametr a jej zwrot). Aby udowodni¢ rownos¢ obu wzoréw wystarczy je do siebie

przyréwnac:

ax’?+ bx+c=a(x-p)>+q
ax? + bx + ¢ = a(x*- 2px + p?) +q
ax?+ bx+c=ax?-2apx+ap>+q

/podnosimy (x-p) do kwadratu
/mnozymy wyrazenie w nawiasie przez a
/odejmujemy od obu stron réwnania ax?

bx+c = - 2apx +ap* + g
aby réwnanie byto prawidtowe wspodtczynniki ,z x” po obu stronach muszg by¢ réwne oraz
wspotczynniki ,,bez x” takze muszg byé rowne. Zatem:

b =-2ap oraz c = ap? +q.
Obliczmy z tego uktadu réwnan p oraz q.

2a
. b?
+an|ch—c-E

Z pierwszego rownania otrzymujemy p . Wstawiajgc p do drugiego réwnania

. b\? . . .
otrzymujemy ¢ = a(— Z) sprowadzajgc lewg strone réwnania do
wspélnego mianownika otrzymujemy g = —< — b2 _ dactb?

p 8 ymujemy g =-——— = ——
zwany jest wyréznikiem réwnania kwadratowego i oznaczany jest symbolem A (delta)

b?-4ac

. Licznik tego utamka

A = b? - 4ac. Otrzymujemy zatem p = — % orazg=— .
Popatrzmy na przyktad:

Wezmy funkcje kwadratowa: f(x) = x> — 4x + 3. Przeksztat¢my jg na postaé kanonicza:

a=1,b=-4,c=3;A=b>—4ac=(-4)2—4e1e3=16-12=4;p=— —— =2, g=— — = —1,
(201) 401

a wiec f(x) = x> —4x +3 = (x — 2)? - 1. Korzystajac z funkcji kanoniczej mozemy od razu otrzymacé
wierzchotek paraboli. Mozna powiedzie¢, ze majgc wartosci p i g, chcac otrzymac wykres
funkcji kwadratowej wystarczy wykres funkcji ax? przenie$¢ o wektor [p,q].

| \10 ¢

J

(2-1)

-10

rys. 28

Po tak troche dfugich obliczeniach przejdZzmy do podstawowe] wtasciwosci funkcji jaka
jest dziedzina i zbidr wartosci. Oczywiscie dziedzing bedzie zbiér liczb rzeczywistych R. A co
bedzie ze zbiorem wartosci? Najlepiej widaé to na rysunku. Jezeli a jest dodatnie, to zbiorem
wartosci bedzie zbidr liczb (na osi Y) od wierzchotka w gére (do nieskonczonosci) a wiec [g, =°),
i analogicznie, jezeli a jest ujemne to zbiorem wartosci bedzie (-oo, g].
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-10 5 0 5 4 10 -10 -5 AN 5 10

10 10 oo

a>0[q, e°) a<0(->=,q)
rys. 29

A co z monotonicznoscig? Znowu pomocna bedzie posta¢ kanonicza funkcji kwa-
dratowej. Wiemy, ze wierzchotek paraboli to punkt (p, g), wiemy takze, ze przy a > 0 ramiona
paraboli ,skierowane” sg w gore, a gdy a < 0 w dét. | juz z tego mozemy wywnioskowac, ze
funkcja maleje w przedziale (-oo, p), a rosnie w przedziale (p, =) i odwrotnie przy a < 0 funkcja
jest rosngca w przedziale (-oo, p), a jest malejgca w przedziale (p, =°).

Natomiast jezeli chodzi o ekstrema, to funkcja kwadratowa ma tylko jedno maksimum
globalne przy (a < 0) lub minimum globalne (a > 0). To ekstremum to wierzchotek paraboli,
a wiec funkcja kwadratowa osigga minimum (maksimum) g w punkcie p.

Mozemy jeszcze zastanowi¢ sie nad parzystoscig i nieparzystoscig. Tutaj znowu
z pomocg przychodzi nam wykres. Popatrzmy na parabole - kiedy funkcja kwadratowa bedzie
symetryczna wobec poczatku uktadu wspétrzednych? Nigdy! A kiedy bedzie symetryczna
wobec osi Y? Tylko wtedy, gdy wierzchotek bedzie lezat na osi Y, czyli p = 0. Podstawmy to do

wzorunapiotrzymamy — % = (. Kiedy to réwnanie bedzie prawdziwe? Mianownik nie moze
by¢ réwny zero, wiec b = 0. A wiec funkcja kwadratowa f(x) = ax? + bx +c jest parzysta tylko
wtedy, gdy jej parametr b = 0.

Czy funkcja kwadratowa jest roznowartosciowa? | znowu popatrzmy na wykres. Od
razu stwierdzimy, ze nie. Gdziekolwiek narysujemy linie poziomg (oczywiscie w granicach
zbioru wartosci) przetnie nam ona wykres w dwdch miejscach (lub w jednym, gdy linia bedzie
przechodzié przez wierzchotek).

Pozostajg nam jeszcze tylko miejsca zerowe funkcji. Z wykresu mozemy
wywnioskowa¢, ze parabola moze przecina¢ o$ X (to sg wtasnie miejsca zerowe) w dwéch
miejscach, w jednym, badz nie przecinaé¢ w ogéle. Od czego to zalezy? Sprébujmy sprawdzié.
Zacznijmy znowu od postaci kanoniczej i przyréwnajmy go do zera:

a(x-p)> - q=20

a (x + %)2 - 4A—a = /podstawiamy wzory napiq
a (x + %)2 = 4% /dzielimy przez a

(+3) =5
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Przypatrzmy sie powyzszemu rownaniu: z prawej strony mamy liczbe nieujemna
(kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej nie moze by¢ ujemny), podobnie rzecz ma sie
z mianownikiem utamka po prawej stronie rownosci — ten zawsze bedzie dodatni (mianownik
nie moze by¢ zerem). Czy powyzisze rownanie bedzie miato rozwigzanie? Zalezy to od
wyrdznika A.

JezeliA <0,

to mamy sprzeczno$¢ — po prawej stronie rdwnania mamy wartos¢ ujemng, a po lewej
dodatnia. Réwnanie to nigdy nie bedzie miato rozwigzania (a wiec nie bedzie miejsc
zerowych).

JezeliA =0,

2
. . . b . b . . b
to rownanie sprowadza sie do (x + Z) =0, czylix + Py 0iwreszciex = — 20" Mamy

jedno miejsce zerowe w punkcie (— zia’ 0)

JezeliA>0
(+i)2—i /pierwiastkujemy obustronni
X+—) == pierwiastkujemy obustronnie
b A b A
X1+_=£I |Ub X1+—=—£’
2a 2a 2a 2a
b | VA b VA
X1=—-— ’ X1=———-— )
2a 2a 2a 2a
—-b+ VA —-b—VA
xl = ’ XZ = —
2a 2a
- —-b++A -b—+vA
Zatem bedg dwa miejsca zerowe (;—a\/— , 0) oraz (T\/_' 0).

Podsumowujgc réwnanie kwadratowe ma - w zaleznosci od wyrdznika A - zero (A < 0),
jedno (A = 0), lub dwa rozwigzania (A > 0).

-10 -10 | 10

rys. 30

| jeszcze jedna uwaga dotyczaca zaleznosci pomiedzy parametrem p w postaci
kanoniczej (czyli wspodtrzednej x wierzchotka), a miejscami zerowymi funkcji x1 i x2. Rysujac
rézne parabole wykorzystywane w niniejszej pracy zauwazytem, ze wierzchotek lezy zawsze

posrodku miejsc zerowych. Zatem mozemy obliczy¢ parametr p, jako $rednia arytmetyczna
X1 + x2

miejsc zerowych p = >
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Na tym koricze opis funkcji kwadratowej. Jest on dosy¢ obszerny, ale chciatem pokazac,
ze wzory opisujgce wihasnosci funkcji kwadratowej, mimo, ze wygladaja na dosc
skomplikowane, mozna je wyprowadzi¢ postugujac sie wykresem funkc;ji i intuicja.

c) Funkcja wielomianowa f(x) = anX" +@n1x"1 + ... + a1X + ao

To uogolnienie funkcji kwadratowej do dowolnego wielomianu
anX" +anax™! + ... + aix + ao. Wykresy tak okre$lonej funkcji bywaja rézne (zazwyczaj
w zaleznosci od najwyzszej potegi).

10[ | 10 | 10,
—5 — —— 5 — 5

I AN
10 - /0 5 10 -10 5 0 5 10 10 E /0 5 10
/ 10 | 10 ' ' {”’

2x3 +3x%2 +x 2x7 +3x% +x 2x3 +x+2
rys. 31
=T % A 3 = 10 5 \elJ 5 10 10 5 \\J 5 10
2x* 4+ 3x3 +2x%2 -1 2x* 4+ x3 -1 2x0 +2x* —x—1
rys. 32

W takim zakresie bardzo trudno okresla¢ witasciwosci funkcji. Mozna na przyktad
okresli¢ dziedzine, bedzie to zbidr liczb rzeczywistych R, zbiér wartosci to takze R (przy
najwyzszej potedze, ktdra jest parzysta niecate R (popatrzmy na przyktad funkcji
kwadratowej)). Wielomiany mozna prébowac¢ rozktada¢ na posta¢ iloczynowa:
x3+x%2—4x —4=(x—2)(x+2)(x + 1), ale nie jest to tematem tej pracy, wiec tutaj
dodam tylko, ze jak wida¢ na powyzszych wykresach, jezeli najwyzsza potega wielomianu jest
parzysta to wykres przypomina parabole, a w przypadku potegi nieparzystej w mniejszy lub
wiekszy sposéb przypomina wykres funkgji f (x) = x3.

AnX™ +ap_1x" 1+ . taix +ag
by x™ +bpy_1x™~1 + . +byx + by

d) Funkcja wymierna f(x) =

Funkcja wymierna to taka, ktéra jest ilorazem dwdch wielomiandw. Wykresy takiej
funkcji sg naprawde bardzo rézne.
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10 5 0 5 70 o 5 9 3 = 10 5 0 5 10
fo =51 o) =51 Foo =252
rys. 33

Trudno w tak szerokim spektrum omawiaé wtasnosci takiej funkcji. Mozna jedynie
powiedzieé, ze dziedzina takiej funkcji to R z wytgczeniem takich x, dla ktérych wyrazenie
w mianowniku réwna sie zero. Oméwmy tutaj szczegdlny rodzaj funkcji wymiernej jaka jest

funkcja f(x) = i Wykres takiej funkcji to:

104

Y

-
o

10 5 =0 5

10|

rys. 34
Wykres takiej funkcji nazywamy hiperbolg. Okreslmy teraz wtasnosci takiej funkcji.
Dziedzina to R \{0} (x nie moze przyjmowac wartosci 0, gdyz stoi samo w mianowniku). Zbiér
wartosci to takze R \{0}. Jak wida¢ na wykresie funkcja nie posiada miejsc zerowych. Jest
rowniez réoznowartosciowa i malejgca w catej dziedzinie oraz nieparzysta. Nie osigga takze
ekstreméw. Wszystko to widac od razu z wykresu. A czy mozemy to réwniez jakos udowodnic
analitycznie?

Zobaczmy:

Zacznijmy od nieparzystosci funkcji:

fle0) === —1= —f().

1
—-X X
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Przy monotonicznosci sprawa jest jeszcze prostsza. Funkcja jest malejgca, wiec
flx+1) < f(x), czyli ﬁ < i - jezeli w utamku zwiekszamy mianownik, to caty utamek

maleje.

Miejsca zerowe? Jezeli funkcja miataby mie¢ miejsca zerowe, to f(x) = 0, czyli i =0
takie réwnanie jest sprzeczne — nie ma rozwigzan (np. mnozymy obie strony réwnan przez x
i wychodzi nam 1=0), wiec funkcja nie ma miejsc zerowych. Wszystkie te wtasnosci funkcji
mozna udowodnié¢ analitycznie (przy niektérych funkcjach jest to oczywiscie bardziej
skomplikowane), ale wiele wtasnosci wida¢ wprost z wykresu.

e) Funkcja potegowa f(x) = x?

Funkcja potegowa to zaréwno uogdlnienie, jak i zawezenie wyzej omdwionych.
Uogdlnienie, gdyz nie mamy okreslonej doktadnie potegi funkcji, a zawezenie, poniewaz nie
wystepujg elementy o nizszych potegach. Z funkcji liniowej pozostaje nam tylko f(x) = x,
z kwadratowej f(x) = x?, a z szesciennej f(x) = x3.

Jakie beda wtasnosci takiej funkcji. Na pewno bedg zalezaty od parametru p.
Przy parametrze p zerowym, czyli p=0, funkcja potegowa staje sie funkcjg statg
f(x) =1, w ktérej nie ma nic ciekawego.
p parzyste (dodatnie)

Wiemy juz, ze jezeli p = 2 wykresem bedzie parabola f(x) = x°>. Okazuje sie, ze dla
wszystkich p parzystych (dodatnich) wykresem funkcji potegowej bedzie parabola.

10 10 ho

-10 -5 0 5 10 -10 5 0 5 10 -10 5 0 5 10

-10 -10 -10

p=2 p=4 p:8
rys. 35

Widzimy, ze przy rosngcym p wykres w granicach (-1,1) jest bardziej ,,ptaski”, a potem
szybciej rosnie. Jest to naturalne i wynika z tego, ze liczby mniejsze od jeden podnoszone do
coraz wiekszej potegi malejg, natomiast liczby wieksze od 1 podnoszone do coraz wiekszej
potegi rosna ((%)2 = i; (%)4 = 1—16; (%)8 = %; 22 = 4;2% = 16; 28 = 256). Wszystkie
wykresy funkcji potegowej o p parzystym przechodzg takze przez punkty (0,0) - wierzchotek
oraz (1,1) i (-1, 1). Zero do dowolnej potegi (oczywiscie bez wyktadnika zerowego) to zero,
jeden do dowolnej potegi to jeden, a minus jeden do dowolnej potegi parzystej to takze 1.
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Dziedzina takiej funkcji to zbidr liczb rzeczywistych R, jak wida¢ z rysunkéw zbiorem
wartosci bedzie R* (z zerem). Miejsca zerowe? Znowu z rysunku (ale tez z definicji) widzimy,
ze bedzie jedno w punkcie (0,0). Funkcja jest malejgca w przedziale (-=,0), a rosnaca
w przedziale (0, o). Réwniez z wykresu od razu wida¢, ze nie jest to funkcja
roznowartosciowa. Ekstrema? Ma jedno minimum globalne — wierzchotek paraboli. Przy p
parzystym dodatnim funkcja potegowa jest parzysta.

p nieparzyste (dodatnie)

A co sie stanie z wykresem (i funkcjg), gdy p bedzie nieparzyste? Przy p = 1 funkcja
potegowa stanie sie liniowa f(x) = x opisywang juz wczesniej, a co bedzie przy wyzszych
nieparzystych p?

10 | o 10h |

10 5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 10 5 0 5 10

-10 110 ho

p=3 p=5 p=9
rys. 36

Widzimy, ze nie jest to juz parabola (chociaz przez niektérych jest nazywana parabolg
szescienng). Jest to oczywiste, jezeli zauwazymy, ze przy p parzystym argumentom
o przeciwnym znaku odpowiadajg takie same wartosci, jednak przy p nieparzystym juz tak nie
jest — argumentom o przeciwnych znakach odpowiadajg wartosci takze o przeciwnych
znakach. Przekfadajgc to na jezyk wykresu znaczy to mniej wiecej tyle, ze ,lewa strona”
wykresu (dla x < 0) jest jakby odbita wzgledem osi X). Podobnie, jak przy p parzystym
w przedziale (-1,1) wykres staje sie bardziej ptaski przy rosngcym parametrze p. Wyjasnienie
jest identyczne jak poprzednio. Wszystkie wykresy przechodzg przez punktu (0,0), (1,1) oraz
(-1,-1). Zero do dowolnej potegi (oczywiscie bez wyktadnika zerowego) to zero, jeden do
dowolnej potegi to jeden, natomiast minus jeden do dowolnej potegi nieparzystej to minus
jeden.

Dziedzina takiej funkcji to zbidr liczb rzeczywistych R, jak wida¢ z rysunkéw zbiorem
wartosci bedzie takze R. Miejsca zerowe? Podobnie jak przy p parzystym z rysunku (ale tez
z definicji) widzimy, ze bedzie jedno w punkcie (0,0). Funkcja jest rosngca w catej dziedzinie.
Rowniez z wykresu od razu wida¢, ze jest to funkcja réznowartosciowa. Ekstrema? Brak.
Przy p nieparzystym dodatnim funkcja potegowa jest nieparzysta.

Czy to juz wszystkie mozliwosci dla funkcji potegowej? NIE! Mozemy jeszcze rozwazyé,
co bedzie sie dziato, jezeli parametr p bedzie ujemny. Na poczgtek przypomnijmy sobie, co to
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znaczy podnosic jakas liczbe do potegi mniejszej od zera. Otéz ujemny wyktadnik ,,odwraca”
nam liczbe potegowana:
a (1 n 1
o= -

A gdy liczba potegowana jest utamkiem wtasciwym, po prostu ,,odwracamy” utamek

6 =6
o \p/’

Zobaczmy zatem, jak bedzie wygladac funkcja potegowa przy parametrze p ujemnym.
Podobnie, jak w przypadku p dodatnim, podzielimy opis na p parzyste ujemne oraz p

nieparzyste ujemne.
p parzyste (ujemne)

Przy takim parametrze p funkcja przyjmuje potegowa posta¢ f(x) = xP :xiq
(gdzie q = -p).

Wykresy takiej funkcji przedstawiajg sie nastepujgco:

10, 1D 10
1 O A % I L 5

I 1

-10 -5 | 0 | 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Y L O O A 7Y I B 5
10 -10 10

p=-2 p=-4 p=-8

rys. 37

Widzimy, ze przy malejgcym p wykres wolniej ,,zbiega” sie do osi Y (pomiedzy -1a 1 na
osi X). Jest to naturalne i wynika z tego, ze przy argumentach x z zakresu (-1, 1) — bez zera -

1\ 72 1\ "4
wartosci funkcji szybciej rosng przy wzroscie parametru p (np. (E) =22 =4, (E) =2%=
=16, G) = 28 = 256). | odwrotnie poza przedziatem (-1,1) przy rosnagcym p wykres

. . ) _ 1N\% 1 _ n* 1 1\8 1
szybciej ,zbiega” sie do osi X (272 = (5> =2 4= (E) =2 8 = (5) :E)'
Wszystkie wykresy przechodzg przez punkty (-1,1) oraz (1,1) z podobnych wzgleddw, jak to
miato miejsce przy p parzystym dodatnim (1 do dowolnej potegi to jeden, a minus jeden do
dowolnej potegi parzystej jest réwne takze jeden). Dziedzing takiej funkcji jest zbior liczb
rzeczywistych bez zera (R \ {0}) — x nie moze przyjmowa¢ wartosci zero, gdyz po
przeksztatceniach znajduje sie w mianowniku. Zbior wartosci funkcji to zbidr liczb
rzeczywistych dodatnich (R*). Miejsc zerowych taka funkcja nie posiada. Ekstremdéw réowniez.
Funkcja potegowa dla parametru p parzystego ujemnego jest rosngca dla x z przedziatu
(-e=,0), a malejgca w przedziale (0, ==). Nie jest to funkcja réznowartosciowa, ale za to jest
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parzysta. Zauwazmy, ze wszystkie te wtasnosci otrzymalismy tylko i wytacznie z wykresu.
Jeszcze raz powtodrze: wykres funkcji jest niezwykle pozyteczng rzecza.

p nieparzyste (ujemne)

Podobnie jak przy p ujemnym nieparzystym funkcja przyjmuje potegowa postac

f(x)=xP = xiq (gdzie q = -p). Przy p = -1 funkcja przyjmuje postaé f(x) = x~1 = i, czyli znanej

nam z poprzedniego przyktadu funkcji wymiernej.

Wykresy takiej funkcji przedstawiajg sie nastepujgco:

10 10 10

-10 -5 \ 0 5 10 .10 5 0 5 10 -10 5 }U 5 10

p=-3 p=-5 p=-9

rys. 38
Wida¢, ze przy malejgcym p wykres wolniej zbiega sie do osi Y w przedziale (-1,1) \ {0},
natomiast poza tym przedziatem szybciej zbiega sie do osi X. Wyjasnienie jest identyczne jak
w poprzednich przyktadach. Dziedzing takiej funkcji jest R\{0}, a zbiorem wartosci R \{0}.

Funkcja jest réznowartosciowa i nieparzysta. Jest takze malejgca w catej dziedzinie. Miejsc
zerowych brak. Nie ma takze ekstremoéw.

Czy to wyczerpuje wszystkie mozliwosci funkcji potegowej? Zauwazmy, ze do tej pory
parametr p przyjmowat tylko wartosci catkowite. Nie rozpatrywalismy zupetnie podnoszenia
P
do potegi wymiernej czyli funkcji w postaci: f(x) = x4. Dodatoby to do niniejszej pracy
dobrych kilkanascie stron, wiec moze poprzestaniemy na wyktadnikach catkowitych @.

f) Funkcja wyktadnicza f(x) = a*

W poprzednim podrozdziale dotyczacym funkcji potegowej przypomniatem dziatania
na potegach ujemnych. A jak jest w przypadku poteg wymiernych (tj. takich ktére da sie
przedstawi¢ w postaci utamka Z, gdzie p i g sg catkowite). Ponizsze wzory wskazujg co to

znaczy podnies¢ liczbe do potegi utamkowej:

1
ai = Ya oraz uogdlnienie a(a) = {ar

Uzbrojeni w taka wiedze przyjrzyjmy sie najpierw definicji funkcji f (x) = a*. Dziedzing
jest zbidr liczb rzeczywistych R. Jezeli x jest rzeczywiste to takze moze by¢ wymierne, a wiec

moze by¢ utamkiem. WeZmy na przyktad x = % . Jaki w takim razie moze by¢ parametr a?
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f(x) =a* = aé = +/a. Wynika z tego, ze a musi by¢ wieksze bad? réwne zeru (poruszamy
sie w zakresie liczb R). Czy a moze byé zerem? Wezmy teraz x = 0. 0° — to symbol
nieoznaczony. Zatem a musi by¢ silnie wieksza od zera (a > 0). Czy mozemy jeszcze jakos
zawezi¢ parametr a? Mozemy wykluczy¢ jeszcze jedynke, gdyz jeden do dowolnej potegi to
jeden i wtedy mamy funkcje statg. Zatem catkowita definicja funkcji wyktadniczej to f(x) = a%,
gdzie a >0ia # 1. Czy cos mozemy jeszcze wywnioskowaé z samej definicji? Zauwazmy, ze
mnozgc przez siebie (a wiec potegujac) liczby wieksze od jeden otrzymujemy iloczyn, ktéry
jest wiekszy od sktadnikéw, natomiast mnozac przez siebie liczby mniejsze od jeden, iloczyn
bedzie mniejszy (22 = 4;33 = 27; G)Z = i; (%)3 = %) Zatem funkcje beda miaty rézny
przebieg w zaleznosci od parametru a, ktdry moze przyjmowaé wartosci z dwéch przedziatow:
(0,1) oraz (1, o).

Przyjrzyjmy sie teraz wykresom:

10 10 10.

-10 -5 0 5 10 -10 5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

=10 -5 0 -] 10 -10 -5 o 5 10 -10 -5 0 ] 10

210 -10 -10
1 1
a=- a= -
2 4
rys. 39

Dziedzine juz okredlilismy (R). A jaki jest zbidr wartosci? Z wykresu widzimy, ze jest to
R+, ale takze widac to tez z samej definicji: a*, gdzie a > 0 zawsze bedzie dodatnie. Wykresy
funkcji (jakie by nie byto a) przecinajg 0$ Y w punkcie (0,1), gdyz a° = 1. Co jeszcze wynika
z wykreséw? Ta funkcja nie ma miejsc zerowych (a wieksze od zera podniesione do
jakiejkolwiek potegi zawsze bedzie wieksze od zera). A monotonicznos¢? Tu wszystko zalezy
od parametru a. Gdy a € (0, 1) funkcja jest malejgca (juz pisatem wyzej, ze mnozgc utamki
wiasciwe przez siebie otrzymujemy w wyniku liczbe mniejszg od poczatkowego utamka),
natomiast dla a € (1, o) funkcja jest rosngca. Jest to funkcja réznowartosciowa. Jak wida¢
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z wykresow funkcja nie posiada ekstremoéw. Nie jest to ani funkcja parzysta, ani nieparzysta.
Czy co$ mozemy powiedziec¢ jeszcze na temat funkcji wyktadniczej? Otéz tak. Zupetnie przez
przypadek, w aplikacji DESMOS natozytem na siebie dwie funkcje:

1

X
f(x) = 2% oraz f(x) = (E) . Po doktadnym przyjrzeniu sie obu wykresom zobaczytem, ze

jeden do drugiego jest symetryczny wzgledem osi Y. Sprawdzitem dla innych wartosci
a i wyszto to samo:

10 5 0 5 10 -10 5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

-10 -10 -10

rys. 40
X
Ogodlnie mozna powiedzie¢, ze wykres funkcji f (x) = a*oraz g(x) = G) sg do

siebie symetryczne wzgledem osi Y. Dlaczego tak sie dzieje? Zauwazmy, ze
1

9@ = (1) =a* = f-.

a

g) Funkcja logarytmiczna f(x) = log. x

Na poczatek przypomnijmy, co nazywamy logarytmem. Logarytmem liczby dodatniej
b przy podstawie a, gdzie a € R *\ {1} nazywamy wyktadnik potegi c, do ktérej nalezy podnies¢
a, aby otrzymad b i oznaczamy to w nastepujacy sposob: logab = c. Wiecej od opisu zobaczymy
w postaci analityczne;j:

logeb = coznacza, zea*=bdlaa>0ia#1ib>0,

gdzie a jest nazywana podstawg logarytmu, b jest liczbg logarytmowang, a ¢ jest wartoscig
logarytmu.

Witasnosci logarytmu: loga 1 =0 (bo a®=1); logaa=1 (bo at=a)

n
Najczesciej stosowane sg logarytmy o podstawach 2, e (stata Eulerae = lim (1 + %) ) oraz

n—->oo

10. Oznaczamy je nastepujyco:
logoa=1lba (stosowanyw informatyce);
logea=Ina (naturalny);

logio a =1g a (dziesietny).

Patrzagc na definicje logarytmu mozna w pewnym sensie powiedzieé, ze jest to
odwrotnos¢ potegowania (liczba logarytmowana b to wynik podnoszenia do potegi c-tej
liczby a). Wtasciwosci funkcji logarytmicznej sg bardzo podobne do funkcji wykfadnicze;j.
Identycznie, jak tam parametr a musi by¢ wiekszy od zera oraz rézny od 1 (a € R*\{1}). Jaka
bedzie dziedzina? Popatrzmy f(x) = loga X 0znacza to, ze x = a'™ (nie jest to zbyt poprawny
zapis, ale do niniejszego rozwazania wystarczy), czyli x jest wynikiem potegowania liczby
dodatniej, a z tego wynika, ze samo x takze bedzie dodatnie (poruszamy sie tylko i wytgcznie
po zbiorze R). Tak wiec dziedzing funkcji logarytmicznej jest R*. Skoro logarytmy sg podobne
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do potegowania, to pewnie takze wykresy bedg zalezaty (jak w funkcji wyktadniczej) od
parametru a. Zobaczmy:

10 10 o
5 5 5
-10 5 0 5 10 10 5 [} 5 10 10 5 of T——s o
5 5 5
10 -10 10
1 1 1
a=- a=- a=-
2 3 9
10 10 10
& 5 5
-10 -5 a 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
5 5 5
-10 10 10
a=2 a=3 a=9
rys. 41

Znamy dziedzine, a jak wynika z powyzszych wykresdéw zbiorem wartosci jest caty zbidr
R. Z funkcji wyktadniczej pamietamy, Ze jej wykres przecina 0§ Y w pkt (0,1) tutaj za$
wykres przecina o$ X w pkt (1,0) (gdyz logx 1 = 0). A zatem funkcja ma jedno miejsce
zerowe i zawsze bedzie to punkt (1,0). Z wykresu mozemy takze wywnioskowa¢, ze
funkcja nie jest ani parzysta, ani nieparzysta. Co do monotonicznosci to dla a € (1,°°) jest
rosnaca, a dla a € (0,1) malejaca. Teraz juz z petng premedytacjg sprawdzitem zaleznos¢
pomiedzy funkcjami log, x oraz log: x i odkrytem podobng (ale nie taka sama zaleznosc),

a

jak w funkcjach wyktadniczych.

10

10 5 UN 10 5 0 5 10 -10 5 D/\—.a___m_

-10 -10 -10

rys. 42

Wpadtem takze na pomyst poréwnania wykresdw funkcji logarytmicznej i wyktadniczej
o takim samym parametrze a. Wyszfa bardzo ciekawa rzecz. Popatrzmy na wykres ponizej:
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2% oraz log, x

rys. 43

Wykresy obu funkcji sg symetryczne wobec siebie wzdtuz linii wyznaczonej przez funkcje
y=x. Takie funkcje zwane sg funkcjami odwrotnymi.

h)Funkcje trygonometryczne f(x) = sin(x), f(x) = cos(x), f(x) = tg(x), f(x) = ctg(x)

Sinusem kata alfa w tréjkacie prostokatnym nazywamy stosunek dtugosci
przyprostokatnej naprzeciw kata do przeciwprostokatnej, cosinusem zas stosunek dtugosci
przyprostokatnej przylegtej do kata do przeciwprostokatnej. Tangens za$ to stosunek
przyprostokatnej przeciwlegtej do kata do drugiej przyprostokagtnej, cotangens to stosunek

odwrotny.

Tyle definicje, nas interesowaé bedga bardziej wykresy tych funkcji oraz, co mozemy

wyczytac ich wiasciwosciach.
WeZmy na poczatek funkcje sinus:

10

rys. 44

flx) = sin(x)

Widzimy, Zze dziedzing funkcji jest caty zbidr liczb
rzeczywistych R, za$ zbiorem wartosci jest przedziat
[-1,1]. Miejsc zerowych jest cate mndstwo (a wtasciwie
nieskoniczenie wiele). To samo tyczy sie ekstremoéw.
Funkcja sinus (jak  wszystkie inne  funkcje
trygonometryczne) ma wiasciwosé, o ktorej jeszcze nie
pisatem. Otdz jest to funkcja okresowa. Co to oznacza? Jej
wykres co jakis $cisle okreslony czas (okres) sie powtarza.
A w zapisie analitycznym wyglada to tak: f(x) = f(x+T).
Okresem funkgji sinus jest 2m (w radianach), badz 360°
(w stopniach).
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Sin(rt) = 0 oraz sin(km) = 0, dla kazdego k catkowitego. Tak wiec miejsca zerowe funkcji sinus to
Xo= - K Tt. Sin(g) = 1 oraz sin(g + 2km) = 1; sin (— g) = —1 oraz sin (—g + Zlm) =—1,dla

kazdego k catkowitego. Tak wiec maksima lokalne funkcji sinus to g + 2k, a minima lokalne

- g + 2kTt. Funkcja sinus jest monotoniczna okresami tzn. jest rosngca w przedziatach (—g +

2k, §+ 2km), a malejaca (—g+ 2k, 371T+ 2km). Jak wynika z rysunku jest to funkcja

nieparzysta i oczywiscie nie moze by¢ réznowartosciowa (z samej definicji okresowosci).

f(x) = cos(x)

Podobnie jak w poprzedniej funkcji dziedzing jest caty
zbiér liczb rzeczywistych R, za$ zbiorem wartosci jest
przedziat [-1,1]. Ekstrema? Tak jak w funkcji sinus, tylko

. T .. . . .
przesuniete o -, to samo z miejscami zerowymi. Cosinus

jest rowniez funkcjg okresowa, o okresie 21t (360°). Jezeli

5
-10
rys. 45
| 10
1 | 5 I I
| | |
10 5 i) 5/ /10
,I f f !
-5 { 1 {
10| | l
rys. 46
10
| s|
| [
\ \
10 5 \ 0 \ 5, 10
\ \ \
5 ' 1
-10] |
rys. 47

10 natozymy oba wykresy na siebie to zobaczymy, ze sg one
wzgledem siebie przesuniete o dokfadnie g Stad
wszystkie nastepne witasnosci bezposrednio wynikaja.
Miejsca zerowe to xo = g + k 1. Minima lokalne  + 2Kk,
maksima 2km. Funkcja jest malejagca w przedziatach:

(2km,mm+ 2km) a rosnagca w przedziatach: (m+
2k, 21 4+ 2km). Oczywiscie nie jest réznowartosciowa.

f(x) = tg(x)

Jak widac¢ z wykresu jest to rowniez funkcja okresowa o
okresie 1. Dziedzina to zbidr liczb rzeczywistych R\ {g + k m},
zbior wartosci to R. Miejsca zerowe xo = km. Ekstremow

brak. W catej dziedzinie jest rosngca. Jako funkcja okresowa
nie jest r6znowartos$ciowa. Jest nieparzysta.

f(x) = ctg(x)

Jest to funkcja odwrotna do funkcji tangens. Dziedzina
to zbidr liczb rzeczywistych R \ {k 1}, zbiér wartosci to R.

Miejsca zerowe Xo = g+kn. Ekstremow brak. W calej

' dziedzinie jest malejgca. Nie jest réznowartos$ciowa,

i podobnie jak poprzedniczka jest nieparzysta.
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Uktad biegunowy

Przy przegladaniu materiatow, gdy przygotowywatem sie do pracy, natkngtem sie na
okreslenie polarnego uktadu wspdtrzednych, inaczej zwanym uktadem biegunowym.
Zanotowatem sobie, zeby pdzniej sprawdzi¢, co to jest. A gdy odkrytem, ze w moim kochanym
Desmosie mozna ukfad kartezjanski zamieni¢ wtasnie na biegunowy — wtedy ,zaczeta sie
jazda”.

Zacznijmy od poczatku. Co to jest whasciwie uktad polarny? Otdz w najbardziej znanym
uktadzie wspotrzednych — kartezjanskim — na ptaszczyznie kreslimy dwie proste prostopadte.
Nastepnie skalujemy je (prosciej — dzielimy je na réwne odcinki stanowigce jednostki). | teraz,
aby okresli¢ wspétrzedne punktu na ptaszczyZznie wystarczy pociggnaé przez dany punkt dwie
proste rownolegte do osi (jedna do osi X, druga do osi Y). Punkty przeciecia sie tych prostych
z osiami oznaczamy jako wspotrzedne punktu w przestrzeni. Czy jest to jedyny sposéb na
jednoznaczne wskazanie wspoétrzednych na ptaszczyznie? Okazuje sie, ze nie.

10 Zauwazmy, ze zamiast wskazywac punkt poprzez jego
wspotrzedne (x, y) mozemy go okresli¢ poprzez odlegtos¢ od

I A poczatku uktadu wspotrzednych (promien wodzacy R) oraz
) kat jaki odcinek (wektor) taczacy punkt

ﬂ : z poczatkiem uktadu wspdtrzednych (kat ). | tak zamiast

pary liczb (x, y) do okreslenia potozenia mamy pare: kat
i liczbe (¢, R). Poczatek uktadu wspotrzednych nazywany jest
biegunem. Zazwyczaj zamiast rysowaé ,kratki”, jak na
rysunku  obok (i wszystkich innych  dotyczgcych
kartezjanskiego ukfadu wspdtrzednych) na wykresach

rys. 48
. w uktadzie biegunowym rysujemy okregi, jak na rysunku
powyze;j.
5 \ Teraz juz widaé, dlaczego uktad ten nazywany jest
uktadem biegunowym. Wystarczy popatrzeé¢ z gory na
/ globus, aby zobaczy¢ podobienstwo.
10 5 5 10
‘ Jakie sg zaleznosci pomiedzy uktadem kartezjanskim,
I, a biegunowym?
104
rys?049 Popatrzmy na rysunek po
prawej. Z zaleznosci trygonometrycznych w trdjkacie S
prostokatnym widzimy, ze sin(¢p) = %, a cos(g) = %czyli x=R R
cos(g), y = Rsin(¢), a w druga strone: z twierdzenia Pitagorasa |y
= 2 2 _Yy :ri
R = /x% + y? oraztan() = . .
0 X 5 10
rys. 50
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W trakcie moich zabaw z uktadem biegunowym w Desmosie zauwazytem, ze zmiana
dziedziny (wartosci, jakie moze przyjaé ) ma wptyw na wykres funkcji. Desmos standardowo
jako dziedzine podaje przedziat (0, n 1), gdzie n jest naturalne. Czasami jest to (0,21), innym
razem (0, m). Jezeli pozwolimy, aby ¢ przyjmowato wartosci spoza zakresu (0,2m) ukfad
biegunowy przestaje by¢ jednoznaczny (gdyz wspétrzedne np. (r, 2m) oraz (r, 4m) wskazujg
doktadnie ten sam punkt. Do tego, aby mozna byto przedstawia¢ wykresy funkcji, ktére moga
przyjmowad ujemne argumenty nalezy przyjac, ze R moze byé ujemne. Dla ujemnych wartosci
R przyjmujemy, ze punkt lezy po przeciwnej stronie bieguna (czyli (r, @) = (-r, @ + m). Jezeli
natomiast przyjmiemy, ze kat ¢ jest katem ,skierowanym” to mozemy takze wykorzystywac
ujemne wartosci @.

Ponizej przedstawie, jak wykresy funkcji elementarnych (omdéwionych wczesniej
w tej pracy) wygladajg w uktadzie biegunowym. Jezeli chodzi o witasciwosci funkcji i ich
odzwierciedlenie w wykresach w uktadzie biegunowym, to sprawa jest juz bardziej
skomplikowana niz w uktadzie kartezjanskim. Pod koniec rozdziatu sprébuje przedstawic
wtasciwosci parzystosci/nieparzystosci funkcji na wykresach w uktadzie polarnym. Jak czytaé

takie wykresy pokaze na przyktadzie funkcji wymiernej R = %. Zamieszczam takze kilka

»pieknych wykreséw”, ktére znalaztem podczas moich ,wedréwek po materiatach”, a takze
kilka do ktérych sam dotartem podczas zabaw z Desmosem.

Wszystkie wykresy sg generowane dla @ z zakresu (0, nm).

a)FunkcjastataR=a

Wykresem funkcji statej w uktadzie biegunowym SO
jest okrag. Zauwazmy, ze okrgg w uktadzie kartezjanskim / \\
nie spetnia warunkéw funkcji natomiast w uktadzie 3 \.\ / ; -

biegunowym juz tak. Nie zmienilismy definicji funkcji, tylko R
inaczej przedstawiamy jej wykres.

b)Funkcja liniowaR=a @ +b :
Obok wykres funkcji R= @ (a=1, b=0) i ' r T | ‘

Wykresem tej funkcji jest krzywa zwana spiralg =’ A A\
Archimedesa. Zmienna a odpowiada za ,gesto$¢” spirali. , : Ws |
Jezeli a jest zerem to mamy funkcje stata R=b i wykresjest |7 | \ |/ / )%
okregiem. Natomiast jezeli od zera zwiekszamy ‘ D, 282
(zmniejszamy) a spirala staje sie coraz rzadsza. Natomiast \ 1 » b %
parametr b odpowiada za przesuniecie ,Srodka spirali”. YNNI
Ponizej przedstawiam kilka przyktadowych wykresow. X

rys. 52
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R=¢-1.6

c)Funkcja kwadratowaR=a @2+b @ +c¢

Obok wykres funkcji R = a@?. Aby zobaczy¢
w petni ten wykres musimy bardzo drastycznie
zwiekszy¢ skale. Przy skali uzytej w poprzednich

wykresach nie zobaczymy w petni

krzywej

kreslonej przez funkcje, a tylko jej poczatek.

rys. 54

10,

2000,

2000

~2000{2"7

rys. 55

d)Funkcja wielomianowa R= an @ " +an1 @™ + ...+ a1 @ + ao

2000

Zauwazytem, ze przy uktadzie biegunowym nie ma tak zasadniczej réznicy w wykresach
dla najwyzszej potegi parzystej i nieparzystej jak w ukfadzie kartezjanskim. Czy to bedzie
wykres funkcji R = ¢ 2" czy tez R = ¢ 2"*! dalej bedzie to spirala (mniej lub bardziej ,,gesta”)
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e)Funkcja wymiernaR = %

N
=
()]

rys. 57

04 ! Wykres wydaje sie troche inny. Im blizej $rodka
| tym bardziej rysunek przypomina wczes$niejsze spirale.
Natomiast gesto upakowana w okolicach zera, natomiast
tym im dalej wykres zaczyna przypomina¢ prosta.
Dlaczego tak sie dzieje?

0.4 04

Przeanalizujmy to.

rys. 58
Jezeli wezmiemy @ z zakresu (0, ), to otrzymujemy wykres jak nizej:

TS

rys. 59

Nie mozemy go czytac tak jak wykresu w uktadzie kartezjariskim (argumenty czytane
od lewa do prawa). Tutaj argumentem jest kat ¢, a wskazujg go linie, ktére mozna nazwac
potudnikami, ktére ,okrazajg” poczatek uktadu wspétrzednych. Jak w takim razie czytaé
powyzszy rysunek? Otdz zaczynajac od argumentu ¢ bliskiemu O, otrzymujemy R dazace do
nieskonczonosci. | jest to cze$¢ wykresu, ktéra ucieka nam w prawo. Natomiast drugi koniec
zakresu (czyli 1) oznaczony jest na rysunku kropka. Jest on na linii poziomej (m = 180°)
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w punkcie oddalonym (R) od srodka o % . Wykres zajmuje dwie pierwsze ,¢wiartki” uktadu,

czyli od kata 0 do . Zatem w przypadku takiego zakresu wykres ten czytamy jakby od prawa
do lewa. Powiekszmy zakres ¢ do (0, 2m) i zobaczmy jak zmieni sie nam wykres.

—

1

\j ‘1 2

rys. 60

Zobaczmy, ze krzywa wykresu zostata przedtuzona do dwdch kolejnych ¢wiartek
i zaczyna nam sie ,,zawija¢” wokot poczatku uktadu wspétrzednych. Krzywa koriczy sie na linii

kata 21 (co jest rdwnoznaczne z 0). Co sie stanie kiedy rozszerzymy zakres ¢ do (0O, 4m)?
Zobaczmy:

o
\\_y 1 2 3

rys. 61

Krzywa tworzgca wykres zaczyna nam sie ,,zawija¢” wokodt poczatku uktadu. Dlaczego?
Zauwazmy, ze dla argumentu ¢ z przedziatéw (O, g) oraz (2m, 21 + g) wartosci funkcji R lezg

w tych samych ¢wiartkach (1 ¢éwiartka) . Podobnie jest dla innych éwiartek. Ogdélnie mozna
powiedzie¢, ze w ukfadzie biegunowym (gdzie wida¢ jakby tylko cafy okrgg,
[0, 2mt]) wszystkie argumenty powyzej/ponizej tego zakresu powtarzajg sie. Tak wiec
zwiekszajgc zakres np. do (0,12 1), otrzymamy bardziej zacie$niong w srodku spirale.

(1
N, _1 2

rys. 62

1
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Pozostate funkcje tzn. potegowa, wykfadnicza, czy tez logarytmiczna generujg
w uktadzie biegunowym mniej lub bardziej podobne spirale do powyzszych (np. wykres funkcji
wyktadniczej to tzw. spirala logarytmiczna czesto spotykana w przyrodzie, - muszle niektérych
$limakow). PrzejdZzmy od razu do wykreséw funkcji trygonometrycznych, ktére sg ciekawsze,

zwtaszcza pewne ich modyfikacje.

f)Funkcja sinus R=sin(¢) | cosinus R=cos(¢)

Okazuje sie, ze wykres funkcji sinus w ukfadzie
polarnym tworzy okrag. Dlaczego tak jest? Przypomnijmy sobie
réwnania opisujace uktad biegunowy:

sin(@) =3, cos(@) = 7 tan(p) =3

x =R cos(), y=Rsin(p), R = /x% + y?
sin?(x) + cos?(x) = 1.

2

1 = sin?(@) + cos?(@) = (%)2 + (%) =

2 2
=X o / mnozymy przez R?

R2

rys. 63

| wreszcie otrzymujemy x?% + y2 = R? (a przeciei jest to réwnanie opisujace okrag)

Wykres funkcji cosinus takze tworzy okrag, ale potozony
w innym miejscu. Pamietajmy, ze wykres funkcji cosinus jest
przesuniety wzgledem wykresu funkcji sinus o g | tak samo jest
w uktadzie polarnym.

~
=

rys. 64
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g)Parzystosé/nieparzystosé funkcji, a jej wykres w uktadzie biegunowym

Jak juz pisatem, w trakcie przygotowan do tego rozdziatu (moje zabawy z Desmosem)
zauwazytem, ze zmiana dziedziny funkcji zmienia jej wykres - czasami zasadniczo. Wszystkie
wyzej zamieszczone rysunki zaktadaja, ze ¢ jest dodatnie (np. z zakresu (0,21). A co sie stanie
jezeli @ bedzie mogto przyjmowaé wartosci ujemne (np. z zakresu (-1, )). Zobaczmy R = .

10 10

&
5 Kj ! 5 5 i

¢ € (0,2m) ys. €5 @ € (—m,m)

Wiemy, ze jest to funkcja liniowa bez wspdtczynnika b i jako taka jest funkcja
nieparzystg (tzn. f(-x) = -f(x)) Zobaczmy na wykres (ten po prawej) - jest on symetryczny
wzgledem prostej prostopadtej do osi biegunowej. Ponizej przedstawie wykresy funkcji
nieparzystych:

20

20

3 1

¢ sin(¢)

rys. 66
Te wykresy sg takze symetryczny wzgledem prostej prostopadiej do osi biegunowej.
A jak to wyglada dla funkcji, ktére wiemy, ze sg parzyste:

10 10 10

10: 5 \ 5 10 10 5 \ 5 10 10 5 s 5 10

10 10 10

@? O e cos(q)

Wida¢, ze jezeli funkcja jest parzysta, to jest wykres w uktadzie biegunowym jest symetryczny
wzgledem osi biegunowe;.
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Ciekawe wykresy
w uktadzie biegunowym

W trakcie pracy nad uktadem polarnym w Desmosie wielokrotnie spotykatam sie
z bardzo ,ciekawymi” wykresami. Ponizej przedstawiam takie wykresy. Przy omawianiu
réznych wykreséw w ukfadzie biegunowym, zamiescitem juz réznego rodzaju ,spirale”. Tutaj
chciatbym pokaza¢ co$ bardziej ekscytujgcego. Wiekszo$¢ ponizszych wykresdow oparta jest
o funkcje trygonometryczne, gdyz chociazby z racji swojej okresowosci generujg — wrecz
wspaniate — ,figury”. Desmos umozliwia tworzenie funkcji sparametryzowanych tzn. takich,
gdzie w rownaniu oprdcz zmiennej x wystepujg parametry, ktére mozna zmienia¢ (np.

sin G + 2n1‘r)). Aplikacja umozliwia ptynng zmiane parametréw i od razu widac, jak zmienia
sie jej wykres. W ten sposéb mozna tworzy¢ fascynujgce filmiki. Niestety praca na papierze

nie umozliwia zamieszczania ruchomych obrazéw (na razie ). Dlatego czasami, aby choc¢
w prosty sposdb pokazaé zmiany takich wykreséw bede zamieszczat sekwencje wykreséw.

r = sin(a ((p + g)) +1

rys. 68
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r=bsin(a(<p+g))+1

2,b=20

a

a=2,b=2

rys. 69

2 b =20
12

a==

rys. 70

str. 41
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Pochodna

W trakcie zbierania materiatéw na temat funkcji i ich wtasciwosci, wykreséw funkgji,
réznych uktadéw wspotrzednych bardzo czesto przewijat sie termin pochodnej funkcji. Zreszta
jak pisatem we wstepie moja przygoda z funkcjami zaczeta sie wtasnie od znalezienia terminu
pochodna. Dlatego, mimo ze praca sie juz rozrosta ponad moje poczatkowe zamiary
postanowitem przynajmniej troche zapoznac sie z tym pojeciem.

Co to wiasciwie jest pochodna? Aby dobrze zdefiniowaé ten termin nalezy zacza¢ od
ilorazu réznicowego. Zobaczmy na rysunek ponize;.

Mamy wykres funkcji (tutaj akurat parabola funkcji
V10— kwadratowej f(x) = x2). Zaznaczone mamy dwa punkty
(xo, Yo) oraz (x1,y1). Na osiach zaznaczytem odpowiednio,
na X: punkty xo oraz xi; na Y: yo i y1. Teraz mozemy
oznaczy¢ przez Ax = X1 — Xo oraz Ay = y1 — yo, czyli Ax to

' J przyrost argumentdéw, a Ay to przyrost wartosci funkcji.
Yo
Uzbrojeni w takie oznaczenia mozemy zdefiniowac iloraz
roznicowy jako stosunek przyrostu argumentéw do
= , . Ax
-5 0 SBE! przyrostu wartosci '
rys. 72 Zauwazmy, ze iloraz rdéznicowy to nic innego jak

tangens kata a (kat jaki tworzy linia przychodzaca przez obydwa punkty z osig X).

A co bedzie, jezeli Ax bedziemy zmniejszali i zmniejszali | \ A
prawie do zera (ale nie doktadnie do zera Ax jest w liczniku

wiec musi by¢ rézne do zera). Oczywiscie przy zmianie Ax 10
zmienia sie takze Ay, a co za tym idzie zmienia sie caty iloraz | * .

roznicowy i kat a. Mozna uzyé jeszcze innych oznaczenh:
X1 = Xo + h, y = f(x) i wtedy iloraz réznicowy przyjmie postaé
f(xo+h)—f(x0) f(xo+h)—f(x0)

= Zauwazm ze jezeli (na
(xo+h)—x¢ h v J ( , \

poprzednim rysunku) x1 bedzie nam dazyt do xo to powstanie
nam prosta, ktdra nie bedzie przecina¢ nam wykresu, a
bedzie do niego styczna. Mozina wiec powiedzie¢, ze
pochodna funkcji w punkcie to liczba przedstawiajagca -5 0 Q%
»pochytos¢” styczne;.

rys. 73

JakbysSmy nie oznaczali ilorazu réznicowego, to przy zmniejszaniu Ax (h) do zera otrzymamy
pochodnag:
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. f(xo+h)—f(xo)
lim
h—-0 h
Jest to pochodna w punkcie (gdyz obliczamy pochodng w punkcie (xo, yo)). Aby lepiej
zrozumiec te symbole sprobujmy obliczy¢ jakg$ pochodng w punkcie na podstawie powyizszej
definicji. Wezmy funkcje kwadratowa f(x) = x? i obliczmy jej pochodng w punkcie xo = 1.

— _ 2_ 2 2 2_12 2
lim flxo+h)—f(xo) - lim fa+h)—-f(1) = lim (1+h)=-(1) - lim 1“+2h+h“-1 - lim 2h+h _
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h h-0 h
lim hzth) lim 2 + h skoro h dazy do zera to cato$¢ bedzie réwna 2. A wiec pochodna funkcji

h-0 h h—0

f(x) = x* w punkcie xo =1 wynosi 2 oznaczamy to tak: f'(x,) = 2. Symbol prim przy funkcji
oznacza witasnie pochodng, a oznaczenie xo, ze wyliczamy jg w punkcie xo. Czy zawsze
pochodna w punkcie funkcji kwadratowej bedzie wynosita 2? SprawdZmy dla jakiegos innego

2_ 2 2_
punktu xo. WeZmy teraz xo= 2 i sprawdzmy jak wyzej. }lirr(l) @ -@" _ }lirr(l) L:lhll =
2
lllin(l) # = }lirré hath) - }lirr(l) 4+ h = 4. A wiec w roznych punktach pochodna funkcji

kwadratowej ma rézng warto$é. Zauwazmy, ze pochodna w punkcie to zawsze bedzie liczba.

A czy mozemy obliczy¢ rownanie na pochodng funkcji kwadratowej w dowolnym punkcie.
— 2_,2 2 2_ 42 2
fx+h)—f(x) lim (x+h)?—x _ limx +2xh+h%—x — lim 2xh+h — lim h(2x+h) _
h h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
}Lin?) (2x + h) = 2x. A wiec pochodng funkcji kwadratowej w dowolnym punkcie x jest 2x.

Zobaczmy: lim
h-0

zapisujemy to tak: f(x) = x2, f'(x) = 2x. A co to jest 2x? Przeciez to tez jest funkcja! Tak
pochodng funkcji jest inna funkcja. Tak wiec zdefiniowaliémy wifasnie pojecie pochodnej:
lim fx+h)=f(x)

dla dowolnego x.
h—0 h 8

Zadatem sobie pytanie: czy funkcja zawsze ma pochodng? Otéz odpowiedz jest prosta, jezeli
chodzi o pochodna w punkcie, bo np. f(x) = |x| nie ma pochodnej w punkcie xo = 0. Dlaczego?
Obliczmy z definicji:

lim f(xo+h)—f(x0) - lim [xo+h|=|xo]
h—0 h h—0

teraz mamy dwie sytuacje:

h > 0 (zblizamy sie do xo = 0 z prawej strony) wtedy }lirré W = lim xOJrhﬂ =lim 2= 1

[x0+h|—|x0o| = lim —(xg+h)— (=x¢) —

h<0 (zblizamy sie do xo = 0 z lewej strony) wtedy }ling lim o

—.X'o—h"r XO) _ -h

= lim ———= lim —=-1
h—-0 h h—0 h

Zatem w punkcie xo = 0 funkcja f(x) = |x| w zaleznosci od h pochodna wyliczona z definicji
ma rézne wartosci. Méwimy wtedy, ze w tym punkcie funkcja nie ma pochodnej. Jaka jest
graficzna interpretacja takiej sytuacji? Zobaczmy:

Po lewej stronie mamy wykres f(x) = |x|. Okazuje sie, ze gdy funkcja ma w jakims
punkcie ,ostry dziubek” na wykresie (tak jak tu dla argumentu 0), to w tym punkcie nie ma
pochodnej. Wczesniej pisatem, ze pochodna tworzy nam styczng do wykresu. A wiasnie w
takim ,,szpicu” nie mozna okresli¢ stycznej.
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104

A czy istniejg takie funkcje, ktére nie maja
pochodnej w zadnym punkcie? Okazuje sie, ze takze na

\

o
o
=
(S}
-
o

to pytanie odpowied? jest twierdzgca. Bez wdawania
sie w szczegoty powiem, ze np. funkcji Weierstrassa
jest funkcjg bez pochodnej (graficznie jest zbudowana
z samych ,,dziubkow”).

rys. 74

Aby utatwi¢ obliczania pochodnych réznych funkcji matematycy wyprowadezili kilkanascie
wzordw. Oto niektdre z nich

f(x)=a f'x)=0
f(x) = ax ff(x) =a
flx) =x" f(x) = nx™t
f(x) = sin(x) f'(x) = cos(x)
f(x) = cos(x) '™ = —sin(x)
f(x) =a* f'® =a*lna
f@) =Inx f =1

Oprécz powyzszych wzoréw udowodniono takze pewne wiasnosci pochodne;j.

Mozemy na przyktad statg wycigga¢ przed pochodng
(af(x))’ = af’(x) np. (4x*) = 4(x*)’ = 4 * 4x3 = 16x3

Jezeli wezmiemy dwie funkcje np. f(x) oraz g(x) to pochodna sumy funkcji jest suma
pochodnych

(FE+9®)) =F @ +g' @ np. (2 +x) = @) +(x) = 2x +1

Z mnozeniem i dzieleniem funkcji sprawa nie jest juz tak banalnie prosta. Przy mnozeniu
dwdch funkcji wzér przyjmuje postac:

(f) xg(®) = f @)+ g(x) + f(x)* g'(x) np. (xInx)' = (1) Inx + x(Inx)’ =
1nx+x§= Inx +1

A z dzieleniem jest jeszcze gorzej:

(@) _ @@ -f@g'®)

T 700 tu moze juz nie daje przyktadu
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Pochodna, a ekstrema funkgji

-10

rys. 75

Jak pisatem wczesniej przy okreslaniu
miniméw i maksiméw funkcji bardzo przydatna jest
pochodna. Otéz, jezeli w jakims$ punkcie xo funkcja
osigga  ekstremum to to jej pochodna
w tym punkcie jest rowna zero f'(x,)= 0 (ale nie na
odwrét). Graficzne wyjasnienie tej tezy jest bardzo
proste. Pochodna w punkcie Xo,
w interpretacji graficznej, to nachylenie stycznej do
wykresu w tym punkcie. Jezeli wiec funkcja w jakims
punkcie  osigga ekstremum  (minimum lub
maksimum) to styczna musi by¢ pozioma, a wiec
pochytosé bedzie wynosic zero.

Ale nie wiemy jeszcze jakie to jest ekstremum (minimum czy maksimum). Zauwazmy,

ze przy maksimum kat nachylenia przechodzi nam z ,ostrego” (0 do g ) na ,,rozwarty” (g do m).

Tangens kata ostrego jest dodatni, a rozwartego ujemny. Tak wiec jezeli w punkcie xp
pochodna zmienia znak z ujemnego na dodatni (jak na rysunkach ponizej) to funkcja bedzie

miata minimum.
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rys. 76

Natomiast, gdy pochodna w punkcie xpo zmienia znak z dodatniego na ujemny, to
funkcja ma maksimum. A dlaczego pisatem, ze nie mozna wnioskowac¢ odwrotnie, tzn. z
»,zerowej pochodnej” wnioskowac ekstremum? Zobaczmy na nastepny rysunek. Jest to wykres
funkcji f(x) = x3 oraz jej pochodnej f'(x) = 3x?
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Dla xo = 0 pochodna f’(xo) = 0, ale funkcja nie
osigga w tym punkcie ekstremum. A co dzieje sie
z wykresem pochodnej (3x%). Zobaczmy — pochodna nie

-10 5 /0 5 10 zmienia znaku po przejsciu przez punkt xo. Tak wiec do
okreslenia ekstremoéw konieczne jest zbadanie czy
pochodna funkcji w punkcie xo jest réwna zeru oraz czy
w tym punkcie pochodna ,zmienia znak”.

-10

rys. 77

O pochodnej mozna jeszcze wiele napisaé, ale moze na tym juz zakoricze. Temat ten
staje sie coraz bardziej skomplikowany, a mnie zaczyna juz brakowac¢ czasu
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Napis FUNKCIJE jako wykres rownan

W trakcie moich zabaw z Desmosem
zauwazytem, ze za pomocg wykreséw mozna
tworzy¢ grafiki. Jest nawet cata strona internetowa
poswiecona réznym obrazom. Nie mam aspiracji
graficznych, dlatego skupitem sie na tworzeniu
napisow. Chodzito mi oczywiscie
o napis FUNKCJE. | tu klops! Linie pionowe (np.

0 ol 10 ™ w literce F) nie s3 wykresami zadnych funkgji.

Dlatego odszedtem od wykreséw funkcji,
a zajatem sie wykresami rdwnan, ktére nie sg juz
tak restrykcyjnie zdefiniowane. Np. x=0 nie jest
-10 i funkcjg, ale réwnaniem juz tak.

rys. 78

Pierwszg trudnoscig, na ktorg natrafitem byto ograniczanie wykreséw, aby linie
tworzace napis (np. pozioma linia w literze F) nie podazaty do nieskorczonosci. Mozna
oczywiscie sztucznie ograniczy¢ dziedzine, ale co to za zabawa! Sprébowatem inacze;j.
Zastanawiatem sie jak mozna ograniczy¢ dziedzine wprost z rdwnania. Oczywiscie jezeli
w réwnaniu wystepuje utamek to mianownik nie moze by¢ rowny zero. Ale to nie za wiele mi
dato. Co jeszcze? Pierwiastek! To co jest pod pierwiastkiem nie moze by¢ mniejsze od zera
(oczywiscie jezeli poruszamy sie w zbiorze liczb rzeczywistych R). | jeszcze jedno: wartos¢
bezwzgledna! Testujgc rézne réwnania doszedtem do dwéch takich, ktére ograniczajg mi
wykresy w pionie bgdz poziomie:

[Ix—al-b|

|ly—al-b|
c—x=0
b—|y—al| t+ b—|x—al|

+c—y=0

ogranicza w pionie ogranicza w poziomie

Potem poszto juz jak z ptatka. No nie do korca, bo z literg J miatem jeszcze ktopoty. A litere
U zrobitem zupetnie przez przypadek. Prébowatem rézne funkcje trygonometryczne (przeciez

U wyglada jak czes¢ sinusoidy) i pomytkowo wpisatem ﬁ zamiast sin x.

—3|—3
||y—||_10_x=0
10 3_|y_3|
||x+8|—1|+5 0
nrroel— —y=
— = - 1—|x+ 8|
||x+8|—1|+3 _ 0
0 1—|x +8| Y=
rys. 79
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|lx + 4.71225| — 1.42725|
1.42725 — |x + 4.71225

-10 | 0 10 — +1)=0
sinx & )

/Ily—3l—3| _
3y —3] —3—-x=0
| ly=31-3]\_ _
0\ <\/3—|y—3| TP
y /Ily—3|—3| B
-10 i _E< 3—|y—3| t1-x=0

rys. 81
Iy=31=3]} e . _y
" 3—|y—3| '
' |ly — 4.5 — 1.5
-10 o 10 - 075 - = 0
JLS—W—4H x
1o lly — 1.5| — 1.5]
— 525—x=0
y JLS—W—Lm * X
rys. 82

10 ‘ ~ 5 ~ 2 [lx—4.4|-44[)
((y — 251)? + (x — 8.625) 6-16)*<J7m> y=0

rys. 83
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rys. 84

rys. 85

\]Hx —11.25] — 1.25]|

5—y=0
125—x—1125 ) T° 77
lly —4.23] — 1.77 T 1is _ 0
1.77 — |y — 4.23] DTXE

((x —10.25)% + (y — 2.25)2 — 5.05) *

[ly—1.23]- 1.23] _ " [lx—11.25|- 1.25] _ _
((xl 1.23—|y—1.23| x 1.25—|x—11.25| t2-y|=0

[ly =31 - 3|
— |4+ 1275—-x=0
3—|y—3|

—14.75| - 1
|ly |- 1] 1oy=0
1—|y—14.75|

[ly —14.75| — 1|
1— |y — 14.75]

[ly — 14.75| — 1| o 0
1— |y — 14.75] y=
\/ +5—-y=0

Kacper Bfachut — Funkcje

str. 50



Zakonczenie

| na tym koncze mojg prace na temat funkcji. O ile na poczatku bardziej interesowaty
mnie wtasnosci funkcji i rézne obliczenia, to w trakcie przygotowywania sie do pracy
zboczytem w strone wykresdw. To naprawde fascynujace, jak ,nudne” proste i parabole
w ukfadzie kartezjanskim potrafig przeksztatcic sie w piekne obrazy w uktadzie biegunowym.
Tak wiec moje przygotowania przebiegaty dwutorowo: z jednej strony staratem sie zgtebic
definicje funkcji i jej wtasnosci, z drugiej ,bawitem sie” Desmosem w poszukiwaniu coraz to
ciekawszych wykreséw. Desmos Graphing Calculator okazat sie niezastgpiony. Rysuje on
wykresy nie tylko funkcji, ale takze rownan, ktére nie spetniajg definicji funkcji (np. wykres
kotfa). A gdy odkrytem, ze Desmos umozliwia przedstawianie wykreséw w uktadzie polarnym,
nie mogtem sie wrecz oderwac¢ od komputera. Czutem jednak, ze zaniedbuje troche teorie
i z ciezkim sercem powrdcitem do definicji i obliczen.

Moja praca w zadnym razie nie jest jakim$ kompendium na temat funkgji. Jest tylko
skroconym opisem tego co mnie zainteresowato w tym temacie. Oczywiscie z powodu
ograniczen objetosci pracy nie ujgtem w niej wielu rzeczy. Nie wspomniatem na przyktad nic
na temat ciggtosci funkcji. A temat jest dos¢ wazny (chociazby w temacie pochodnej). O same;j
pochodnej tez niewiele sie zmiescito (a przeciez od niej sie wszystko zaczeto) — tylko jeden
rozdziat. Przy okazji zgtebiania tematu pochodnej napotkatem na ciekawy termin:
limes - lim - ten symbol pod stowem lim mnie zainteresowat. Przeciez to nieskoriczonos¢

n-oo

- do ktérej mam sentyment ®). Skrotowo takze potraktowatem funkcje trygonometryczne
(chociaz sg bardzo ciekawe). Nie znalazto sie tez miejsce dla ,recznego” rysowania funkcji
wymiernej — temat dla mnie zbyt obszerny. Ciekawym tematem s3g tez funkcje wielu
zmiennych albo funkcje na liczbach zespolonych. Zatuje zwtaszcza tych ostatnich.
Przeczytatem gdzies, ze pewne ich wykresy majg fantastyczne ksztatty, a czes¢ okazata sie
fraktalami. Gdybym miat wymieniaé¢ o czym nie napisatem w mojej pracy na temat funkcji,
okazatoby sie, ze jest tego wiecej niz tego co w pracy zawartem. Ale tak to juz jest (zauwazytem
to w czasie pisania prac poprzednich), ze trzeba co$ wybraé, a inne rzeczy poming¢.

Na koniec dodam, ze w rozwoju pojecia funkcji duzy wktad maja réwniez polscy
matematycy: Jozef Marcinkiewicz, Wactaw Franciszek Sierpinski, czy Kazimierz Zarankiewicz.
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Zrodta
www.matematyka.pl
www.pochodna.pl
matematyka.pisz.pl
www.naukowiec.org
www.matemaks.pl
pl.wikipedia.org
www.matematyka.wroc.pl
www.desmos.com/calculator

O N U hEWDNRE
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http://www.matematyka.pl/
http://www.pochodna.pl/
http://www.matemaks.pl/
http://www.matematyka.wroc.pl/

oA N e

Spis tresci

Dane kontaktowe

Wstep

Informacja nauczyciela
Definicje

Witasnosci funkgji

a) Miejsca zerowe

b) Monotonicznos¢

c) Rdéznowartosciowosé

d) Parzystos$¢/Nieparzystoscé
e) Ekstrema (maksimum/minimum)
Rodzaje funkcji

a) Funkcja liniowa

b) Funkcja kwadratowa

¢) Funkcja wielomianowa

d) Funkcja wymierna

e) Funkcja potegowa

f)  Funkcja wyktadnicza

g) Funkcja logarytmiczna

h) Funkcje trygonometryczne
Uktad biegunowy

a) Funkcja stata

b) Funkcja liniowa

c) Funkcja kwadratowa

d) Funkcja wielomianowa

e) Funkcja wymierna

f)  Funkcja sinus i cosinus

g) Parzystosé/nieparzystosc
Ciekawe wykresy w uktadzie biegunowym
Pochodna

a) Pochodna, a ekstrema funkgji

10. Napis funkcje jako wykres rownan

11. Zakonczenie

12. Zrédta

a v W N

10
10
10
12
12
14
15
15
17
22
22
24
27
29
31
33
34
34
35
35
36
38
39
40
43
46
48
51
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