1 Sumy kwadratéw

Barttomiej Bltoniarz

1.1 Teoria
Definicja 1.1 (Tozsamos¢ Brahmagupty)
(22 + ci®) (u® + cv?) = (zu £ cyv)? + c(zv T yu)?,
Dla ¢ =1 jest to tozsamosc Fibonacci’ego.
Dowéd (22 + cy?) (u? 4 cv?) = 22u? +22cv? + cy?u® + y*v? = 2%u? £ 2zucyv +
y?v? + 22cv? F 2zucyv + cy®u? = (zu %+ cyv)? + c(z?0? F 2zvyu + y?u?) = (vu £

cyv)? + c(av F yu)?
[

Definicja 1.2 (Zbior Wi, )
W(a,b,c) — {axz -+ bazy + Cy2 - a, ba C,T,Y & Z}

W(l,O,c) - {xQ + Cy2 FG T, Y € Z}

Definicja 1.3 (Multiplikatywna zamknigtos¢ zbioru Wy g )
m e W(l,O,c) An e W(I,O,c) — m-nc W(l,O,c)

Wynika z tozsamos$ci Brahmagupty.

Twierdzenie 1.1 (Twierdzenie Dirichlet’a o aproksymacji) Dana jest liczba rze-
czywista « i liczba naturalna N. Wtedy istnieje taki mianownik k, ze 1 < k < N
oraz

h 1
a —_—

S 77V
k k(N +1)
dla odpowiednio dobranego licznika h € 7Z

Lemat 1.1
Jezeli n,a,b € N, NWD(a,b) = 1 oraz n | a® + b2, to istniejq takie liczby catko-
wite x, y, e n = x> + y°.

Dowo6d Udowodnimy to najpierw w przypadku, gdy b = 1. Zastosujemy w tym
celu Twierdzenie Dirichlet’a o aproksymacji do liczb o = & i N = |\/n]. Znajdziemy
wowczas takie h, k, ze

oraz k < N. (1)

g—
k‘ k(N +1)
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Twierdzimy, ze x = ak — nh i y = k sa dobre. Aby to sprawdzi¢ pokazemy
x2 + y? jest niezerowa wielokrotnoscia liczby n mniejsza niz 2n. To, oczywiscie,
skonczy dowod w przypadku b = 1. Mamy

2% +y? = (ak —nh)? +k* = a®’k® — 2ahkn+n*h* + k* = k*(a® +1) +n(nh® — 2ahk).

Zalozenie n|a? + 1 daje n|z? + y?. Z drugiej strony mnozac nieréwnosé (1) przez nk
i podnoszac do kwadratu dostajemy

2
2 2 n
= |ak —nh|® <
x* = |ak — nhl <N+1) <n

Ostatnia nieréwnosé wynika z oczywistej nieréwnoéci n < (IN +1)2. Ponadto, ponie-
waz 1 < k < N, wiec y? = k2 < N2 = |/n|? < /n® = n. Zatem 0 < 22 + y% < 2n.

Jezeli b # 1, to dobieramy takie u,v € Z by au + bv = 1. Wbéwcezas, na mocy
tozsamosci Fibonacci’ego:

(a® + b*)(u? + %) = (av — bu)? + (au + bw)* = A? + 1.
Zatem n|A? 4+ 1, wiec n jest sumg dwoch kwadratow.
O

Lemat 1.2 Jezeli liczba pierwsza p =1 (mod 4), to istnieje 0 < m < p i takie
liczby x,y € Z, Ze x° + y*> = mp.

Dowdd 7 twierdzenia Wilsona mamy:

—1=(p-D'=1-(p—1)-2-(p—2)-...-2k-(p—2k) = (=1)**(1-2-...-2k)*> (mod p).

Widzimy stad, ze jezeli p = 1 (mod 4), to istnieje taka a € Z, ze a®> = —1 (mod p),
czyli a2 +1 = sp dla pewnego s € N. Wybierzmy takie x, by a = z (mod p)
i by x| < £. Wowczas 2?2 +1 = mp dla pewnej liczby naturalnej m. Ponadto

mp=a’+1< (g)Q +1 < p?. Stad 0 < m < p. Wystarczy teraz przyja¢ y—1.
O]

Twierdzenie 1.2 (Twierdzenie Thue’go) Jezelim > 2 jest liczbg naturalng i licz-
ba catkowita a jest wzglednie pierwsza z m, to istniejq rozne od zera liczby catkowite
x, y spetniajgce warunki:

x=ay (mod m) oraz |z, ly| < v/m.

Dowod Niech A = |y/m]. Rozwazmy dowolnie ustawione w ciag liczby x + ay,
gdzie z i y przebiegaja zbior {0,1,..., A}. Poniewaz w tym ciagu jest (A + 1)2
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wyrazow, a (A + 1)2 > m, to mozemy wybraé¢ dwa rézne wyrazy dajace te sama
reszte z dzielenia przez m. Niech to beda x1 + ay; i 2 + ayz. Wowczas,

(r1 —22) +a(yr —y2) =0 (mod m). (2)

Poniewaz 0 < z1,22 < A, wiec |1 — 22| < A < /m. Podobnie, |y; — y2| < /m.
Ktadziemy © = x1 —x2, y = y2—y1. Pozostaje nam sprawdzi¢, ze x # 01y # 0. Oto6z,
gdyby y=0, to, wobec (2), mielibySmy m | 1 —x5. Jednoczesnie |1 —xz2| < /m < m.
Stad x1 — xo = 0, wiec (x1,y1) = (z2,y2) wbhrew dokonanemu wyborowi réznych
wyrazow ciagu. Gdyby zas x1 = w9, to kongruencja (2) databy m | a(y; — y2). W
takim przypadku zatozona wzgledna pierwszo$é m i a oraz ZTA daja podzielnosé
m | y1 — y2, ktora, tak jak przed chwila, prowadzi do rownosci y; = yo. Uzyskane
sprzeczno$ci dowodza, ze x # 01y # 0.

O

Twierdzenie 1.3 Jezeli p jest liczbq pierwszq, pfcip € Wi o), to liczba (—c)
jest resztq kwadratowg modulo p.

Dowdd Z zalozenia wiemy, ze istnieja takie z,y € Z, ze x? + cy® = p. Oznacza
to, ze 2 + cy? = 0 (mod p). Zalézmy, ze ply, z czego wynika, ze p|z. Oznaczaloby
to, ze ]92|x2 +cy? = p, co jest niemozliwe. Oznacza to, ze p 1 y. Mozemy wiec przez u
oznaczy¢ odwrotnoéé y modulo p. Mnozymy kongruencje z? = —cy? (mod p) przez
u?. Wtedy (zu)? = —c¢ (mod p).

O

Twierdzenie 1.4 Jezeli liczba naturalna n jest dzielnikiem liczby
34x? — 42zy + 13y,

gdzie x,y € 7 sq wzglednie pierwsze, to n jest sumq dwdch kwadratow (liczb catko-
witych).

Dowéd Zauwazmy, ze 34z2 — 422y + 13y% = (52 — 3y)? + (3x — 2y)2. Powolujac
sie na L1 otrzymujemy teze.

O

Twierdzenie 1.5 Jesl 2n jest sumqg kwadratow dwoch liczb catkowitych, to n
rowniez.

Zrédto: Stefan Straszewicz - "Zadania z Olimpiad Matematycznych”

Dowéd Dla pewnych z,y € Z : 22 + y? = 2n. Oznacza to, ze z = y (mod 2).

Wynika z tego, ze liczby p = ZE¥ i ¢ = Z5Y sq catkowite. Wtedy:

9 9 2?2 4+ 2y + 1y + 2% — 22y + 2 22 +y? 2n
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0

Twierdzenie 1.6 Niech m,n € N. Jezeli 5m = n? + 49, to m jest sumq dwdch
kwadratow liczb catkowritych.

Zrédto: Andrzej Nowicki - "Podréze po Imperium Liczb"

Dowéd Zalézmy, ze n = 7k, k € N, wtedy 5m = 49(k? 4+ 1). Skoro k? +1 € N to
49|m. Bierzemy x = 2%, wtedy 5z = k* + 1. NWD(k, 1)=1 wi¢c na mocy L1 mamy,
ze x = p>+q2, gdzie p, ¢ € Z. Mnozymy stronami przez 49 i mamy m = (7p)%+(7q)?.
Jezeli zag 74 n wtedy NWD(n, 49)=1, wiec od razu z L1 otrzymujemy teze.

0

Twierdzenie 1.7 Jesli kazda z liczb n, n + 1, n 4+ 2 jest sumq dwdch kwa-
dratow liczb catkowitych, to wtasnosé te majg rowniez liczby m, m + 1, m + 2, dla
m =n(n+ 2).

Zrédto: Andrzej Nowicki - "Podréze po Imperium Liczb"

Dowdéd Skoro liczby n i n + 2 sg sumami dwoch kwadratéw to korzystajac
z D3 liczba m = n(n + 2) réowniez jest suma dwoch kwadratow. Mamy ponadto
m+1l=n24+2n+1=mn+1)2+0> m+2=n2+2n+2=(n+1)%+12

0

Twierdzenie 1.8 Dla kazdej liczby naturalnej n > 1 istniejq rozne liczby natu-
ralne a, b, c, lezqgce pomiedzy n? i (n+ 1)? takie, Ze cla® + b2.

Zrédto: Olimpiada Matematyczna Motdawia 2001

Dowdéd Niech ¢ =n?+1, a = n?+2, b =n?+n+ 1. Liczby te sa parami rozne
oraz leza pomiedzy n? i (n + 1)2. Ponadto, a = 1 (mod ¢), b = n (mod c), wiec
a?+ b =c=0 (mod c)

O

Twierdzenie 1.9 Réwnanie 22+ y? = 2% 4+ 3 ma nieskoriczenie wiele rozwigzari
catkowitych.

Zrédto: Olimpiada Matematyczna Wiochy 1996
Dowd6d Przyjmijmy z = 2n? + 4n + 1 dla dowolnego n € N. Wtedy
22+ 3 =4n* +16n° 4200 + 8n + 4 = (2n? 4+ 4n)* + (2n + 2)2.

Dobieramy wiec x = 2n? + 4n oraz y = 2n + 2.
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Twierdzenie 1.10 Nie ma takich liczb catkowitych x1,x2, ..., T2011, ani
Y1,Y2, .-, Y2011, dla ktorych liczba

L = (227 + 3y7) (223 + 3y3) - - - - - (203011 + 33011),
bytaby kwadratem liczby naturalney.

Zrédto: LXII Olimpiada Matematyczna - 11 etap

Dowéd Zalézmy, nie wprost, ze wskazana liczba L jest kwadratem. Wowczas
220121 réwniez jest kwadratem. Czyli

M? =221 = 2 ((221)% 4 6y1) ((222)% + 693) - ... - ((2z2011)* + 6Y3011)-

Korzystajac wielokrotnie z multiplikatywnej zamknigtosci zbioru W g 6y, mozemy
zapisaé powyzsza rownoséé skrotowo tak: M? = 2(A%+6C?) przy pewnych A,C € Z.
Ktadac B = 2C, dostajemy

M? =2A? + 3B

To jest niemozliwe, wystarczy rozwazy¢ (mod 3).

O

Twierdzenie 1.11 Nieparzysta liczba pierwsza p da sie przedstawié w postaci
22 + y? wtedy i tylko wtedy, gdy p =1 (mod 4).

Dowod Korzystajac z tego ze p jest nieparzyste mamy p = 1,3 (mod 4), ale
poniewaz reszty kwadratowe (mod 4) to 0 i 1 to musi by¢é p = 1 (mod 4). Dla
dowodu dostatecznosci dla p = 4k + 1 bierzemy a = (2k)!. Z twierdzenia Wilsona:

—1=p-D'=1-(p—1)-2-(p—2)-...-2k-(p—2k) = (—1)?*(1-2-...-2k)*> (mod p).

Oznacza to, ze a®> = —1 (mod p). Wtedy p|a® + 1. Zatem, na mocy L1, p jest suma
dwoch kwadratow.

OJ

Twierdzenie 1.12 Przedstawienie p = 22 + y? liczby pierwszej w postaci sumy
dwdch kwadratéw jest jednoznaczne (z doktadnoscig do zamiany x? na y?).
Dowé6d Niech
_ 2 2 _ 2 2
pP=T1+ Yyl =23+ Y3, (3)

beda dwoma przedstawieniami liczby pierwszej p w postaci sumy kwadratow. Wow-
czas NWD(z;,y;) = 1 (bo kwadrat wspolnego dzielnika x; i y; jest dzielnikiem p)
oraz p{x; i p{y;. Mnozac obustronnie kongruencje x? + y> = 0 (mod p) przez od-
wrotnosé (y?) otrzymamy (z;y; 1)? = —1 (mod p). Widzimy wiec, ze x1y; i w2y, *
sa rozwigzaniami kongruencji z+1 = 0 (mod p). Ale kongruencja ta ma co najwyzej
dwa rozwiazania (jezeli a (mod p) jest rozwiazaniem, to drugim jest —a (mod p)).
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Zatem x1y; ' = fa2y, ' (mod p), co, po obustronnym pomnozeniu przez y1yz, da-
je r1y2 = twoy; (mod p). Zmieniajac ewentualnie y; na —yi, mamy x1y2 = T2y
(mod p). Réwnosci (3) i tozsamoéé Fibonacci’ego daja p? = (22 + y?)(23 + y3) =
(z122 + y1y2)? + (21Y2 — 2231 )?. Poniewaz p|z1ys — T2y, wiee tez plrizs + y132. Po
podzieleniu przez p? otrzymamy

1T + Y1y 2 T1Ys — T2Y 2
1:<12 12)_|_<12 21)
p p

Stad x1x2 = —y1y2 lub x1ys = xoy;. Jezeli zachodzi pierwsza z tych réwnosci, to,
wobec wzglednej pierwszosci x1 i y1, na mocy ZTA, mamy x1|y2, a wobec wzglednej
pierwszosci xo 1y, y2|r1. Zatem x1 = +yo i wtedy xo = +y1. Podobnie rozpatrujemy
drugi przypadek i dostajemy: x1 = +x2 i y1 = Fy2. To koniczy rozwiazanie.

O

Twierdzenie 1.13 Liczba naturalna jest sumqg dwoch kwadratow liczb catkowi-
tych wtedy 1 tylko wtedy, gdy w jej rozktadzie na czynniki pierwsze nie ma zZadnej
liczby pierwszej postaci 4k 4+ 3 w potedze nieparzystej.

Zrédto: Wactaw Sierpinski - "Teoria liczh"

Dowéd (<=) Przedstawmy n w postaci n = d?m, gdzie m jest iloczynem réz-
nych liczb pierwszych postaci 4k + 1 i dwojki. Dzieki temu, ze p = 4k + 1 mozna
przedstawi¢ w postaci sumy dwoch kwadratow, rownosci 2 = 12 + 12 i wielokrot-
nemu zastosowaniu tozsamosci Fibonacci’ego mozemy napisa¢ m = z? + y2. Stad
n = (dr)? + (dy)?.

(=) Zalozmy teraz, ze n = 2 + y? jest suma dwoch kwadratéow i ze liczba
pierwsza p = 3 (mod 4) dzieli n. Twierdzimy, ze wowczas p|x 1 ply. Gdyby bowiem
p 1z, to, oznaczajac przez u odwrotnos¢ z modulo p, mieliby$my

nu? = (zu)? + (yu)?,

skad 1 + (yu)? = 0 (mod p), co jest niemozliwe (bo —1 jest niereszta kwadratowa
modulo p = 3 (mod 4)). Podobnie sprawdzamy, ze p|y. Otrzymujemy n = x4+ y? =
(pa)? + (pb)?, wiec p?|n. Dokoriczenie rozumowania jest teraz natychmiastowe.

OJ

Twierdzenie 1.14 Nieparzysta liczba pierwsza p da sie przedstawié w postaci
22 + 2y? wtedy i tylko wtedy, gdy p = 1,3 (mod 8).

Dowéd Poniewaz kwadraty modulo 8 to 0, 1, 4, a podwojone kwadraty to 0, 2,
wiec jasne, ze suma kwadratu i podwojonego kwadratu moze dawac reszte 0, 1, 2, 3,
4, 6, nigdy za$ reszty 5, 7. Stad wynika, ze nie tylko liczby pierwsze = 5,7 (mod 8)
ale w ogole zadne liczby naturalne = 1,3 (mod 8) nie moga by¢ sumami kwadratu
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i podwojonego kwadratu. Niech wiec p = 1,3 (mod 8) bedzie liczba pierwsza. To,
na mocy symbolu Legendre’a, oznacza, ze istnieje liczba calkowita a spelniajaca
kongruencje:

a’> = -2 (mod p). (4)

Jasne, ze p  a. Stosujac twierdzenie Thue’go (m = pia = a), znajdujemy takie nie-
zerowe liczby catkowite x, y, ze x = ay (mod p), a ponadto |z|, |y| < \/p. Wowczas,
na mocy (4),

?—ad*y’=(z—ay)(r+ay) =0 (mod p),

422 =z
a, poniewaz |z| i |y| sa "male", wiec z? + 2y* < (\/p)® + 2(\/p)? = 3p. Zatem
x? 4 2y? jest dodatnia wielokrotnoscia liczby p §cisle mniejsza od 3p, co oznacza,
ze 2 4+ 2y® = p lub 2p. Jezeli 2 + 2y?> = p, to koniec. Jezeli zas 22 + 2y% = 2p,
to zachodzi réwno$é & = 2z dla pewnego z € Z. Skad 222 + y?> = p, co koriczy
rozwigzanie.

OJ

Twierdzenie 1.15 Liczba naturalna n da sie przedstawi¢ w postaci x* + 2y?
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby pierwszej p = 5,7 (mod 8) wyktadnik v,(n)
jest liczbg parzystq.

Dowod (<) Przedstawiajac liczbe naturalng n w postaci d?m, gdzie m jest
iloczynem roznych liczb pierwszych postaci 2, 8k+1, 8k+3 i piszac (dzieki wielo-
krotnemu zastosowaniu faktu, ze 2, 8k 4+ 1, 8k + 3 da sie zapisa¢ jako z? + 2y? i
tozsamodci Brahmagupty dla ¢ = 2, jest to mozliwe) m = x? + 2y? otrzymamy
n = (dz)? + (dy)>.

(=) Zalozmy teraz, ze

n = x>+ 2>, (5)

jest suma kwadratu i podwojonego kwadratu i ze liczba pierwsza p = 5,7 (mod 8)
dzieli n. Twierdzimy, ze wowczas p|z i p|y. Gdyby bowiem p 1 y, to oznaczajac przez
u odwrotnos¢ y modulo p mielibysmy

nu? = (zu)? + 2(yu)?,
skad 0 = (zu)? + 2 (mod p) co jest niemozliwe, bo —2 jest niereszta kwadratowa
modulo p = 5,7 (mod 8). Zatem p|y. Rownos¢ (5) pokazuje wtedy, ze réwniez p|x.
Stad n = 22 + 2y?> = (pa)? + 2(pb)?, wiec p?|n. Dokoiiczenie rozumowania jest
oczywiste.

O

Twierdzenie 1.16 Liczba pierwsza p da sie przedstawi¢ w postaci x> + 3y?
wtedy i tylko wtedy, gdy p=1 (mod 3).
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Dowd6d Poniewaz kwadraty modulo 3 to 0, 1, a potrojone kwadraty to 0, wiec
jasne, ze suma kwadratu i potrojonego kwadratu moze dawaé reszte 0, 1. Nie moze
to by¢ 0 poniewaz liczba pierwsza inna niz 3 nie moze by¢ wielokrotnoscia 3, a dla
p = 3 nie ma takiego x i y. Niech wiec p = 1 (mod 3) bedzie liczba pierwsza. To,
na mocy symbolu Legendre’a, oznacza, ze istnieje liczba catkowita a spelniajaca
kongruencje:

o> = -3 (mod p). (6)

Jasne, ze p 1 a. Stosujac twierdzenie Thue’go (m = pia = a), znajdujemy takie nie-
zerowe liczby catkowite x, ¥, ze © = ay (mod p), a ponadto |z, |y| < \/p. Wowczas,
na mocy (6),

2 +3 =2 —d% = —ay)(x+ay) =0 (mod p),
a, poniewaz |z| i |y| sa "male", wiec 2 + 3y* < (\/p)* + 3(\/p)? = 4p. Zatem
x2 + 3y? jest dodatnia wielokrotnoscia liczby p $cisle mniejsza od 4p, co oznacza, ze
z2 + 3y = p lub 2p lub 3p. Jezeli 22 + 3y? = p, to koniec. Jezeli za$ z? + 3y? = 3p,
to zachodzi rownosé¢ x = 3z dla pewnego z € Z. Skad 322 + y? = p, co koriczy, a dla
22 + 3y? = 2p mamy skoro p = 1 (mod 3) to 2 =2p = 22 + 3y?> = 0,1 (mod p) co
jest oczywiscie sprzeczne.

OJ

Twierdzenie 1.17 Jezeli liczba pierwsza p = 3 (mod 4) jest dzielnikiem liczby
52 + 5t? przy pewnych wzglednie pierwszych s,t € Z, to istniejg takie wzglednie
pierwsze x, y, ze 2p = x° + 5y>.

Zrédto: LIX Olimpiada Matematyczna - Finat

Dowéd Warunek p|s?+5t2, czyli kongruencja s> = —5t2 (mod p) przy wzglednie
pierwszych s, t, implikuje, ze p1t. Wiec ¢t (mod p) jest odwracalne. Niech u bedzie
odwrotnogcia t modulo p. Wtedy (su)? = —5 (mod p). To oznacza, ze a = su spelnia
kongruencje:

a’> = -5 (mod p).

Poniewaz p { a, wiec mozemy przywota¢ twierdzenie Thue’go i znalez¢ takie z,y €
Z\ {0} speliajace warunki: x = ay (mod p) i |z, |y| < \/p. Woéwczas sprawdzamy,
ze

245t =a—d*y? = —ay)(x+ay) =0 (mod p),

czyli, ze 22 + 5y? jest niezerowa wielokrotnoscia p. Ponadto |z|, |y| < V/Ds wiec
2?4+ 5y% < (vp)* + 5(y/p)* = 6p.

Widzimy stad, ze 22 + 5y = p, 2p, 3p, 4p lub 5p. Korzystajac z tego, ze p = 3
(mod 4) mamy:

p=bp=2+5y=2>+15=0,1,2 (mod 4).



1.1 Teoria 9

Co jest sprzeczne, odrzucamy wiec mozliwosci p oraz 5p.

Zalozmy wiec, ze 24 5y% = 4p. Wtedy 22+ 5y = 0 (mod 4). Zalézmy ze 4 { 22.
Wtedy jako u oznaczamy odwrotnos¢ x modulo 4 mnozac poprzednia kongruencje
stronami przez u? otrzymujemy 1+ 5(yu)? = 0 (mod 4) czyli (yu)? = —1 (mod 4)
co jest niemozliwe. Jedli za$ dzieli wtedy takze 4|5y? wiec kladziemy g, h € Z, takie
ze 12 = 4g° oraz y?> = 4h?, skad otrzymujemy g¢? + 5h? = p co, jak wykazalismy
wczesdniej, jest niemozliwe.

Zatozmy teraz x> +5y° = 3p, 3 nie moze dzieli¢ z i y, poniewaz wtedy 9 dzielitoby
22 i 2, czyli 9|3p co zachodzi tylko dla p = 3, ktére nie spetnia warunkéw zadania.
Mozemy wiec przyja¢ x,y = 1 (mod 3) (poniewaz —2 = 1 (mod 3)). Zapiszmy teraz

18p = 6 - 3p = 6(” + 5y%) = (x + 5¢)* + 5(z — y)*. (7)

Korzystajac z tego, ze z+5y = x—y = 0 (mod 3), mozemy zapisa¢ z+ 5y = 3¢g oraz
x —1y = 3h, dla pewnych g, h € Z. Wstawiajac to do (7) otrzymujemy 2p = g%+ 5h2.
Co spelnia teze.

Dla przypadku 22 + 5y? = 2p teza oczywiscie zachodzi.



