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I.  Wstep

Jednym z tematow, ktore bardzo mnie interesuja, jest pokrywanie szachownic
prostokatami o okreslonych wymiarach. Do tej pory rozwazatam problematyke tylko
i wylacznie skonczonych szachownic. Po wnikliwej analizie réznych zadan czy to
z literatury, czy tez mojego autorstwa, zacze¢tam si¢ zastanawiac, jak wygladatoby
kolorowanie szachownic nieskonczenie dtugich 1 nieskonczenie szerokich.
Postanowitam wigc zglebic tajniki nieskonczonych szachownic.

Przedstawione w pracy rozumowania dotycza nieskonczonych szachownic
jednowymiarowych okresowych i nieokresowych oraz szachownic dwuwymiarowych.
Na podstawie twierdzenia Morse’a — Hedlunda, ciggow Sturma oraz hipotezy Nivata
staratam si¢ pokazac, jak bardzo zréznicowana jest funkcja ztozonosci P,. Kolorujac
ciggi sprawdzatam, ile r6znych prostokatow o danej dtugosci mozna zobaczy¢ w takim
ciggu. Twierdzeniec Morse’a — Hedlunda dotyczy okresowych szachownic
jednowymiarowych nieskonczenie dtugich. Szachownica jest okresowa (istnieje takie
k, ze wybrany wzor szachownicy powtarza si¢, jak przesuniemy ja o k) wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje takie n, ze widzimy co najwyzej n roznych prostokgtow o dtugosci
n. Hipoteza Nivata zwigzana jest natomiast z szachownicami dwuwymiarowymi.
Bardzo interesujacy jest fakt, ze hipoteza Nivata pochodzi z 1997 roku, a jednak
w dalszym ciaggu jeszcze nikt nie byt w stanie jej udowodni¢ ani obali¢. Znane sg
jedynie jej wyniki cze$ciowe. Ciggi Sturma, ktérymi rowniez si¢ zajmowatam,
zwigzane sg z szachownicami nieokresowymi.

W pracy staratam si¢ samodzielnie sprawdzi¢, jakie warto$ci moze przyjmowac
funkcja zlozonosci ciggéw. Kolorowatam szachownice na r6zne sposoby
1 sprawdzatam, kiedy mozna stwierdzi¢, ze jest ona okresowa badz nieokresowa. Aby

tego dokonac¢ korzystatam z twierdzenia Morse’a — Hedlunda.



Il. Rozdzial wprowadzajacy

W celu rozwazania problematyki podjetej w pracy, niezbedne jest wyjasnienie
oznaczen uzywanych w dalszych jej rozdziatach:

n jest to dwustronnie nieskonczony cigg (w pracy nazywany tez szachownicg) nad
alfabetem skonczonym. x mozna interpretowac jako nieskonczong szachownice
pokolorowang na skonczenie wiele kolorow.

P,(n) jest to liczba mozliwych konfiguracji w # nad zbiorem {0, 1, 2, ..., n - 1}.
Oznacza to liczbg réznych prostokatéw diugosci n, ktora jest w #.

P,.2(n) to liczba mozliwych konfiguracji nad zbiorem {0, 2, 4, ..., 2(n - 1)}.

P,.x(n) to liczba mozliwych konfiguracji nad zbiorem {0, k, 2k, 3Kk, ..., k(n - 1)}.
Funkcje P,, P,x nazywamy funkcjami ztozonosci. Im wicksze sg wartosci funkcji
ztozonosci, tym bardziej skomplikowany jest cigg. Jezeli dopuscilibySmy do
rozwazania ciaggi nad alfabetem nieskonczonym, to przyktadowo P, dla szachownicy
z kazdym polem innego koloru bylaby nieskonczona, jednak # nie bytaby
skomplikowanym ciggiem. Dlatego w pracy skupiam si¢ tylko na ciggach nad
alfabetem skonczonym.

R,(n,Kk) jest to liczba mozliwych konfiguracji nad zbiorem {(0, 0), (0, 1), ..., (0, k - 1),
(1,0), ..., (I, k-1),(2,0), ..., 2,k-1), ..., (n-1,0), ..., (n- 1, k- 1)}, czyli liczba

réznych prostokatow o wymiarach n X Kk na ptaszczyznie.

W tej pracy przez ,,cigg” rozumiemy dwustronnie nieskonczony ciagg nad alfabetem
skonczonym. W ostatnim rozdziale pracy rozwazane sg ,,uogdlnione ciaggi”, tj. ciagi

dwuwymiarowe.

Przez A oznaczony zostal zbior skonczony, a przez Al oznaczony zostal zbior

wszystkich ciggdw dwustronnie nieskonczonych o wyrazach w A.



I1l. Twierdzenie Morse’a — Hedlunda

Rozdziat ten poswigcony jest twierdzeniu Morse’a — Hedlunda oraz jego dowodowi.

Twierdzenie Morse’a - Hedlunda

Nastepujace warunki sg rOwnowazne:

1) # jest ciggiem okresowym;

2) istnieje takie no, ze P,(no) < no;

3) istnieje takie M, ze dla kazdego n nalezacego do zbioru liczb naturalnych,
P,(n) <M.

Dowaéd twierdzenia Morse’a — Hedlunda:
1)=>3)

P,(n) jest ograniczona przez okres ciggu . Wystarczy przyjaé, ze M to okres ciagu 7.
Wtedy P,(n) <M

np. dla dwukolorowej szachownicy o okresie 2:

P,(1) = 2 = okres ciagu #

P,(2) = 2 = okres ciggu %

P,(3) = 2 = okres ciagu #

P,(4) = 2 = okres ciagu #

P,(n) = 2 = okres ciagu %

Gdy przyjmiemy, ze M to okres ciggu 7, to wowczas P,(n) = M, czyli jest to

szczegolny przypadek P,(n) <M

3)=>2)
Mozna przyjac no= M.

Wowczas P,(no) <no= M.



2)=>1)

Mamy dwa przypadki:
1° P,(1) =1

2° Py(1)>2

1° Gdy P,(1) = 1, to szachownica jest jednokolorowa, a zatem okresowa (o okresie 1)
2°Py(1)>2

Po pierwsze zauwazmy, ze P,(n) < P,(n+1), poniewaz kazdy prostokat
dlugo$ci n mozemy przedluzy¢ w co najmniej jeden sposéb.

Zaktadamy, Ze istnieje takie no, dla ktorego P,(no) < no.

Jezeli przyporzadkujemy liczbom naturalnym od 1 do no liczby naturalne od 2 do no,
to co najmniej jednej liczbie zostang przyporzadkowane co najmniej dwie liczby, gdyz
liczb od 1 do nojest no, a liczb od 2 do nojest no - 1.

Innymi stowy, istniejg takie K iy, ze k# y, ale P,(K) = P,(y).

Zatem: P,(k) < P,(k+1) < Py(y).

Czyli: P,(k) = P,(k+1).

Wykazemy teraz, ze wiedzac jak pokolorowany jest fragment szachownicy o dlugosci
k, mozemy stwierdzi¢, w jakim kolorze jest nastepujgce po nim pole (nawet nie znajgc
miejsca, z ktorego ten fragment zostal wyciety).

Rozwazmy nastepujacy fragment:

Zatozmy, ze czg$¢ oznaczong przez B mozna pokolorowaé¢ na co najmniej dwa
sposoby. Zauwazmy, ze liczba stow dhlugosci k+1 nie zaczynajacych si¢ od stowa
A wynosi co najmniej P,(k) - 1. Zatem P,(k) - 1+2 < P,(k+1).

Czyli P,(k) < P,(k+1), co prowadzi do sprzeczno$ci.

Poniewaz stow dlugosci k jest skonczenie wiele, a szachownica jest nieskonczona,

istnieje takie stowo D dtugosci k, ktore wystapi w szachownicy co najmniej dwa razy.




Z powyzszego rozumowania wynika, ze wiemy jak pokolorowaé cze$¢ szachownicy

pomiedzy dwoma wystgpieniami stowa D.

Oznaczmy te czes$¢ przez C.

k

D C

Po C mozemy dorysowac jeszcze jeden prostokat dlugosci k. Bedzie to stowo D.

K K

D C D

Po drugim wystapieniu stowa D mozemy dorysowa¢ C i tak w nieskonczono$¢, zatem
szachownica jest okresowa (stowo DC bedzie si¢ powtarzac¢ okresowo).
k k k

D C D C D




IV. Uogdlnienie twierdzenia Morse’a — Hedlunda

Celem tego rozdziatu jest uogdlnienie twierdzenia Morse’a — Hedlunda. Dla liczby
naturalnej k zdefiniujmy P,«(n) jako liczbe mozliwych konfiguracji nad zbiorem
{0, k, 2k, ..., k(n - 1)}. Zauwazmy, ze dla kazdego n zachodzi P,(n) = P,1(n). Dla tego

przypadku juz zostato udowodnione twierdzenie Morse’a — Hedlunda.

Gdy k=2, to P,2(n) oznacza liczb¢ mozliwych konfiguracji nad zbiorem

{0,2,4,...,2(n-1)}.

Udowodnijmy nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 1

Nastepujace warunki sg rownowazne:

1. 7 jest ciggiem okresowym,;

2. istnieje takie no, ze P, 2(no) < no/2;

3. istnieje takie M, ze dla kazdego n nalezacego do zbioru liczb naturalnych,
P,2(n) <M.

Dowod Twierdzenia 1:
1)=>3)

P,.2(n) jest ograniczona przez okres ciggu 7. Wystarczy przyjac, ze M to okres ciggu 7.
Wtedy P, 2(n) < M.

Przyktadowo dla dwukolorowej szachownicy, gdzie M = 2:
P,.2(1) = 2 = okres ciggu 7
P,.2(2) = 2 = okres ciggu 7
P,.2(3) = 2 = okres ciggu 7
P,.2(4) = 2 = okres ciggu 7
P,.2(n) = 2 = okres ciggu 7



Gdy przyjmiemy, ze M to okres ciagu 7, to wowczas P,2(n) = M, czyli jest to
szczegblny przypadek P,(n) <M.

3)=>2)
Mozna przyjac no = 2M

Wowczas Pj2(ng) <no/l2=M

2)=>1)

Rozwazmy ciagi:
] parzyste™. .., 77('2)’ 77(0)’ 77(2)’ 77(4)’
1 nieparzyste=.. ., 77('1), 77(1), 77(3), 77(5),

Zauwazmy, ze dla kazdego n
Py parz(N) < Py2(n),

P;7 nieparz.(n) < Pﬂ,Z(n)'

Zatem

Py parz.(No) < No 1 Py, nieparz.(No) < No.

Z twierdzenia Morse’a — Hedlunda wynika wigc, Ze:

Py, parz. 1 Py nie parz. 53 ciggami okresowymi.

Niech P1 0znacza oKres # parz. I P2 0znacza okres # nieparz.

Woéweczas dla kazdego n nalezacego do zbioru liczb naturalnych:

n(n+2P1P2) = n(n), a wigc 7 jest ciggiem okresowym.



V. Przyklady

Na podstawie twierdzenia Morse’a — Hedlunda wykazemy, ze dana szachownica jest
okresowa lub nieokresowa. Aby tego dokona¢, bedziemy podstawia¢ kolejne

argumenty (zwigksza¢ dtugos¢ prostokatow) do funkeji ztozonosci ciggdw.
Pokolorujmy szachownic¢ na dwa sposoby dwoma kolorami, jak na Rys. 1 i Rys. 2.

| — szachownica okresowa

Rys. 1

Il — szachownica nieokresowa
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Rys. 2

| Py2(1)=2>1/2
I1P,2(1)=2>1/2

| Py2(2)=2>2/2
11 Py2(2) =4>2/2

| Py2(3)=2>3/2
11 P,2(3) =8>3/2

| P,2(4)=2=4/2
11 Py2(4) =16 > 4/2

| P,2(5)=2<5/2
11 P,2(5) =32 >5/2

| Py2(n)=2<n/2,dlan>4
I1 Py2(n) =2">n/2,dlan> 1

12



Z uogodlnionego twierdzenia Morse’a — Hedlunda wynika zatem, ze szachownica
przedstawiona na Rys. 1 jest okresowa, natomiast szachownica przedstawiona na

Rys. 2 nie jest okresowa, poniewaz dla kazdego n zachodzi 2" > n/2.

Pokolorujmy szachownic¢ na dwa sposoby trzema kolorami, jak na Rys. 3 i Rys. 4.

1l — szachownica okresowa

Rys. 3

IV — szachownica nieokresowa
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Rys. 4

NI P,2(1) =3> 1/2
IV P,2(1) = 3> 1/2

11 P,2(2) = 3> 2/2
IV P,2(2) =9 > 2/2
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11 P,2(3) =3>3/2
IV P,2(3) = 27 > 3/2

11 P,2(4) = 3> 4/2
IV P, 2(4) = 81 > 4/2

Il P,2(5) = 3> 5/2
IV P, 2(5) = 243 > 5/2

11 P,2(6) = 3= 6/2
IV P,.2(6) = 729 > 6/2

1 P,2(7) =3<7/2
IV P,2(7) = 2187 > 7/2

11 Py2(n)=3<n/2,dlan>6
IV P,2(n)=3">n/2,dlan>1

Z uogdlnionego twierdzenia Morse’a — Hedlunda wynika zatem, ze szachownica
przedstawiona na Rys. 3 jest okresowa, natomiast szachownica przedstawiona na

Rys. 4 nie jest okresowa, poniewaz dla kazdego n zachodzi 3" > n/2.
Pokolorujmy szachownic¢ na dwa sposoby czterema kolorami, jak na Rys. 5 i Rys. 6.
V — szachownica okresowa

Rys. 5

VI — szachownica nieokresowa



.i!
-

Rys. 6

VP,o(1)=4>1/2
VIP,o(1) =4>1/2

V P,2(2)=4>2/2
VI P,2(2) = 16 > 2/2

16



V P,2(3) = 4> 3/2
VI P,2(3) = 64 > 3/2

V P,2(4) = 4> 4/2
VI P,2(4) = 156 > 4/2

V P,2(5) = 4 >5/2
VI P,2(5) = 1024 > 5/2

V P,2(6) = 4 > 6/2
VI P,2(6) = 4096 > 6/2

V Pa(7) = 4> 712
VI P,2(7) = 16384 > 7/2

V P,2(8) = 4 =8/2
VI P, 2(8) = 65536 > 8/2

V P,2(9) = 4 <9/2
VI P, 2(9) = 262144 > 9/2

V P,2(n)=4<n/2,dlan>8
VIP,2(n)=4">n/2,dlan>1.

Z uogolnionego twierdzenia Morse’a — Hedlunda wynika zatem, ze Szachownica
g g y

przedstawiona na Rys. 5 jest okresowa, natomiast szachownica przedstawiona na

Rys. 6 nie jest okresowa, poniewaz dla kazdego n zachodzi 4" > n/2.

17



VI. Uogélnienie twierdzenia Morse’a — Hedlunda — czes¢ druga

Na poczatku tego rozdziatlu zdefiniowalismy P,k(n) jako liczbe mozliwych
konfiguracji nad zbiorem {0, k, 2k, 3k, ..., k(n - 1)}.

Udowodnijmy nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie 2

Nastepujace warunki sg rownowazne:

1) 7 jest ciggiem okresowym;

2) istnieje takie no, ze P,k(no) < nolk;

3) istnieje takie M, ze dla kazdego n nalezacego do zbioru liczb naturalnych,
P,x(n) <M.

Dowdéd Twierdzenia 2:
1)=>3)
P,k(n) jest ograniczona przez okres ciggu r. Wystarczy przyjacé, ze M to okres ciggu 7.

Wowczas Pj,x(n) <M.

3)=>2)
Mozna przyjac¢ no= Mk

Wowczas Py, k(no) < no/k = M.

2)=>1)

Zdefiniujmy:

nro= ..., 1(-K), 7(0), n(k), ...
= ..., n(1-K), (1), n(k+1), ...
ne= ..., 1(2-k), n(2), n(k+2), ...
ne3= ..., n(3-k), #(3), n(k+3), ...
nea= ..., 1(4-K), n(4), n(k+4), ...
nes= ..., 1(5-K), n(5), n(k+5), ...

18



Ny = ..., n(-1), n(k-1), n(2k-1), ...

Zauwazmy, ze dla kazdego n:
Pyro(n) < Pyi(kn),
Pyri(n) < Py(kn),

Par-1y(n) < Pyk(kn).

Zatem

P,ro(no) < kno/k = no,

P,r1(no) < kno/k = no,

Pyrk-1)(no) < kno/k = no.

Z twierdzenia Morse’a — Hedlunda wynika wiec, ze Pyro, Pyry, ..., Pyr1) sa ciggami
okresowymi. Niech Po oznacza okres nro, P1 0znacza okres #ri, ..., Px-1) 0znacza

okres #rk-1. Wowczas dla kazdego n nalezagcego do liczb naturalnych:

n(n + kPoP1...Pk-1) = n(n), a wigc 7 jest ciggiem okresowym.

19



VII. Ciagi Sturma

Ciag # nalezacy do A" nazywamy ciggiem Sturma, jezeli dla kazdego n zachodzi,
P,(n) = n+1.
Ciggi Sturma nie sg okresowe (sg to ciggi nieokresowe o minimalnej mozliwej

ztozonosci).

Niech 5 = ...0001000... (Rys. 7)

Rys. 7

Wowczas dla kazdego n zachodzi, P,(n) = n+1, ale jezeli rozpatrzymy tylko ,,prawg”
strong #, to otrzymamy (jednostronny) ciag okresowy. Dlatego przyjmujemy
nastepujaca definicje:

ciag dwustronnie nieskonczony nazywany jest ciggiem Sturma, jezeli kazde jego

jednostronnie nieskonczone podstowo jest ciggiem Sturma.

Ponizej przedstawiamy konstrukcje ciggu Sturma. Wybieramy dwa tuki na okregu.
Niech pierwszy z nich ma kolor niebieski, a drugi tuk niech ma kolor pomaranczowy
(Rys. 8). Kat srodkowy oparty na niebieskim tuku to 6. Wybieramy pewien punkt na
niebieskim tuku. Nastgpnie zaznaczamy pierwszy wyraz ciggu jako 1, poniewaz
wybrany punkt lezy na niebieskim tuku. Potem wykonujemy nastepujacy ciag

czynnosci nieskonczenie wiele razy:

e przesuwamy wybrany przez nas punkt w dowolng stron¢ (gdy wykonujemy
podang czynno$¢ po raz pierwszy, to mamy prawo wyboru Kierunku, jednak za
drugim razem przesuwamy punkt w t¢ strong, co poprzednim razem) o kat
srodkowy 0,

e jesli punkt znalazt si¢ na niebieskim tuku, to dopisujemy 1 do ciagu, a jesli
punkt znalazt si¢ na pomaranczowym tuku, to dopisujemy 0 do ciagu.

20



Powstaty cigg jest okresowy lub nieokresowy, w zaleznosci od miary wybranego
kata 6. W [5] jest jednak udowodnione, ze jezeli % jest niewymierna, to otrzymany

W ten sposob ciag jest nieokresowy 1 ma funkcje ztozonosci o zadanych wartosciach.

Ciagg Sturma

Rys.8

Zrédto: Complex Systems, edytowane przez E. Goles, S. Martinez, Wyd. Springer — Science+Business
Media, B.V., 2001, ISBN 978-94-010-3817-1, str. 11-12
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VIIl.  Ciaginad 72

Wyrézniamy dwa rodzaje okresowosci nad Z2;

A. istniejg takie m, n, ze dla kazdego Kk, | zachodzi n(k,1) = #(k+m, I+n)
B. istnieje takie m, ze dla kazdego Kk, | zachodzi n(k,1) = #(k+m, I)
C. istnieje takie n, ze dla kazdego Kk, | zachodzi #(k,1) = n(k, 1+n)

Jezeli n spelia wlasnos¢ B lub C, bedziemy mowic, ze # jest okresowa, a jezeli

n spetnia wlasnos$¢ A, to wowczas 7 jest zupetnie okresowa.

Na Rys. 9 zostal przedstawiony przyktadowy ciag okresowy, a na Rys. 10 zostal

przedstawiony ciagg zupehie okresowy.

Rys. 9

22



Rys. 10

Jezeli 5 jest zupelnie okresowa, to jest okresowa. Istniejg ciagi okresowe, ktore nie sg

zupehie okresowe.

R,(n, k) jest to liczba mozliwych konfiguracji nad zbiorem {(0, 0), (0, 1), ..., (0, k - 1),
(1,0), ..., (L, k-1),(2,0), ..., 2,k-1), ..., (n-1,0), ..., (n- 1, k- 1)}, czyli liczba

réznych prostokgtow o wymiarach n X K na plaszczyznie.

N

3



Twierdzenie 3

n jest zupelnie okresowa wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja ztozonosci R, jest

ograniczona.

Dowaéd Twierdzenia 3

Jezeli 5 jest zupelnie okresowa, to funkcja zlozonosci R, jest ograniczona.

Zatozmy, ze n jest zupetnie okresowa. Zauwazmy, ze jezeli # jest zupetnie okresowa,
to jest okresowa w wierszach i w kolumnach. Niech wspolnym okresem wszystkich
wierszy bedzie M, a wspdlnym okresem wszystkich kolumn bedzie N, wowczas

R, <MN, czyli R, jest ograniczona.
Jezeli funkcja zlozonosci R, jest ograniczona, to n jest zupelnie okresowa.
Zatozmy, ze funkcja zlozonosci R, jest ograniczona. Zatem funkcja ztozonosci

w kazdym wierszu jest ograniczona. Na mocy twierdzenia Morse’a — Hedlunda kazdy

wiersz jest okresowy. Mamy dany kwadrat o boku M w 7 (Rys. 11).

(0, M) (M, M)

0,0) (M, 0)

Rys. 11
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Niech pierwszy wiersz bedzie miat okres W1, drugi wiersz bedzie mial okres Wo, ...,

M — ty wiersz — okres Wwm (Rys. 12).

(0, M) (M, M)

W,

W,

W,

I I
| | -

(0,0) \ \ (M, 0)

Rys. 12

Wspdlny okres wszystkich wierszy to WiW,...Wm. Mamy dany cigg, w ktorym
kolumny sa dtugosci M. Z dowodu twierdzenia Morse’a — Hedlunda wynika, ze kazda
kolumng¢ dhugosci M da si¢ przedtuzy¢ w jednoznaczny sposob (niepotrzebna jest do
tego informacja, gdzie ta kolumna si¢ znajduje). Niech pierwsza kolumna ma okres
Ky, druga kolumna — okres Ko, ..., WiW-...Ww — ta kolumna — okres Kw,w,...w,. Wiersze
powtarzaja si¢ o okres WiW...Wwn, wiec kolumna nr WiWo>...Wwm +1 bedzie miata taki
sam okres, jak kolumna nr 1, czyli K1 (Rys. 13). Tak wigc Ky+Kox «Kww, w, jest
wspolnym okresem wszystkich kolumn. Analogicznie mozna pokazaé, ze istnieje

liczba W bedaca okresem wszystkich wierszy. Zatem # jest zupelnie okresowa.
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IX. Hipoteza Nivata (1997 r.)

Hipoteza Nivata
Jezeli istnieja takie n, k nalezace do liczb naturalnych, ze P,(n k) < nk, to # jest

okresowa.

Oszacowanie w hipoteziec Nivata jest optymalne. Jezeli zdefiniujemy # jako
szachownice, ktora na pozycji (0, 0) jest czarna, a Wszystkie pozostate pola ma biale,

to # nie bedzie okresowa, ale R,(n, k) = nk + 1 dla kazdego n, k (Rys. 14).

Rys. 14
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Hipoteza Nivata nadal nie jest rozstrzygni¢ta, ale sa znane pewne wyniki czgsciowe:

W 2002 roku Sander i Tijdeman [1] pokazali, ze jezeli R,(2, n) < 2n lub
R,(n, 2) < 2n dla pewnego n nalezacego do liczb naturalnych, to # jest
okresowa.

W 2003 roku Epifanio, Koskas i Mignosi [2] udowodnili, ze jezeli
R,(n, k) < nk/144 dla pewnych n, k nalezacych do liczb naturalnych, to # jest
okresowa.

W 2004 roku Quas i Zamboni [3] wzmocnili powyzszy wynik wykazujac,
ze wystarczy zalozy¢, ze R,(n, k) < nk/16 dla pewnych n, k nalezacych do liczb
naturalnych.

Twierdzenie to zostato ponownie wzmocnione w 2012 roku przez Cyra i Kre
[4], ktorzy dowiedli, ze wystarczy zatozy¢, ze R,(n, k) < nk/2 dla pewnych

n, k nalezacych do liczb naturalnych.
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