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Skad pomyst na taki temat i po co to ,wielkie boom”?

Byt pazdziernik, na jednej z lekcji matematyki nauczycielka narysowata na tablicy obok siebie
jakies prostokaty, pisata w nich kropki i pokazywata jak ,przechodza” z pudetka do pudetka
(prostokaty byty pudetkami). Moje pierwsze skojarzenie — system binarny! Miatam juz z nim
wczesniej do czynienia.

| tu sie zaczeto ,wielkie boom” — kropki zaczety wybuchac¢ jedna po drugiej! Naprawde wow!

Po dalszych objasnieniach matematyczki okazato sie, ze trwat Swiatowy Tydzierh Matematyki
(10-17.10.2017 r.), a te pudetka i kropki majg utatwi¢ zrozumienie nie tylko systemu
dwdjkowego, o ktdrym pomyslatam, ale tez innych probleméw w matematyce.

Opowiedziano nam o panu Jamesie Tantonie — australijskim matematyku, ktéry jest
pomystodawcg EXPLODING DOTS, czyli owych wybuchajgcych kropek, ktdre majg za zadanie
opowiadad ciekawe matematyczne historie.

A wiec idea wybuchajacych kropek narodzita sie, aby przyblizy¢ rézne systemy pozycjonowania
liczb. Stworzone maszyny z wybuchajgcymi kropkami w ciekawy sposéb odzwierciedlaja
,zachowanie” liczb w poszczegdlnych systemach.

Jednak ta idea ma zastosowanie réwniez w zwyklym dzieleniu z podstawdwki
czy zaawansowanej algebrze z liceum. Zobaczycie sami, jak trudne zagadnienia matematyczne
stajg sie tatwymi dzieki wybuchajgcym kropkom. Zapraszam!
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Fot. 1
www.explodingdots.org



http://www.explodingdots.org/

Sposoby dziatania maszyn z wybuchajgcymi kropkami

Zasada dziatania maszyny 1<2
Kiedy w pudetku znajduje sie 1 kropka nic sie nie dzieje.

Kiedy w pudetku znajdujg sie 2 kropki — wybuchajg i zamieniaja sie w jedng kropke w pudetku
z lewej strony.

rys. 1 — dziatanie maszyny 142
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Zasada dziatania maszyny 1<3

Gdy w pudetku znajda sie 1 badz 2 kropki nic sie nie dzieje.
Gdy w pudetku znajdg sie 3 kropki — wybuchng i zamienig sie w jedng kropke w pudetku po

lewe;.

Ogodlna zasada dziatania maszyny 1<$n (n-dowolna liczba naturalna)

Kiedy w pudetku znajdzie sie n kropek — wybuchajg i znikajg, a w pudetku po lewej stronie

pojawia sie jedna kropka.

Przyktadowe maszyny:

[ I Y

rys. 3

22 =454+ 2.5°-
ZL=4:5+2:4A=

22=20+2

(k2)g =22

SYSTEM  PIA TKOLY

n=5

v-‘~+"

Abz 4-R14+5.9°=
Ab= 8+5

n=8&

rys. 4 SYSTEM OSEMKOWY

(45)g =13




Systemy pozycyjne liczb

Z definicji system pozycyjny to pewna metoda zapisywania liczb w nastepujgcy sposdb.
Zaleznie od pozycji kazdej z cyfr, wyznacza ona wielokrotno$¢ potegi liczby bedacej podstawa
systemu. Liczby zapisujemy cyframi od lewej do prawej. Kazda z pozycji ma doktadnie
okreslong i niezmienng wartosc liczbowa.

Najbardziej znany system pozycyjny to system dziesietny, w ktérym bazg jest liczba 10,
a liczby zapisujemy za pomoca dziesieciu cyfr: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Jednostka kazdego
nastepnego rzedu jest dziesie¢ razy wieksza od jednostki rzedu poprzedniego.
Liczby zapisujemy jako ciagi cyfr, z ktérych kazda jest mnozng potegi liczby 10.

Dlatego tez liczbe 49537 mozna przedstawi¢ jako:
49537=4*10*+9*103+5*10%+3*10%+7*10°.

Najprostszy uktad pozycyjny to system dwodjkowy zwany tez binarnym. Jego bazg jest liczba 2,
wiec wszystkie liczby bedziemy zapisywac za pomoca tylko 2 cyfr: 0 i 1. Liczby naturalne
zapisujemy tu dokfadnie jak w systemie dziesietnym z tg réznicg, ze zamiast kolejnych poteg
dziesigtki, wystepuja tu kolejne potegi liczby 2.

Zamiana liczb naturalnych z systemu dziesiethego na dwdjkowy

Wielokrotnie dzielimy dang liczbe przez 2 i spisujemy reszty z dzielenia. Mozliwe reszty to 0
lub 1. Gdy skonczymy dzielenie i iloraz bedzie réwny 0, spisujemy ostatnig reszte
i odczytujemy powstaty cigg utworzony przez reszty, ale z dotu do géry. Otrzymujemy dang
wczesniej liczbe zapisang w postaci systemu binarnego.

Dlatego tez liczbe 218 mozna przedstawic jako:
218=1%27+1*26+0*2°+1*24+1*23+0*22+1*21+0*2°=
=1*128+1*64+0*32+1*16+1*8+0*4+1*2+0*1=
=128+64+16+8+2=218

A liczba 101110 w systemie dziesietnym

Na tym systemie oparta jest informatyka.
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Podstawowe dziatania matematyczne z wybuchajgcymi kropkami
Znajgc podstawowe zasady funkcjonowania maszyn z wybuchajagcymi kropkami mozna
wykonywa¢ podstawowe dziatania matematyczne (dodawanie, odejmowanie, mnozenie
i dzielenie) wykorzystujagc ,wybuchy kropek” i dobrze sie przy tym bawigc.
Z przeprowadzonych przeze mnie obserwacji wynika, ze niezaleznie od maszyny (czyli systemu
pozycyjnego) idea wykonywanych dziatan jest taka sama.

Szczegdtowo opisze jedno dziatanie - dzielenie, poniewaz bedzie mi to potrzebne w dalszej
pracy.

Algorytm dzielenia liczb naturalnych

Na poczatek weimy prosty przyktad 484 : 4. Zapewne kazdy z nas potrafi to zrobic
w pamieci. Ale zobaczmy jak w szybki i tatwy sposéb mozemy zrobi¢ to w naszej
maszynie 1<-10. Przedstawie to krok po kroku:

I.  Zapisuje dzielng w maszynie

II.  Pod spodem przedstawiam zapis dzielnika w maszynie
lll.  Szukam i zaznaczam grupy zapisu dzielnika w maszynie
IV.  Zapisujeg, ile takich grup mam w kazdym pudetku
V.  Mam gotowy wynik dzielenia

rys. 6
Sytuacja komplikuje sie bardziej, gdy dzielnik
przedstawie w dwdch pudetkach badz wiecej,
bo nie bedzie liczbg jednocyfrowa. Jak wtedy

podzieli¢ liczbe?
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Dzielenie wielomiandw w oparciu o wybuchajace kropki

Dzielenie wielomianéw nie bylo mi wczesniej znane, gdyz wykracza poza podstawe
programowg gimnazjum. Ale dzieki zafascynowaniu sie wybuchajgcymi kropkami,
postanowitam przejs¢ kolejne wyspy i natrafitam na cos$ nieznanego. Poczatkowo bytam
przerazona, to wygladato strasznie. Po obejrzeniu filmiku pana Tantona, ktéry znakomicie
wyttumaczyt jak to robi¢, od razu sama préobowatam wykonac jakie$ dziatania. Najpierw tatwe,
potem coraz trudniejsze. Dzieki kropkom nauczytam sie dzieli¢ wielomiany, a teraz postaram
sie to przedstawic!

W dalszych rozwazaniach bede dziata¢ na dowolnej maszynie, ktérg oznacze 1<x. Nie wiem,
ile rowna sie x. Moze 2? A moze 7? Nie wiem i to nie ma znaczenia.

Mam wielomian x3+4x2+5x+6 i chce go podzieli¢ przez x+3. Wydaje sie trudne, ale wcale takie
nie jest.

Przejdzmy do dzielenia! Wedtug wczesniejszej instrukcji najpierw zapiszmy dzielng
w maszynie. Nastepnie przedstawmy zapis dzielnika w pudetkach maszyny i sprébujmy znalez¢
odpowiednie grupy. Sg! Zaznaczmy je i utwdérzmy wynik. Proste, prawda?
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rys. 8

Mozemy sprawdzié, ze (x>+x+2)*(x+3)=x3+4x2+5x+6



Jednak mamy problem! Co zrobi¢, jesli posta¢ wielomianu bedzie przyktadowo taka:
x3-5x%+7x-2 i chcemy podzieli¢ przez x?>-3x+1. Jak mamy zapisa¢ ,minus kropki”? Jest na to
sposob! Tak zwana antykropka, ktdra bedzie rozumiane jako minus jedna kropka.

RODZA)E KROPEK®
®  dot ~keopka odayfunana jako A

° anti ~clot (tod) - antykropka , Gryli  kropka

Odma'hauum fako -4
rys. 9

Sprobujmy! Widzimy tylko jedng grupe dzielnika w maszynie. Ale gdyby zmienic¢ antykropki
w kropki i odwrotnie, zobaczymy dwie takie grupy. Jesli co$ zmieniliSmy to grupy te bedg na
minusie. Chyba jasne?
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Zeby nie byto watpliwoéci sprobujmy jeszcze jeden przyktad.

Mianowicie: x>+x*+2x2+x-1 przez x+1

Widzimy dwie grupy dzielnika i zostaje nam jedna kropka i antykropka. Co zrobic?
Przydatoby sie, aby pojawita sie kropka w pudetku x w celu utworzenia kolejnej grupy.
Stworzmy jg! Ale dla réwnowagi obok niej musi powstaé antykropka.



Jak méwi James Tanton — , jesli czegos w zyciu chcesz, to spraw, zeby sie stato, a potem radz
sobie z konsekwencjami”! Wynik gotowy?
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Sumy nieskonczone

Prébujac wykonywac dalsze dzielenia wielomiandw natrafitam na kolejne nieznane mi
dotychczas pojecia matematyczne takie jak np. cigg geometryczny. Byta zatem okazja, by na
zajeciach dodatkowych z matematyki dowiedzie¢ sie troche o ciggach geometrycznym
i arytmetycznym.

A tak to wygladato w pudetkach z wybuchajacymi kropkami.

1
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Wykonajmy dzielenie
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rys. 12

Wynikiem tego dzielenia jest pewna suma, ktdra biegnie w nieskoficzonos¢ zgodnie z pewng
reguty. Takie sumy nazywamy sumami nieskoficzonymi.

THXHX2H3CHXH Xo+...

Na skfadniki tej sumy mozemy spojrze¢ jak na kolejne wyrazy ciggu geometrycznego
o pierwszym wyrazie 1 i ilorazie x.

1
1-x
sprawdzi¢ algebraicznie wykonujgc odpowiednie mnozenie.

Ten wzér = 1+x+x203+x%+ x°+... , ktéry wynika z wykonanego powyzej dzielenia mozna

(1-x)* (1 +x+x2H3C+HxH+x+...)=1

11



Nastepna suma nieskoriczona powstanie po wykonaniu dzielenia
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Dzielenie pewnego wielomianu a cigg Fibonacciego
1

Wykonajmy dzielenie T . Wnaszejmaszynie 1<-x
1-x—x

Wyniki przedstawiajg sie tak:
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rys. 15

Mozna by is¢ w nieskonczonos¢ w lewo, a pudetka i liczby nigdy by sie nie skonczyty. Warto
zauwazyc, ze liczby te nie sg przypadkowe. S to kolejne liczby Fibonacciego! Troche o nich
wczesniej styszatam, wiec postanowitam troche te wiedze poszerzy¢. Ale o tym w nastepnym

rozdziale.
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Ciag Fibonacciego i ztota liczba
O ciagu rozmnazajacych sie krélikow, czyli jaki problem postawit Fibonacci?

Okoto 1200 roku wtoski matematyk Leonardo Fibonacci sformutowat ciekawy problem
dotyczacy kroélikow. Tresé tego problemu brzmi nastepujgco:

lle par krélikdw urodzi sie z jednej pary w ciggu n miesiecy (n-liczba naturalna) przy
nastepujgcych zatozeniach:

e para staje sie pfodna po pierwszym miesigcu zycia,
e kazda ptodna para rodzi nowg pare w ciggu miesigca,
e krdliki nigdy nie

zdychajg?
Graficzne Liczba par
przedstawienie : 1
problemu
Fot. 2

Tabela —taczna liczba

par krolikdw w ciagu

kolejnych miesiecy

miesigc ‘ 0
taczna liczba par ‘ 1

4
5

123 5
(1l2[3]s]s

Liczby okreslajagce taczng liczbe par krélikbw w kolejnych n miesigcach tworzg cigg
Fibonacciego: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...

Kolejne wyrazy ciggu powstajg jako suma dwdch wczesniejszych wyrazow, np. 5+8=13

14



Ztoty podziat, czyli jak rzezbili starozytni Grecy?

Czym jest ztoty podziat? Ztoty podziat, zwany réwniez ztotg proporcja, jest to taki podziat
odcinka na dwie czesci, w ktérym stosunek dtugosci dtuzszej czesci do krétszej jest taki sam
jak stosunek dtugosci catego odcinka do jego dtuzszej czesci.

rys. 16

a a+b

b a

Stosunek ten nazywa sie ztotg liczbg i oznacza grecka literg ¢ (czytaj: fi).

1+V5
Ztota liczba jest rowna (I) - > =1,61803...
Ztota liczba — jak to sie zaczeto?
powstanie pierwszych piramid w Gizie,
ok. 2600r. p.n.e. budowanych z zachowaniem ztotej
proporcji
najstarsza wzmianka o ztotej liczbie na
papirusie Rhinda, opisujgca konstrukcje
1650r. p.n.e. Lo
f.p.n-e Wielkiej Piramidy na podstawie swietej
proporcji
ztota proporcja w konstrukgcji pieciokata
Pitagoras (VI w. p.n.e.) foremnego, pierwszy matematyk badajacy

zaleznosci wystepujace w przyrodzie
Atenczyk wyrzezbit posagi Ateny i Zeusa
z zachowaniem zfotej proporcji swoich dziet.
Fidiasz (V w. p.n.e.) Dzisiejsi matematycy uhonorowali Greka za
zastosowanie ztotej liczby oznaczajac jg na
jego czesc grecka literg ¢

15



Ztota liczba a cigg Fibonacciego

Kiedy podzielimy przez siebie dowolne 2 kolejne wyrazu ciggu Fibonacciego, to stosunek tych
liczb bedzie w przyblizeniu ztotg liczbg. Im dalsze wyrazy ciggu dzielimy, tym lepsze
przyblizenie otrzymujemy.

Ztoty prostokat — taki, w ktérym stosunek dtugosci do szerokosci oraz stosunki dtugosci bokdéw
mniejszych prostokatdw sg rowne ztotej liczbie.

Jezeli w ztotym prostokacie odetniemy kwadrat — czes¢ pozostata réwniez bedzie ztotym
prostokatem oraz odwrotnie: prostokat ztozony z kwadratu i ztotego prostokata tez jest zfoty.
Odcinanie w ztotym prostokacie kolejnych kwadratow, jak i przytaczanie ich mozna powtarzac
w nieskorczonosc.

A3

W

rys. 17

Powyzszy rysunek przedstawia kwadraty o bokach dtugosci réwnych kolejnym liczbom
Fibonacciego: 1, 1, 2, 3,5, 8, 13.

Tworzg prostokat o wymiarach 13x21.

Po dorysowaniu tukdw otrzymamy spirale przypominajgcg muszelke - nosi ona nazwe ztotej
spirali i jest graficzng interpretacja ciggu Fibonacciego.

16



Ztota liczba w architekturze i sztuce, czyli co powstato na kanonie ztotego podziatu?

e Partenon na Akropolu z V w. p.n.e.

Fot. 3

e  Mur Chinski

e Leonardo da Vinci i jego Monalisa

Fot. 5

e Apollo Belwederski

Przyktadowo:

|AU| _ [IU]
lIU| — |AIl

Fot. 6
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Ztota liczba w muzyce

e Stradivarius — budowa skrzypiec
z zachowaniem ztotej proporcji

Fot. 7

e Wiekszos¢ sonat Mozarta byta podzielona na dwie czesci zgodnie z zasadg ztotej
proporcji. Muzyk byt mitosnikiem matematyki, wiec modgt to robi¢ Swiadomie,
niekoniecznie intuicyjnie.
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Ztota liczba w kosmosie

e Obce galaktyki
w ksztatcie spiral

Fot. 8
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Ztota liczba a cztowiek

e Ztota proporcja w budowie ciata dorostej osoby, m. in. koiczyna gérna czy elementy

twarzy

Fot. 9

Przyktadowe proporcje:
| lo|
0] —_Jou] _ ?

Al BNl
EIl _ 14E| _ ?
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Ztota liczba w Swiecie flory

e Krwawnik pospolity — jego pedy rozwijajg sie zgodnie z kolejnymi liczbami ciggu
Fibonacciego, podobnie jak u wielu innych roslin

& » ® ) 2] @ ® & [ 4] @ @

\/ S

\ A

12
Fot. 10 rok

e Stonecznik — jego nasiona sg ufozone spiralnie w 21 zwojéw w jednym kierunku

i 34 w drugim, podobna konfiguracja wystepuje u ananasow czy szyszek

21



Ciag Fibonacciego pierwszym ciggiem rekurencyjnym

Rekurencja to odwotywanie sie definicji lub funkcji do samej siebie.

Cigg rekurencyjny to cigg okreslajacy nastepny wyraz za pomocg poprzedniego.

Fot. 12

Pierwszym w historii ciggiem rekurencyjnym jest wtasnie cigg Fibonacciego, ktorego zapis
rekurencyjny przedstawiono powyze;.

Na zakonczenie mata ciekawostka. Mianowicie istnieje nawet czasopismo o tematyce ciggu
Fibonacciego i ztotej liczbie ,The Fibonacci Quarterly” wydawane przez Amerykanskie
Stowarzyszenie Fibonacciego.
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Stowem zakonczenia

Matematyka nie jest tatwa - to wie kazdy. Podstaw uczymy sie w szkole podstawowe],
poszerzamy swojg wiedze w gimnazjum i szkole sredniej. Jednak obszar krélowej nauk jest tak
duzy, ze nie wiem czy ktokolwiek bytby w stanie nauczy¢ sie i poja¢ catg matematyke. Kazdy
z nas lubi inng jej dziedzine — arytmetyke, algebre, geometrie, statystyke, trygonometrie...

Poznajac nowe zagadnienia matematyczne przy pomocy wybuchajgcych kropek odkrywatam
jak wiele poje¢ matematycznych wciaz jest mi nieznanych.

Niektdrzy jednak nie mogg pojgé najprostszych zagadnien. Mysle, ze pomyst pana Tantona jest
bardzo ciekawy i utatwia zrozumienie rzeczy, ktére czasem wydajg sie wrecz niemozliwe.

Przyktadowo sumy nieskoriczone —jak to mozliwe? Osobiscie trudno mi uwierzy¢, ze cos moze
biec w nieskoniczonos¢, a jednak byé réwne pewnej liczbie, ale kto powiedziat, ze wszystko jest
udowodnione.

Chce, aby ta praca pokazata, ze matematyka moze by¢ tatwa w przyswojeniu nawet
najtrudniejszych zagadnien. (Nie)zwykte pudetka, w ktérych wybuchajg kropki?
Dlaczego nie?
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Zrodia

Fotografie i rysunki

Fot. 1 — https://www.explodingdots.org/

Fot. 2 - https://blogiceo.nq.pl/matematycznyblog/2013/02/06/kroliki-fibonacciego/

Fot. 3 — Podrecznik Liczy sie matematyka 3 (str. 254)

Fot. 4 - Ztota liczba z Cabri Il (str. 87)

Fot. 5 - https://ciekawe.org/2016/06/18/geometria-roslin-ciag-fibonacciego-w-przyrodzie/
Fot. 6 — Podrecznik Liczy sie matematyka 3 (str. 253)

Fot. 7 - Ztota liczba z Cabri Il (str. 90)

Fot. 8 - https://ciekawe.org/2016/06/18/geometria-roslin-ciag-fibonacciego-w-przyrodzie/
Fot. 9 -
http://imaginarium.org.pl/index.php?option=com_content&view=article&id=358:uamki-w-
matematyce-i-przyrodzie&catid=49:po-drugie&Iltemid=58

Fot. 10 - http://zobaczycmatematyke.krk.pl/nagrody2011/25-nowak/fibanacci.html

Fot. 11 - https://www.tajemnice-swiata.pl/ciag-fibonacciego/

Fot. 12 — http://zobaczycmatematyke.krk.pl/nagrody2011/25-nowak/fibanacci.html

Wszystkie rysunki - praca wtasna

Zasoby internetowe

www.math.edu.pl

www.explodingdots.org

Literatura

Podrecznik Liczy sie matematyka 3 wyd. WSiP; A. Makowski, T. Mastowski, A. Toruriska
Ztota liczba z Cabri Il zeszyt 5; |. Kusz; B. Pabich

Wielka ksiega zagadek. Matematyczna bombonierka wyd. Demart; K. Ciesielski, Z. Pogoda

24


https://www.explodingdots.org/
https://blogiceo.nq.pl/matematycznyblog/2013/02/06/kroliki-fibonacciego/
https://ciekawe.org/2016/06/18/geometria-roslin-ciag-fibonacciego-w-przyrodzie/
https://ciekawe.org/2016/06/18/geometria-roslin-ciag-fibonacciego-w-przyrodzie/
http://imaginarium.org.pl/index.php?option=com_content&view=article&id=358:uamki-w-matematyce-i-przyrodzie&catid=49:po-drugie&Itemid=58
http://imaginarium.org.pl/index.php?option=com_content&view=article&id=358:uamki-w-matematyce-i-przyrodzie&catid=49:po-drugie&Itemid=58
http://zobaczycmatematyke.krk.pl/nagrody2011/25-nowak/fibanacci.html
https://www.tajemnice-swiata.pl/ciag-fibonacciego/
http://www.math.edu.pl/
http://www.explodingdots.org/

