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Krzysztof Lisiecki Wielokaty foremne i ich przekatne

1. Wstep.

Z okazji Dnia Kropki obchodzonego w mojej szkole, miatem narysowaé wszystkie
przekgtne w dwunastokgcie i osiemnastokacie. Zadanie to byto dla mnie bardzo ciekawe, a
przy jego wykonywaniu miatem mndstwo dodatkowych pytain. Sam zaczatem szukac¢ na nie
odpowiedzi. Gdy nie wszystko byto oczywiste, pytatem mojg Panig nauczycielke matematyki.
Wtedy dostatem propozycje napisania pracy na konkurs matematyczny.

Moja praca jest o wielokgtach foremnych. Catos¢ napisatem w formie pytan i
odpowiedzi, ktére pojawiaty sie w trakcie spotkann z mojg Panig nauczycielkg i na ktére
samodzielnie staratem sie znalez¢ odpowiedZ. Moja nauczycielka zachecata mnie do
kolejnych pytan i podsuwata problemy do rozwigzania. Czesto wywigzywata sie miedzy nami
ciekawa dyskusja, a ja dowiadywatem sie coraz wiecej.

Dodatkowo, dzieki tej pracy, nauczytem sie obstugi programu Geogebra, w ktérym

wykonatem wszystkie rysunki.
2. Pojecia uzywane w mojej pracy.
Wielokat poczatkowy - wielokat foremny, w ktérym nastepnie wyznaczamy
przekatne.
Przekatna co n - przekatna, ktéra powstata w wyniku potgczenia dwdéch wierzchotkéw,

miedzy ktorymi jest n bokéw wielokata.

Wielokat co n — wielokat, ktory jest zbudowany z przekatnych cone N, dlan>1i n<§.

Rys. 1. Wielokat z przekgtnymi co 2. Rys. 2. Wielokat z przekatnymi co 3.
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Obszar- wielokat, ktdrego boki sg czesciami przekatnych wielokata poczatkowego lub
sg bokami wielokgta poczatkowego, i w jego wnetrzu nie ma przekatnych, ani czesci

przekatnych wielokata poczatkowego.

Na rysunku zielonym kolorem zaznaczono 4 obszary.

Rys. 3. Obszary w wielokgacie z przekatnymi co 3.

Obszar gtéwny - obszar, dla ktérego nie ma obszaru przystajgcego do niego, jest on

rodzajem obszaru nieprzybocznego.

Obszar przyboczny - obszar, ktdrego co najmniej jeden bok jest jednoczesnie bokiem

wielokgta poczgtkowego.

Obszar nieprzyboczny - obszar, ktérego zaden bok nie jest jednoczesnie bokiem

wielokata poczatkowego.

Rys. 4. Rodzaje obszaréw w wielokacie.

Kolorem czerwonym zaznaczono jeden z obszaréw przybocznych.
Kolorem fioletowy zaznaczono obszar giéwny.

Kolorem z6ttym zaznaczono dwa przyktady obszaréw nieprzybocznych.
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Krzysztof Lisiecki Wielokaty foremne i ich przekatne

W mojej pracy przesuwam sie zawsze zgodnie ze wskazowkami zegara, poniewaz

np. w 7- kacie przesuniecie o dwa zgodnie ze wskazéwkami zegara, to jest to samo , co
przesuniecie w przeciwnym kierunku o 5.

Zatem przesuniecie w n- kacie o k zgodnie ze wskazéwkami zegara, to jest to samo co

przesuniecie o n-k w przeciwnym kierunku.

3. lle poszczegdlnych przekatnych ma wielokat foremny?

Tabela nr 1 pokazuje liczbe przekatnych co n w poszczegdlnych wielokatach
foremnych. Ich liczbe wyznaczatem najpierw w sposdb ,reczny” na kartce papieru oraz w
Geogebrze. Po analizie znalaztem wzér, ktéry pozwala na wyznaczanie liczby przekatnych co

n w wielokacie foremnym.
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Czworokat foremny 2 . . . 2
Pieciokat foremny 5 . . . 5
Szesciokat foremny 6 3 - - 9
Siedmiokat foremny 7 7 - - 14
Osmiokat foremny 8 ) 4 . 20
Dziewigciokat foremny| g 9 9 , 27
Dziesigciokat foremny| 1 10 10 5 35
n- kat foremny n,dla | n,dla [ n,dla | n,dla | n,dla

n>4 | n>6 | n>8 | n>10 | n>2k [P~ 3)
n n n n n 2
> dla > dla > dla o dla o dla
n=4 n=6 n=8 [|n=10 |n=2k

Tabela nr 1. Liczba przekatnych co n w wielokagtach foremnych.

n(n-3)
2

Zatem liczba wszystkich przekatnych wynosi . Ponizej przedstawiam dowod tego

WzZoru.
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Krzysztof Lisiecki Wielokaty foremne i ich przekatne

Rys. 5. Przekatne w dziewieciokacie foremnym.

W n- kacie jest n wierzchotkow. Z kazdego wierzchotka mozna poprowadzi¢ n-3
przekgtne (poniewaz nie ma przekgtnych do samego siebie i do dwdch wierzchotkow
znajdujacych sie najblizej). Mamy zatem n(n-3), a poniewaz kazda przekatna jest liczona

dwa razy mamy powyzszy wzor.

n(n-3) _ 9(9-3) _
2 2

Dla n=09. 27

4. Jaka jest liczba obszarow wielokata ?
W tym pytaniu wazne dla mnie byto znalezienie tatwego sposobu na wyznaczenie

liczby obszaréw. Najpierw liczytem je z wykonanego rysunku, a potem poszukatem wzoru.

Wzér ten pokazatem na koncu tego rozdziatu, a pod kazdym rysunkiem datem jego przyktad.
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Wielokat poczatkowy - czworokat

Przekatne co 2 dzielg wielokat na 4 obszary (wszystkie sg obszarami przybocznymi).

Rys. 6. Obszary czworokata foremnego.

Dla czworokata foremnego wzor na liczbe obszaréw nie moze by¢ stosowany, bo liczba

katéw musi by¢ wieksza od 4.

Wielokat poczgtkowy - pieciokat

Przekatne co 2 dzielg wielokat na 11 obszaréow (5 obszarow przybocznych i 6 obszarow
nieprzybocznych, w tym jeden gtéwny).

Liczbe obszarow mozna obliczy¢ wg wzoru:

2x5+1=11

Rys. 7. Obszary pieciokata foremnego.
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Krzysztof Lisiecki Wielokaty foremne i ich przekatne

Wielokat poczatkowy - szesciokat

Przekatne co 2 dzielg wielokat na 13 obszaréow (6 obszaréow przybocznych i 7 obszarow
nieprzybocznych, w tym jeden gtéwny).

Liczbe obszarow mozna obliczy¢ wg wzoru:

2x6+1=13

Rys. 8. Obszary szesciokata foremnego (przekatne co 2).

Wielokat poczatkowy — siedmiokat

Przekatne co 2 dzielg wielokat na 15 obszarow: 7 obszaréw przybocznych, 8 obszarow
nieprzybocznych (w tym jeden gtdwny).

Liczbe obszarow mozna obliczy¢ wg wzoru:

2x7+1=15

Rys. 9. Obszary siedmiokgta foremnego (przekatne co 2).
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Przekatne co 3 dzielg wielokat na 22 obszary: 7 obszarow przybocznych, 15 obszarow
nieprzybocznych (w tym jeden obszar gtdwny).
Liczbe obszaréw mozna obliczy¢ wg wzoru:

3x7+1=22

Rys. 10. Obszary siedmiokata foremnego (przekatne co 3).

Wielokat poczatkowy — osmiokat

Przekatne co 2 dzielg wielokat na 17 obszaréw (8 obszaréw przybocznych i 9 obszaréw
nieprzybocznych (w tym jeden gtéwny)).

Liczbe obszaréw mozna obliczy¢ wg wzoru:

2x8+1=17

Rys. 11. Obszary osmiokgta foremnego (przekatne co 2)
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Przekatne co 3 dzielg wielokagt na 25 obszarow (8 obszardéw przybocznych i 17 obszarow
nieprzybocznych (w tym jeden gtowny)).
Liczbe obszaréw mozna obliczy¢ wg wzoru:

3x8+1=25

Rys. 12. Obszary osmiokgta foremnego (przekatne co 3)

Wielokat poczatkowy — dziewieciokat

Przekatne co 2 dzielg wielokat na 19 obszaréw (9 obszaréw przybocznych i 10 obszarow
nieprzybocznych (w tym jeden gtéwny)).

Liczbe obszarow mozna obliczy¢ wg wzoru:

2x9+1=19

Rys. 13. Obszary dziewieciokata foremnego (przekatne co 2).
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Przekatne co 3 dzielg wielokat na 28 obszaréw (9 obszaréw przybocznych i 19 obszarow
nieprzybocznych (w tym jeden gtdwny)).
Liczbe obszaréw mozna obliczy¢ wg wzoru:

3x9+1=28

Rys. 14. Obszary dziewieciokata foremnego (przekatne co 3).

Przekatne co 4 dzielg wielokat na 37 obszaréw (9 obszaréw przybocznych i 28 obszaréw
nieprzybocznych (w tym jeden gtdwny)).
Liczbe obszaréw mozna obliczy¢ wg wzoru:

4x9+1=37

Rys. 15. Obszary dziewieciokata foremnego (przekatne co 4).

Wielokat poczatkowy — n-kat dlan >4

Przekatne co 2 dzielg wielokat na 2n+1 obszaréw (n obszaréw przybocznych i 2n+1-n=n+1
obszarow nieprzybocznych (w tym jeden gtéwny)).

Przekatne co 3 dzielg wielokat na 3n+1 obszaréw (n obszarow przybocznych i 3n+1-n=2n+1
obszaréow nieprzybocznych (w tym jeden gtéwny)).

Przekatne co 4 dzielg wielokat na 4n+1 obszaréw (n obszarow przybocznych i 4n+1-n=3n+1

obszaréw nieprzybocznych (w tym jeden gtéwny)).
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Przekatne co k dzielg wielokat na kn+1 obszarow (n obszarow przybocznych i kn+1-n

obszaréw nieprzybocznych (w tym jeden gtéwny)).

5. O ile stopni nalezy obroci¢ n- kat wokét srodka okregu opisanego na tym

wielokacie, aby otrzymac wielokat w tym samym potozeniu?

Jesli dokonam obrotu 0%00 lub o wielokrotnos¢ tego kata wokot srodka okregu
opisanego (okregu wpisanego takze, poniewaz srodki obu okregéw pokrywajg sie), to

wielokat po obrocie bedzie doktadnie w tym samym potfozeniu, co wielokagt poczatkowy.

6. Czy w kazdym wielokacie wystepuje obszar gtéwny i ile moze by¢ obszaréw

gtéwnych?

W wielokatach o parzystej liczbie wierzchotkdw wszystkie przekatne co gprzecinaja

sie w jednym punkcie i jest to jednoczesnie srodek okregu opisanego na tym wielokgacie i
okregu wpisanego w ten wielokat. Wtedy nie ma obszaru gtéwnego.

W wielokatach o nieparzystej liczbie wierzchotkéw zadna przekatna nie przechodzi
przez srodek okregu opisanego na tym wielokacie, zatem obszar gtdwny istnieje. Jest tylko
jeden obszar gtowny. W obszarze gtéwnym znajduje sie Srodek okregu opisanego na tym

wielokacie i srodek okregu wpisanego w ten wielokat.

Rys. 16. Wielokat z obszarem gtéwnym. Rys. 17. Wielokat z przekgtnymi bez

obszaru gtéwnego.
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7. Jaka figurg jest obszar gtéwny?

Jesli wielokat poczatkowy ma obszar gtéwny, to jest to figura podobna do wielokata
poczatkowego (niezaleznie co ile sg przekatne). Pokazatem to na rysunku nr 18 dla

siedmiokata foremnego, a na rysunku 19 dla jedenastokata foremnego.

Rys. 18. Siedmiokaty z przekgtnymico 3 ico 2 z zaznaczonymi ich obszarami gtéwnymi.

@

Rys. 19. Jedenastokaty z przekatnymi co 3 i co 2 z zaznaczonymi ich obszarami gtéwnymi.

Gdy k jest liczbg, co ile robimy przekatng, to im k jest mniejsze, tym obszar gtéwny jest

wiekszy w odniesieniu do wielokata poczatkowego.
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8. Ktore wielokaty co n mozna narysowac nie odrywajgc otéwka od kartki?
Mam wielokat o n wierzchotkach. Tworze przekatne co k.

Gdy k jest dzielnikiem n, to nie mozna narysowac przekatnych co k nie odrywajac otéwka od

kartki, poniewaz powstaje wtedy% osobnych wielokatow.

Rys. 20. Przyktad wielokata co n, ktérego nie mozna narysowac odrywajac otéwka od kartki.

Gdy k nie jest dzielnikiem n, to mozna narysowac wielokat co k nie odrywajgc otéwka od
kartki. Mozna wtedy zaczg¢ rysowanie od dowolnego punktu znajdujgcego sie na brzegu

wielokata co k.

Rys. 21. Przyktad wielokata co n, ktéry mozna narysowac nie odrywajgc otéwka od kartki.
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9. Co sie stanie po "wyjsciu" przekatnymi poza wielokat?

Po przedtuzeniu przekatnych poza poczatkowy wielokat foremny bedziemy mieli

dwa przypadki:

A. Przekatne parami przecinajg sie na zewnatrz wielokata poczatkowego np. przy

przekatnych co 2 w siedmiokacie lub co 3 w dziesieciokgcie.

*

Rys. 22. Przyktady przecinajacych sie przekatnych wychodzacych poza wielokgty foremne.

Po potaczeniu punktéw wspdlnych uzyskanych poza obszarem wielokata poczgtkowego

otrzymamy wielokat powiekszony podobny do wielokata poczgtkowego.

#

Rys. 23. Przyktady wielokgtéw powiekszonych powstatych po pofaczeniu punktéw przeciecia przekatnych

wychodzgcych poza obszar wielokgta poczgtkowego.
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B. Przekatne nie przecinajg sie poza obszarem wielokgta poczgtkowego - przecinajg sie

wewnatrz lub sg rownolegte.

%

Rys. 24. Przyktady przekatnych nieprzecinajgcych sie poza obszarem wielokata poczgtkowego.

10. lle przekatnych w wielokacie moze sie przecina¢ w jednym punkcie?

Szukajgc odpowiedzi na pytanie ile przekatnych w wielokgcie foremnym moze
przecina¢ sie w jednym punkcie, rysowatem rdéine wielokaty i ich przekatne co k.
Zauwazytem, ze dla n-katéw, gdzie n jest nieparzyste przez jeden punkt mogg przechodzi¢
tylko 2 przekatne. Podobnie jest dla n-katéw, gdzie n jest parzyste. Jest jednak jeden inny

przypadek, dla przekatnych co k, gdzie k = % Wodwczas wszystkie przekatne przecinajg sie w

jednym punkcie.

Rys. 25. Przyktad n-kata, gdzie n jest nieparzyste i jego przekatne.
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N

ZN

Rys. 26. Przyktad n-kata, gdzie n jest parzyste i jego przekatne.

11. lle obszarow w ksztalcie trojkata powstanie, gdy narysujemy wszystkie przekatne

wychodzgace z jednego wierzchotka?

Szukajac odpowiedzi i wzoru na to pytanie, narysowatem przyktady wielokatow

foremnych (pieciokat, szesciokat, siedmiokat, osmiokat).

Rys. 27. Wszystkie przekatne wychodzace z jednego wierzchotka w wielokacie i powstate w ten sposéb tréjkaty.

Po policzeniu powstatych obszaréw (tréjkatow) otrzymujemy:

Pieciokat — 3 obszary w ksztatcie tréjkata (5-2)

Szesciokat — 4 obszary w ksztatcie tréjkata (6-2)

Siedmiokat — 5 obszaréw w ksztatcie trojkata (7-2)

Osmiokat — 6 obszaréw w ksztafcie trojkata (8-2)

n-kat - n-2 obszaréw w ksztatcie trojkata (Liczba obszardow tréjkatnych jest o 1 wieksza niz

liczba przekatnych wychodzacych z jednego wierzchotka).
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12. Katy w wielokacie.

Po analizie doszedtem do wniosku, ze suma katow wielokagta foremnego jest rowna
liczbie powstatych tréjkatéw pomnozonych o 180° (tyle wynosi suma katow w jednym
trojkacie). Zsumowane miary katédw wszystkich tréjkagtéw to réwniez miara wszystkich kagtéow
wewnetrznych w wielokacie.

Czyli wzoér na sume katéw w wielokacie to: (n-2) x 180°
Jesli mamy sume wszystkich katéw w wielokacie foremnym, to tatwo obliczy¢ jeden kat (bo

wszystkie sg takie same).

. ., (n-2) x 180°
Mozemy opisac to wzorem; ————.

13. lle maksymalnie moze by¢ czworokatéw otrzymanych z rysowania przekatnych

w wielokacie foremnym?
Chciatem sprawdzi¢, ile za pomocg przekatnych w poszczegdlnych wielokgtach

foremnych mozna utworzy¢ czworokatéw (takich, ktére nie majg czesci wspdlnych). Dla

zbadania tego narysowatem kilka wielokgtéw (od pieciokata do dziesieciokata).

33
IR

Rys. 28. Podziat wielokgtéw na czworokaty i pozostajace tréjkaty.
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Zauwazytem, ze czworokaty bez czesci wspdlnych, ktére pokryjg caty obszar mozna
utworzy¢ dla wielokgtéw, gdzie n jest parzyste, a gdy n jest nieparzyste powstajg czworokaty
i jeden trdjkat. Ich liczba przedstawia sie nastepujaco:

Pieciokat — 1 czworokat + 1 tréjkat
Szesciokat — 2 czworokaty

Siedmiokat — 2 czworokaty + 1 tréjkat
Osmiokat — 3 czworokaty

Dziewieciokat — 3 czworokaty + 1 tréjkat

Dziesieciokat — 4 czworokaty

Czyli:

- dla n-kata, gdy n jest parzyste mozna utworzy¢ czworokatédw wg wzoru: % -1

- dla n-kata, gdy n jest nieparzyste mozna utworzy¢ czworokatéw wg wzoru: nT_l —1loraz1l

tréjkat.

14. Zakonczenie.

W mojej pracy podjgtem prébe odpowiedzi na te pytania, ktére najbardziej mnie
ciekawity w trakcie rysowania przekatnych réznych wielokatow. Staratem sie, aby byty one
rowniez interesujgce dla innych.

Mam nadzieje, ze moje przemyslenia skfonig innych do wtasnych poszukiwan i
zadawania kolejnych pytan dotyczacych wielokgtow foremnych i ich przekatnych.
Przekonatem sie, ze taka praca z matematyka moze by¢ bardzo wciggajaca i pozwala na inne

spojrzenie na ten przedmiot.

str. 18



Krzysztof Lisiecki

Wielokaty foremne i ich przekatne

15. Spis tabel i rysunkow.

Lp. Tytut tabeli / rysunku Str.
Rys. 1 | Wielokat z przekatnymi co 2. 2
Rys. 2 | Wielokat z przekagtnymi co 3. 2
Rys. 3 Obszary w wielokacie z przekgtnymi co 3. 3
Rys. 4 | Rodzaje obszaréw w wielokacie. 3
Rys. 5 Przekatne w dziewieciokgcie foremnym. 5
Rys. 6 | Obszary czworokata foremnego. 6
Rys. 7 | Obszary pieciokata foremnego. 6
Rys. 8 | Obszary szesciokagta foremnego (przekatne co 2). 7
Rys. 9 | Obszary siedmiokgta foremnego (przekatne co 2). 7
Rys. 10 | Obszary siedmiokgta foremnego (przekatne co 3). 8
Rys. 11 | Obszary osmiokagta foremnego (przekatne co 2). 8
Rys. 12 | Obszary osmiokata foremnego (przekatne co 3). 9
Rys. 13 | Obszary dziewieciokata foremnego (przekatne co 2). 9
Rys. 14 | Obszary dziewieciokata foremnego (przekatne co 3). 10
Rys. 15 | Obszary dziewieciokata foremnego (przekatne co 4). 10
Rys. 16 | Wielokat z obszarem gtéwnym. 11
Rys. 17 | Wielokat z przekagtnymi bez obszaru gtéwnego. 11
Rys. 18 | Siedmiokaty z przekatnymi co 3 i co 2 z zaznaczonymi ich obszarami

gtownymi. 12
Rys. 19 | Jedenastokaty z przekatnymi co 3 i co 2 z zaznaczonymi ich

obszarami gtéwnymi. 12
Rys. 20 | Przyktad wielokata co n, ktérego nie mozna narysowacé odrywajgc

otowka od kartki. 13
Rys. 21 | Przyktad wielokata co n, ktéry mozina narysowaé nie odrywajac

otowka od kartki. 13
Rys. 22 | Przyktady przecinajgcych sie przekatnych wychodzgcych poza

wielokaty foremne. 14
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Rys. 23 | Przyktady wielokatow powiekszonych powstatych po pofgczeniu
punktéw przeciecia przekatnych wychodzacych poza obszar
wielokata poczatkowego. 14
Rys. 24 | Przyktady przekatnych nieprzecinajgcych sie poza obszarem
wielokata poczatkowego. 15
Rys. 25 | Przyktad n-kata, gdzie n jest nieparzyste i jego przekatne. 15
Rys. 26 | Przyktad n-kata, gdzie n jest parzyste i jego przekatne. 16
Rys. 27 | Wszystkie przekatne wychodzagce z jednego wierzchotka w
wielokgcie i powstate w ten sposdb trojkaty. 16
Rys. 28 | Podziat wielokatdw na czworokaty i pozostajace trojkaty. 17
Tab.1 | Liczba przekatnych co n w wielokatach foremnych. 4
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