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1. Historia odkrycia liczb wielokatnych.

Liczby geometryczne zostaly poznane w starozytnej Grecji. Ich
odkrywcami byli Pitagorejczycy, ktorzy wniesli bardzo duzy wktad w rozwdj
matematyki. Uwazali oni, ze liczby s3 niepodzielne i wyobrazali je sobie
jako punkty, ktore tworzyty foremne figury geometrycznych. W ten sposaéb
otrzymywali liczby tréjkatne, czworokatne, pieciokatne (itd.) a nawet liczby
piramidalne.

Wiedze na temat liczb geometrycznych poszerzyt Diofantos, ktory odkryt
wiele prawidtowosci rzadzacych tymi liczbami.

W pozniejszych latach liczbami wielokatnymi zajmowali sie inni stawni
matematycy m.in. L. Euler, J. C. F. Gauss i A. Cauchy.




2. Liczby tréjkatne

Liczba tréjkatna, to liczba ztozona z kulek (punktéow), ktére musza utworzy¢
tréjkat, przy czym kaizdy bok tego tréjkata musi mieé tg samga liczbe kulek
(punktow). Trdéjkaty te tworzy sie w nastepujacy sposob: rysujemy jedna
kulke jako wierzchotek i ponizej rysujemy dwie kulki, potem trzy
i w kazdym kolejnym rzedzie o jedng wiecej. Wyglada to tak:

(0] T]_ =1
o o T,=3
(o] o o T3=
(o] (o) (o) o T,=10
n kulek T,=142+3+4+...4n

Liczbe trdjkatng oznaczamy literg T. Indeks dolny przy literze oznacza z ilu
kulek zbudowany jest bok trdjkata.

Jak sie mozna domyslic, pigta liczba trojkatna to 15.

Ale jak obliczy¢ np. 15 liczbe trojkatng?

Dodawanie do siebie kolejnych liczb bytoby czasochtonne.

Dlatego sprébujemy wyprowadzi¢ wzdr na obliczanie liczb trojkatnych.

Jezeli troche poprzektadamy kulki, to mozemy utworzy¢ z nich trojkat
prostokatny. A jezeli dotozymy do siebie dwa takie trdjkaty to powstanie
prostokat o bokach nin+1.
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Potowa pola tego prostokata to liczba Tn, czyli:

n x (n+1)

Tn = )



Podobno wzér ten wymyslit miody Gauss, gdy nudzit sie na lekcji
matematyki ©.

Teraz juz mozemy wyliczy¢ T,5 = 15x16/2 = 120. Prawda, Ze proste?
Trojkaty mozna uktadac tez na inne sposoby i badac zaleznosci miedzy
nimi.

Sprobujmy zbudowaé kwadrat o boku n.

o
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Pole takiego kwadratu zbudowane jest z 1 trojkata o boku n i 1 tréjkata

o boku n - 1. Mozna to zapisa¢ nastepujagcym wzorem:
n’= To+Tha

Teraz sprébujmy utozyc¢ trojkat o boku 2n
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Jak widzimy ten trdjkat jest zbudowany z 3 trojkatow o boku ni 1 trojkata
o boku n - 1. Mozna to zapisa¢ nastepujacym wzorem.

Ton=3Tn+Tha

Takich figur i zaleznosSci mozna budowaé o wiele wiecej. | tak to robili
sredniowieczni matematycy.

Mozemy zastosowac je w praktyczny sposdb, na przyktad do wyliczenia
ilosci klockow lego potrzebnych do zbudowania piramidy o podstawie
z n-klockéw. Wystarczy znac prawidtowosci i juz nie trzeba sie glowi¢, czy
uda sie dojs¢ do szczytu.



3. Liczby kwadratowe

Liczby kwadratowe to liczby, ktére mozna graficznie przedstawi¢ w postaci
kwadratu. Na przyktad liczba 4 to 4 kulki. Gdy umiescimy je odpowiednio
to tworza kwadrat (o boku 2):

0 o)
(0 T o)

Aby uzyskac¢ nastepng liczbe kwadratowa musimy dotozy¢ taka liczbe kulek,
aby zbudowa¢ kwadrat o boku jedng kulke wiekszym (w tym przypadku
o boku 3):

O O
(0 T o)

Powstata liczba kwadratowa to 9. Jest to kwadrat liczby 3.

Kolejna liczba kwadratowa to 16 czyli kwadrat liczby 4.

O 0 o o©o
O 0 0 OO
0O 0 0 O°
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Wynika z tego, ze liczby kwadratowe to druga potega kolejnych liczb
naturalnych:

ki=1x1=1
ky=2x2=4
k;=3x3=9
ki=4x4=16
ks=5x5=25
Tak wyglada wzér, za pomoca ktorego mozemy znalez¢ kolejne liczby

kwadratowe:

2
k,=n gdzie: k- liczba kwadratowa,

N- numer liczby
na przyktad k,; = 21° = 441



Istnieje tez druga metoda na znalezienie liczb kwadratowych - to
dodawanie do siebie kolejnych partii kulek. W kazdej kolejnej partii
dodajemy o dwie kulki wiecej niz w poprzedniej.
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k,=1+3+5+7+...+(2n-1)

Liczby kwadratowe mozemy wykorzystywa¢ w praktyczny sposob, na
przyktad do zaplanowania jak optymalnie utozy¢ owoce w zgrzewkach
papierowych, czy jajka na kwadratowych paletach.

Mozna rowniez pomagac¢ sobie przy planowaniu uktadania ptytek na
posadzce.



4.Liczby pieciokatne

Liczby pieciokatne tworzone sg na podobnej zasadzie co liczby tréjkatne,
czy liczby kwadratowe, poprzez dodawanie do siebie kolejnych partii kulek,
przy czym w kazdej partii dodajemy o 3 kulki wiecej niz w poprzedniej
partii.

Ponizej przedstawiam sposdb tworzenia liczb pieciokatnych

P,=1
P,=5
P,=12
o)
o)
o) 0
o)
o) 0
o)
o) 0
o)
o)

Ps=1+4+7+10+13

Jak widzimy kazda kolejna partia kulek sktada sie z 3 bokdw, kazdy o tej
samej liczbie kulek. Poniewaz dwie kulki stanowig wierzchotki i sg wspdlne
dla dwdch bokdéw nalezy je odjaé, zeby wyliczy¢ liczbe kulek w n-tej partii.
Stad mamy wzér:

P.=1+4+7+10+..... +(3n-2)
Liczbe pieciokatng mozna wyliczy¢ rowniez ze skomplikowanego wzoru:

P.=[nx(n-1)x(5-2)/2] +n



Przyktadowo przedstawiamy wyliczenie dla piatej liczby pieciokatne;j:

Ps=5x(5-1)x(5-2) /2 +5=5x4x3/2+5=60/2+5=30+5=35

Wz6r ten mozna zastosowacd do obliczenia kazdej liczby wielokatnej, nalezy

jedynie 5 zastgpi¢ odpowiednig liczbg katow.
ko=nx(n-1)x(k-2)/2+n

gdzie:

k — to liczba katéw wielokata

n — to kolejna liczba wielokatna

Dla przyktadu: czwarta liczba szesciokatna wynosi:
Se=4x(4-1)x(6-2)/2+4=4x3x4/2+4=12x4/2+4=48/2+4=24+4 =
=28

Wz6r na liczbe wielokatng mozna rowniez zapisa¢ w nastepujacy sposob:

(k=2)x(n-1)+2
2

kn=nx



5. Liczby szesciokatne koncentryczne

Liczby szesciokatne, to liczby tworzone wedtug nastepujacego
wzorca: na poczatek malujemy jeden punkt w srodku, a w kazdym
kolejnym ruchu domalowujemy dookota kolejne kropki tak, by
tworzyly one sze$ciokaty.

00O
OO0 O0OO00O
(o) 00O OO0O0O0O
OO0 O0OO00O
00O
Hi=1 Hy=7 Hi= 19

Oto wzdr na kolejne liczby szesciokatne:

W centrum zawsze jest 1 kropka, a naokoto 6 identycznych segmentéw,
wiec piszemy:

H, = 146 x [1+2+3+...4+(n-1)]
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Dla duzych liczb korzystanie z tego wzoru bytoby czasochtonne. Dla
uproszczenia mozemy uzy¢ wczesniej prezentowanego wzoru na obliczanie
liczb tréjkatnych:

_n(n+1)

Ta 5

Jak widzimy na rysunku liczba szesciokatna sktada sie z jednej kulki
w centrum i 6 identycznych liczb tréjkatnych o boku n-1.

n(n-1)

m=1+6xTM=1+6x@19%ﬂiﬂ=1+6x

Po przeksztatceniach otrzymujemy prosty wzor:

H =14+6x22D
Tak wiec:
Hi= 1
Hy= 7
Hy;= 19
Hy= 37
Hs= 61
He= 91
H;, =127
Hg = 169
Ho =217
Hip =271

Ciekawostka jest, iz cyfry jednosci w liczbach szesciokatnych powtarzaja sie
wedtug nastepujgcego schematu:

1-7-9-7-1-1-7-9-7-1...

Z kolei suma kolejnych liczb szesciokatnych od H; do H,, to n’.

11



Na przyktad:

dlan=3:

1+7+19 = 3° = 27
dlan=5:

1+7+19+37+61 = 5% = 125

Skoro suma kolejnych liczb szesciokatnych to n?, to znaczy, ze réinica
pomiedzy szescianami dwdch kolejnych liczb naturalnych jest liczba
szesciokatng, na przyktad:

dlaliczb 1i 2:
1°=1

2°=8
8-1=7=H,

dla liczb 4i 5:
4*=64

5°=125
125-64=61=H,

Znajomosc¢ liczb szesciokatnych mozna wykorzysta¢ podczas pakowania
walcowatych lub okragtych w przekroju przedmiotow do pojemnika
o podstawie kota. Na przyktad kietbasek wejdzie do puszki 7 lub 19. Jesli
wtozymy np. 12 to nie wykorzystamy catego miejsca.

Podobnie budujac wiazki kabli najlepiej jest, aby ich ilo$¢ rowniez byta
liczbg szesciokatna.
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6. Liczby piramidalne

Liczby piramidalne, to liczby opisujgce ilos¢ kulek, z ktérych mozna utozy¢
piramidke. Przedstawmy najmniejsze (>1) liczby piramidalne:

Trojkatna liczba piramidalna — sktada sie z trojkatnej podstawy zbudowane;j
ztrzech kulek i z czwartej umieszczonej na S$rodku podstawy. Aby
zbudowac kolejng piramide, nalezy dotozy¢ podstawe zbudowang z pieciu
kulek. Zauwaimy, ze kolejne zwiekszajace sie podstawy to liczby tréjkatne.
Wartos¢ liczby piramidalnej moina wyliczy¢ dodajgc do siebie kolejne
liczby tréjkatne:

S$hn=T1+T+T3+...+T, gdzie: n-numerliczby,

T,— liczba tréjkatna

S, — liczba piramidalna o podstawie tréjkatnej
Jezeli przyjrzymy sie kolejnym podstawom to mozna zauwazy¢, ze kazda
kolejna podstawa jest o n kulek wieksza:

. T, LES T, Ts
O 06 006 6006060 0606 600
(2] e © ® © 0 ® © 0 6
© © 0 © 0 6
(4] 0O 6
(5]

Liczbe piramidalng o podstawie tréjkagta mozna zapisa¢ w rowniez w takiej
postaci:

1 T
1 2 T,
1 2 3 Ts
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Na tej podstawie moina wyprowadzi¢ jeszcze jeden wzdér na liczbe
piramidalna:

S, =1*n+ 2*(n-1) + 3*(n-2) +..... +(n-1)*2 + n*1
W Wikipedii znalezliSmy jeszcze wzor:

n x (n+1) x (n+2)
6

Sp=

Czworokatna liczba piramidalna — ma czworokatng podstawe zbudowang
z 4 kulek i z pigtej kulki lezgcej na srodku podstawy. Aby zbudowac kolejng
piramide, nalezy dotozy¢ podstawe kwadratowg zbudowang z 9 kulek.

Kazda kolejna piramida bedzie miata jako podstawe kwadrat o boku o 1
kulke dtuzszym niz poprzednia piramida. Wynika z tego, ze bedg to kolejne
liczby kwadratowe.

Liczby piramidalne o podstawie kwadratu mozna przedstawi¢ w podobny
sposab jak liczby piramidalne o podstawie trojkata , przy czym

w przypadku tych liczb, kazdy kolejny rzad podstawy bedzie sie zwiekszat
o dwie kulki:

k, k, ks ks ks

(1] o 0 o 0 6 o 6 6 O ® 6 6 0 6
0 0 O 06 6 O 6 6 O O 6 6 0 6
© 6 6 © 6 6 0 © 6 ©6 0 6
O 0 00 O 0 0 0 6
© 6 6 6 6

1 ky

1 3 k,

1 3 5 ks
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Na tej podstawie mozemy wyprowadzi¢ wzdér na liczbe piramidalng
o podstawie kwadratu:
Kn=ki+ky+k;+... +k,
lub
K,=1%n + 3*(n-1) + 5*(n-2) + ..... + (n-2)*2 + n*1
lub wzér z Wikipedii:

(n*+n) x (2n+1)
6

K, =

Mozliwe do zbudowania sg jeszcze piramidy o podstawie pieciokata —to
pieciokatne liczby piramidalne.

Najmniejsza z nich, jak tatwo zgadnac, sktada sie z szesciu kulek. Aby
uzyskac kolejne, doktadamy podstawy zbudowane z kolejnych liczb
pieciokatnych.

Dla liczb piramidalnych o podstawie pieciokagta mozemy w podobny sposéb
wyprowadzac wzory.

W Wikipedii mozna znalez¢ ogolny wzor na wyliczanie p-katnej liczby
piramidalnej:

nx(n+1)x[(p—2)x(n-1)+ 3]
6

P, =

gdzie: P —kolejna liczba piramidalna o podstawie p-katnej;
p — liczba katéw w podstawie piramidy
n — kolejna liczba

Wiedze o liczbach piramidalnych i ich obliczaniu mozemy wykorzystac
tworzac budowle z klockéow lego lub kulek magnesowych. Moze wiedze o
tych liczbach posiadali juz Egipcjanie budujgc piramidy??
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7. Wielosciany

Istnieje wiele wielokgtow foremnych na ptaszczyinie, ale w przestrzeni jest
ich jedynie piec.
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czworoscian szescian osmioscian dwunastoscian

dwudziestoscian

Jest ich tyko pie¢, ale trudno jest dla nich okresli¢ cigg kolejnych liczb.
Z czworoscianem, szescianem i o$Smioscianem mozna sobie poradzi¢ ale
z dwudziestoscianem, czy nawet dwunastoscianem jest juz sporo
problemow.

Jak mozna zauwazy¢ czworoscian jest jednocze$nie liczbg piramidalng
o podstawie trojkatnej i zostat oméwiony w rozdziale wcze$niejszym

Najprostszym do obliczania ciggiem jest szescian, ktory jest zbudowany z
liczb kwadratowych i jego cigg mozemy wyliczy¢ tatwo z wzoru:

S, = n’
Ciekawg liczbg wieloscienng jest tez osmioscian - powstaje on z dwodch

potaczonych piramid — piramidy te sg jednoczesnie liczbami piramidalnymi
o podstawie kwadratu K, i K,,.;
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Majac ta wiedze, mozemy wyprowadzi¢ wzdr na n-ta liczbe o$mioscienna:
On =Ky + Kpa
czyli:
O, = n(2n’+1)/3

Miedzy liczbami przestrzennymi a liczbami wielokatnymi istnieje
zaleznosc. Liczby przestrzenne sg zbudowane z figur, ktorych $ciany sg
wielokatami foremnymi, a jak juz wiemy wielokaty foremne tworzg liczby
wielokatne.

Ciekawostka jest, ze wielosciany nie tylko wystepuja w matematyce ale
takze w przyrodzie kiedy roine substancje krystalizujgc sie przybieraja
ksztatty np.:

Piryt
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8. Gra

Postanowilismy wymyslié gre zwigzang z liczcbami geometrycznymi.
Polega ona na tym, ze na narysowanej ponizej planszy nalezy narysowac
podany na czystej kartce rysunek w taki sposdb, aby jego powierzchnie
stanowity tylko liczby geometryczne (pomijajac liczbe jeden).

S3 dwa rodzaje plansz:
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Na planszy nalezy taczyc ze sobg kolejne kropki. Jesli w dobrej kolejnosci
potaczymy odpowiednie punkty powstanie obrazek.

Na pierwszym poziomie trudnosci trzeba rysowac rozne figury
geometryczne np. rownolegtobok albo trapez prostokatny, np.:

O O OO O O O O O O O O OO
O O O O O O O O 60610
O O Om O O O 0,0 O O O
O O O OO O 0O 06066606506
O O OO0 O 0 O O O OO OO

Na drugim poziomie nalezy przerysowywac rdzne proste ksztatty np.
gwiazda.

©O O O O O
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Na ostatnim, trzecim poziomie trudnosci trzeba rysowac bardziej
skomplikowane przedmioty np. auto.
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9. Zakonczenie

W naszej pracy pokazalismy, jak ciekawy jest swiat liczb, chociaz to
dopiero poczatek odkrywania jego tajemnic. Poznawanie liczb
wielokatnych i badanie zaleznosci miedzy tymi liczbami to doskonata
zabawa i trening dla glowy.

Liczby geometryczne sg mato znane, jednak ich wiedza o nich nieraz moze
sie przyda¢ w zyciu codziennym, nawet kiedy bawisz sie klockami lego.

Ciekawe, czy po przeczytaniu naszego referatu bedziesz potrafit rozwigzac
zadanie matematyczne:

Jas zbudowat z 55 pitek piramide. Posiadata ona 5 pieter. Oblicz
zilu pitek zbudowana byta podstawa i w jakim byta ksztatcie!!!
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10. Zrodta:

1. http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_liczb/2011/08/30/Geo
metryczne_liczby/;

2. http://towarzystwo.edu.pl/assets/prace_matematyczne/2016_GimnSWRodziny

RZak.pdf;

http://www.liczba.cba.pl/wielokatne.html;

http://www.tischner-wodzislaw.pl/images/medialnamat/liczbywielokatne.pdf;

http://encyklopedia.pwn.pl/haslo/liczby-piramidalne;3932373.htmi;

http://matfiz24.pl/dzialania-liczbach/liczby-trojkatne-i-wielokatne.
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11. Opinia nauczyciela:

Kajetan i Krzysztof to uczniowie majgcy wiele zainteresowan,
uzdolnieni muzycznie. Na lekcjach matematyki cechujg sie duzg
pomystowoscig i dociekliwoscig w rozwigzywaniu probleméw.

Temat referatu zainteresowat ich, bo jak stwierdzili, zaintrygowato ich
potaczenie arytmetyki z geometria.

Joanna Zagodrska
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