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Nowy Targ, 20.02.2017r.

INFORMACJA NAUCZYCIELA

Kacper jest uczniem piatej klasy. Wszystkie jego prace pisemne z matematyki
wykonywane sa bezbtednie. Zadania dodatkowe o podwyzszonym stopniu trudnosci
Zawsze rozwigzuje wzorowo.

W ramach ,, Ligi Matematycznej” ( praca z uczniem zdolnym) Kacper
systematycznie rozwigzuje wszystkie zadania.

Brat udziat w réznych konkursach matematycznych:
— Jako uczen klasy czwartej uczestniczyt w Matopolskim Konkursie
Matematycznym i poradzit sobie z wieloma zadaniami lepiej niz szostoklasisci
( na etapie szkolnym osiagnat 70% wiadomosci i zajat I miejsce wyprzedzajac
szostoklasistow)
— w konkursach matematycznych ,, Kangur” zawsze zajmuje bardzo wysokie
lokaty i osiaga bardzo dobre wyniki.

Kacper ciggle stawia sobie nowe wyzwania i wyszukuje problemy do
rozwigzania. Lubi pracowaé samodzielnie. Ma wiele pomystow wiasnych na

rozwiazywanie zadan, nie zawsze sg one stereotypowe, potrafi dojs¢ do rozwigzania
réznymi metodami.

Prace przedstawiona na konkurs wykonat samodzielnie, wykorzystujac duze

wiadomosci i umiejetnosci ktére posiada.
Opierat si¢ na literaturze dotaczonej do pracy.

Mo, (({ orvaka i tnshoud - an “{ bﬁ’%
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Wstep

atematyka interesuje sie odkad pamietam. Pierwsze oczywiscie byto zwykte liczenie, potem

dodawanie i odejmowanie, nastepnie mnozenie i dzielenie. Niby to oczywiste, dzieci wtasnie

w takiej kolejnosci ucza sie liczb i dziatan na nich, ale ja to ,,zaliczytem” jeszcze w przedszkolu.
Moje zamitowania rozwijat — jak tylko mégt - Tata. W czasie réznych wycieczek po gérach (mieszkamy
na Podhalu, wiec do gér mamy naprawde blisko) starat sie odpowiada¢ na moje coraz to trudniejsze
pytania. A to co to jest twierdzenie Pitagorasa, a to co to jest sinus i cosinus, a to jakie sg jeszcze inne
dziatania oprécz tych, ktore poznajemy w szkole (dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie)
wiele innych. Czes¢ z odpowiedzi Taty zrozumiatem od razu, czes¢ wymagata kilku powtdrzen, a czes¢
nie rozumiem do tej pory ®. Bardzo czesto — z braku kartki i dtugopisu (kto na wycieczki gérskie bierze
takie rzeczy) — wykorzystywaliémy utamany patyk i zaschniete btoto, gline czy $nieg. Tak byto na
przyktad z funkcjami trygonometrycznymi. Pamietam, ze bardzo spodobato mi sie dziatanie na liczbach
o nazwie silnia (!). Jedyne (jakie znam) dziatanie jednoargumentowe.

Potem stato sie co$ dziwnego, zgtebianie zadan z matematyki przestato mnie cieszy¢. O ile w klasach
1-4 rozwigzywatem zadania z zapatem, to teraz Rodzice musieli mi przypominaé¢ o zadaniach.
Matematyke dalej lubie, ale — jakby to powiedzie¢ — znudzito mi sie rozwigzywanie zadan (nawet jezeli
nie potrafie ich rozwigzac). Cos sie stato (sam nie wiem co). Wiec kiedy moja nauczycielka matematyki
— Pani mgr inz. Matgorzata Zawistowska-Grzybek — zaproponowata mi, zebym wzigt udziat w
Matopolskim Konkursie Prac Matematycznych organizowanych Centrum Mtodziezy w Krakowie im. Dr.
H. Jordana wraz z Krakowskim Mtodziezowym Towarzystwem Przyjaciét Nauk i Sztuk, nie bytem
zachwycony. Ale gdy nauczycielka wyttumaczyta mi, ze to nie jest rozwigzywanie zadan tylko pisanie
pracy na wybrany przez siebie temat- szybko zmienitem zdanie.

Zaczeto sie wymyslanie tematu pracy. O czym by tu napisac¢?

— 1, to musi by¢ m — zawotatem. i to jedna z moich ulubionych liczb.

- Praca o T juz byta! — Tata sciggnat z sieci zestawienie prac z tematami z poprzednich lat i szybko
sprowadzit mnie na ziemie.

Szukatem dalej. To wcale nie jest takie proste. Jezeli nie  to co? Zaczatem sie zastanawiaé. Tata kiedys
opowiadat mi o takim wzorze, gdzie wystepuje m. Jak to byto? Mam:

em+1=0

- Kacper przeciez oprocz tego, Ze umiesz nazwac elementy réwnania to nic na ten temat nie wiesz —
ostudzit méj zapat Tata

To sie naucze! — nie dawatem za wygranag.

- Niestety to chyba za trudne nawet dla ciebie — stwierdzit Tata — takie rzeczy to chyba dopiero na
studiach. To wymaga wiadomosci z kilku dziedzin matematyki.
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Dtugo myslatem nad nastepnym tematem. Przewijato sie na przyktad: Szybkie liczenie w pamieci
(temat chyba za prosty), fraktale (juz byto), automaty komarkowe, czyli np. gra Life (réwniez byto).

| tak meczytem sie prawie dwa miesigce.

- Tato przeciez to paradoks, jak tak dalej péjdzie to wymyslenie tematu zajmie mi wiecej czasu niz samo
napisanie pracy — powiedziatem kiedys zrezygnowany.

- Tak to czasami bywa. W zyciu petno jest paradokséw, mniejszych czy wiekszych — odpart Tata

Cos zaczeto mi switaé¢ w gtowie. Miatem temat pracy na koricu jezyka ...

- Mam! Tato, Mamo mam temat! Bede pisat o paradoksach i btednych wyliczeniach! — zawotatem -

Widziatem wiele filmikéw na YouTube, gdzie udowadniano np., ze 0 = 1, albo Ze
1

142+34+4+5+= ——
+2+3+4+5+ =

Rozkrecatem sie coraz bardziej. - To jest temat! Mam nawet juz tytut ,Detektyw Math na tropie
paradoksow i absurdow na YouTube”. Bede pokazywat, gdzie autorzy tych filmikow popetniajg btedy
udowadhniajgc, np. ze 0 = 1.

Paradoksy i sofizmaty tez juz byty — stwierdzit po chwili Tata. — Musisz wymysli¢ cos innego. Sprébuj
wypisac wszystkie swoje propozycje, moze znajdziesz jakis punkt wspdiny.

Bytem zatamany! Wszystko juz byto! Nic nie wymysle. Musze odpoczgé kilka dni. Propozycji tematéw
byto naprawde duzo. Zobaczmy te najwazniejsze, co moze mieé¢ wspdlnego np. liczba  z suma ciggu
1+2+3+4+5+ ... i np. gra Zycie? Moment, moment. Co$ zaczeto mi $wita¢ w glowie. ™ ma nieskorficzone
rozwiniecie, a 1+2+3+ ... to suma ciggu nieskoriczonego, a niektére uktady w grze w Zycie nigdy sie nie
koncza. Czyli co ... Nigdy sie nie konczg, czyli ... ciggng sie w

NIESKONCZONOSC

Gdy zaczatem sie przygotowywac do napisania pracy, zwrdcitem uwage, ze w réznych pracach
pojecie nieskoriczonosci traktowane jest w rézny sposob. Kiedy czytatem o historii pojecia czesto
przeplataty sie jakies abstrakcyjne pojecia nieskoriczonosci aktualnej i potencjalnej — to niezbyt mnie
pociggato. W wiekszosci prac nieskoriczonosé byta Scisle zwigzana z tzw. teoriag mnogosci (co za
nazwal!), czyli nauki o zbiorach — to réwniez nie byto zbyt interesujace. Juz myslatem, ze znowu bede
musiat wymyslaé¢ nowy temat, kiedy w kilku opracowaniach znalaztem co$ co mnie zainteresowato.
Paradoksy i sofizmaty zwigzane z tym pojeciem. Przede wszystkim pordwnywanie liczebnosci zbioréw
(Kto by pomyslat, ze liczb naturalnych nie jest dwa razy wiecej niz liczb parzystych — co wiecej jest ich
TYLE SAMO). Ale tez okreslanie sumy nieskoriczonych ciggéw, na czele z moim ulubionym:

1+2+3+4+5+= ——
12

Dlatego tez w tej pracy skupitem sie przede wszystkim na tych dwdch zagadnieniach. Co nie znaczy,

Ze nie bedzie kompletnie nic o nauce o zbiorach (jeszcze raz ta teoria mnogosci, eh). Piszgc o sumach
ciggdw nieskoriczonych specjalnie nie uzywam takich symbolijak},;—; czytez lim  dla mnie
n—-oo

(przynajmniej na razie) sy one mato intuicyjne.

Aby zobaczy¢ co na temat duzych liczb i nieskoriczonosci majg do powiedzenia oprécz
matematykoéw takze zwykli ludzie (w tym wypadku moje kolezanki i koledzy z klasy, a takze kilka osob

str. 6



z klas rownolegtych) przeprowadzitem ankiete, ktérej wyniki (dla mnie ciekawe) opisuje w jednym z
ostatnich rozdziatow.

Historia Pojecia

iedy pojawito sie pojecie nieskoriczonosci? Wiecznos¢ i nieskoriczonos¢ fascynuje ludzi od

zarania dziejéw. Nieskonczonos¢ przez wieki byta terminem bardziej filozoficznym niz

matematycznym. Ale tez od poczatku matematyki nieskoriczonos¢ przewijata sie w
rozwazaniach uczonych. W tamtych czasach ludzie obrazowali nieskoriczonos¢ jako weza z ogonem w
pysku, ktéry pozera samego siebie i odradza sie. Symbol ten nosit nazwe Uroboros.

Poczatkowo byt on symbolem rzeki, jaka miata optywaé Ziemie. Rzeka ta, nie miata mie¢ ani zrédta, ani
ujscia. Natomiast alchemicy traktowali Uroborosa jako symbol nieskoriczenie powtarzajgcego sie cyklu
przemiany materii. Dla nich byt to rowniez odpowiednik kamienia filozoficznego. Znak ten w postaci
jakag znamy jg teraz (lemniskata)

zostat wprowadzony w XVII wieku przez angielskiego matematyka Johna Wallisa, jako reprezentacje
pojecia matematycznego jakim jest nieskoriczonosc

W starozytnej Grecji pojecie nieskonczonos$ci nie byto czym$ dobrym, mozina powiedzieé, ze
nieskoficzono$é byta ztem. Arystoteles! sgdzit, ze bycie nieskoriczonym byto brakiem, nie perfekcja.

! Arystoteles — filozof, jeden z trzech - obok Sokratesa i Platona - najstawniejszych filozoféw starozytnej Grecji.
Nazywany tez po prostu Filozofem (wszystkie przypisy za pl.wikipedia.org)
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Pitagorejczycy? pojecie nieskoriczonosci traktowali bardzo nieufnie. Nieskoriczono$é¢ byta czyms$
negatywnym.

Uczniowie Pitagorasa nie mogli pojgé czegos co nie ma konca (ani poczatku). Wskazywali liczne
paradoksy i absurdy dotyczace nieskoriczonosci. Powstat zbior paradokséw przypisywanych Zenonowi
z Elei®. Ponizej jeden z nich

Achilles i z6tw: - Achilles i z6tw staneli w zawody, kto szybciej dobiegnie do mety. Achilles potrafi
biega¢ dwukrotnie szybciej od zétwia, daje mu wiec fory: pozwala mu startowac z potowy dystansu.
Zaczynajg w tym samym momencie. Kiedy Achilles przebiega % dystansu z6tw jest juz w % drogi do
mety. Gdy Achilles dobiegnie do tego miejsca z6tw bedzie zndw dalej. | tak dalej w nieskoriczonosé.
Gdy dystans jest okreslony (niech wynosi S), a szybkos¢ Achillesa wynosi vi, z6twia v, to mozna obliczyg,
ze 26tw ,,dobiegnie” do mety po czasie %4 S /v, ale v, to doktadnie %2 vi a wiec %5 S /va =% S /Y5 v1=S/vy,
a to jest czas po ktérym Achilles dobiegnie do mety.

—ah
N F

-y _

Whiosek - Achilles nigdy nie przegoni zétwia, pomimo ze potrafi biega¢ dwa razy szybciej od niego.

Galileusz* opisat inny paradoks: Niektdre liczby sg kwadratami innych liczb np.: 1, 4, 9i 16, a niektére
nie sy kwadratami, jak 2, 3, 5, 6, 7. Catos¢ wszystkich liczb musi by¢ wieksza niz catos¢ kwadratow,
poniewaz cato$¢ wszystkich liczb zawiera kwadraty i nie-kwadraty.

Mimo to dla kazdej liczby mozemy narysowaé wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy licz-
bg a jej kwadratem, na przyktad:

1 23 4 5 ... n
! i b o l
1 4 9 16 25 ... n?

A zatem w rzeczywistosci jest tyle samo kwadratdow, ile liczb. Co stanowi sprzeczno$é, wczesniej
stwierdzilismy, ze jest wiecej liczb niz kwadratéw. Wniosek Galileusza byt taki, ze o ,,mniejszosci” i
,wiekszosci” mozemy moéwi¢ w odniesieniu do liczb. Natomiast jezeli méwimy o nieskoriczonosci
pojecia te nie majg zadnego sensul.

Pojecie nieskonczonosci sprawiato takze trudnosci nowozytnym matematykom. Takze oni podawali
réznego rodzaju paradoksy zwigzane z tym pojeciem.

Wiekszo$¢ sofizmatdw® wykazujgcych, ze np. 0=1 jest oparta o ,,ukryte” dzielenie przez 0. Mozna takze
znalez¢ inne podejscie oparte wtasnie na paradoksie nieskoriczonosci

2 Ppitagorejczycy - wyznawcy doktryny rozwinietej przez Pitagorasa i jego nastepcow w szkole religijno-
filozoficznej, ktdérg zatozyt w Krotonie w Wielkiej Grecji, w potudniowych Wtoszech.

3 Zenon z Elei - Byt uczniem Parmenidesa i nalezat do szkoty eleatéw z Elei.

4 Galileusz, wt. Galileo Galilei — wtoski astronom, astrolog, matematyk, fizyk i filozof.

5 Sofizmat - zwodniczy "dowdd" matematyczny, pozornie poprawny, lecz faktycznie btedny, zawierajacy
rozmyslnie wprowadzony btad logiczny, trudny do wykrycia na pierwszy rzut oka
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0=0 + 0 +0 + 0 +...
0=(1-1) +(1-1) + (1-1) + (1-1) +......
0=1-1+11+1-1+1-1+1...
0=1+(-141)+ (-1 + 1)+ (-1+1) +.....
0=1+ 0 + O + 0 +..
0=1

Ale mozemy takze postgpic inaczej.

x=1-1+1-1+1-1+1-1+....
x=1—-(1-1+1- 1+1-1+41-1+ ..))

Xx=1-x
2x=1

1
X= =

2

Awiec0=%,alete21= %

0=-=1
2
To dopiero heca!!l!l Gdzie tu jest btad? Wydaje sie, ze wszystko jest w porzadku. Ale przeciez nie moze
byé w porzagdku!? W rzeczywistoscicigg1-1+ 1-1+1-1+1—-1 +....nie ma sumy — jest rozbiezny! Ale
do tego matematycy doszli w XIX wieku, a szereg ten znany byt duzo wczesniej.

Oczywiscie mozna takze inaczej obalaé powyzsze réwnania np.

0=(1-1) +(1-1) + (1-1) + (1-1) +...... parzysta ilos¢ elementow
0=1-1+1-1+1-1+1-1+1... nieparzystailos¢ elementéw
0=1+(-141)+ (-1 + 1)+ (-1+1) +.....

Ale, ktos moze powiedzie¢, ze przy nieskoriczonej ilo$ci elementdw nie ma to znaczenia

Innym ,nowozytnym” paradoksem zwigzanym z nieskoriczonoscig jest tak zwany Hotel Hilberta®: Ot6z
hotel ten ma nieskorczenie wiele pokoi, ponumerowanych 1, 2, 3, 4 itd. (wszystkie dodatnie liczby
catkowite). Pewnego razu wszystkie miejsca w hotelu byty zajete, zjawit sie podrézny i poprosit o pokdj.
W kazdym hotelu ze skoriczong liczbg pokoi gos¢ odszedtby z niczym, a tu: — Nie ma problemu —
powiedziat kierownik. — Poprosze goscia z pokoju 1, zeby przenidst sie do pokoju 2, goscia z pokoju 2,
zeby przeszedt do pokoju 3, osobe z pokoju 3 przeniesiemy do pokoju 4 itd. Osoba z pokoju n
przeprowadzi sie do pokoju n+1 itd. Wtedy pokdj 1 sie zwolni, wiec bede mdgt go da¢ panu.

6 David Hilbert (ur. 23 stycznia 1862 w Krélewcu (Prusy Wschodnie), zm. 14 lutego 1943 w Getyndze) —
matematyk niemiecki; zajmowat sie algebraiczng teorig liczb. D. Hilbert byt profesorem uniwersytetu w
Getyndze, jednego z najwazniejszych wowczas osrodkdw mysli matematycznej w Swiecie.
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1 2 3 4 5 ﬁ T 8 el ] .u-ll wes

e e SR i, i AR Ui
112|3|4(5]|]6|7]|8 s n n*—ll wes

Przypisanie takie dziata tylko w hotelu z nieskorficzong liczbg pokoi, w innym nie - gdyz osoba w pokoju
0 najwyzszym numerze nie ma dokad sie przeniesc. Ale w hotelu Hilberta nie ma najwyzszego numeru
pokoju. Z podanego przyktadu wynika takze, ze gdy do nieskoriczonosci dodamy jeden (lub jakgkolwiek
inng skonczona liczbe <o tyle pokoi sie przesuwamy>) to otrzymamy takze nieskoriczonos¢

cO 4+ 1 =00

Ale to nie wszystko. Tydzien pdzniej do tego samego hotelu (réwniez wszystkie miejsca byty zajete)
przyjechat autokar z nieskoficzenie wieloma pasazerami, siedzgcymi na miejscach 1, 2, 3, 4...

Sprytny kierownik pomyslat chwile i powiedziat: Poprosze osobe z pokoju 1, zeby przeniosta sie do
pokoju 2, goscia z dwdjki, zeby przeprowadzit sie do czwdrki, tego z tréjki przeniesiemy do szdstki itd.
Osoba z pokoju n przeniesie sie do pokoju 2n. W ten sposéb zwolnig sie wszystkie pokoje z numerami
nieparzystymi (bedzie ich nieskonczenie wiele), wiec teraz pasazer z miejsca 1 w panstwa autobusie
moze zajgé pokdj 1, osoba z miejsca 2 —pokdj 3, ta z miejsca 3 — pokdj 5 itd. Pasazer z miejsca n dostanie
pokdj 2n—1.

12345678 voe n | ntll ...

112|13|4|5|6|7|8] - 2n-12n

/C] 2(13|14|5(6|7|8 see n | ntll  eee

Wynika z tego, ze gdy do nieskoriczonosci dodamy nieskoriczonosc¢ to otrzymamy takze nieskoriczonosc

O 4 OO = OO

Na tym takze sie nie konczy. Miesigc pdzniej do hotelu (oczywiscie byt komplet) przyjechato
nieskonczenie wiele autobusdéw, a w kazdym z nich siedziato nieskorficzenie wielu pasazeréw.

| znowu kierownik stanat na wysokosci zadania. Sprowadzit wszystko do poprzedniego problemu.
Nakazat, aby z wszystkich autobuséw pasazerowie przesiedli sie do pierwszego. Jak?
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Ustawmy wszystkie autobusy obok siebie i przenumerujmy miejsca jak na ponizszym rysunku.

i

—_—
[\ ]

4|7 |11]|16 Bus 1

/A3T5]81z[17 Bus 2

D

O & O D
/16| 9]13]18 Bus 3

O O O D
/]10]14(19 Bus 4

; D/ & O D
115(20 Bus 5

o © O

Kazdy pasazer w kazdym z nieskonczenie wielu autobusdéw dostaje nowy numer. Kazdy numer
wystepuje doktadnie raz. A wiec mozna kazdego pasazera na miejsce w autobusie 1, odpowiadajgce
jego nowemu numerowi. | w ten sposdb doszliSmy do problemu wczesniej juz rozwigzanego z petnym
hotelem i jednym autobusem z nieskonczong iloscig pasazeréw.

Z powyzszego przyktadu wynika, ze gdy nieskonczonos¢ pomnozymy przez nieskoriczonos¢ to
otrzymamy takze nieskoriczonos¢

CO o4 OO = CO

Jak policzy¢ nieskoriczonos¢? Nie da sie — musielibysmy miec przeciez nieskoriczong ilo$¢ czasu (a i tak
nie doszlibysmy do korca). Matematycy majg jednak pewng sztuczke na liczenie nieskoriczonosci. Nie
trzeba liczy¢ do nieskonczonosci wystarczy poréwnac ilo$¢ nieskonczonej liczby elementdéw z inng
nieskonczonoscig. Na przyktad, aby poréwnac liczbe krzeset w klasie i uczniéw, nie musimy ich liczy¢
(jezeli bytoby ich nieskoniczenie wiele nie dalibysmy rady), wystarczy kaza¢ uczniom usigsc na krzestach.
Jezeli zadne krzesto nie pozostanie puste i zaden uczen nie bedzie stat to znaczy, ze jest ich tyle samo.
| ten sposdb bedziemy wykorzystywac przy nastepnych przyktadach.

Niektdérzy z matematykow twierdzg, ze pojecie nieskoriczonosci jest bardzo intuicyjne, ale intuicja w
tym przypadku bywa takze zwodnicza. Otéz przeczucie podpowiada nam, ze liczb parzystych i
nieparzystych jest tyle samo. | tak wiasnie jest. A czego jest wiecej: wszystkich liczb parzystych czy
wszystkich liczb naturalnych? | tu intuicja sie myli (przypomnijmy sobie paradoks Galileusza), jesteSmy
przekonani, ze liczb naturalnych powinno by¢ dwa razy wiecej niz liczb parzystych (wszak liczby
naturalne sktadajg sie z liczb parzystych i nieparzystych). A jednak tak nie jest. Liczb parzystych
(nieparzystych) jest tak samo wiele jak liczb naturalnych (moéwimy, ze zbidér liczb parzystych
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(nieparzystych) jest tak samo liczny jak zbidr liczb naturalnych). Jak to mozliwe? Kazdej liczbie

naturalnej mozna nadac kolejnos¢ (numer kolejny)

1 2345 ..

BEEE

12345 ..

Tak samo kazdg liczbe parzystg mozna ponumerowacd (nadaé kolejne numery):

2 4 6 810...

bt

12345 ..

A skoro liczb naturalnych i liczb parzystych jest nieskoniczenie wiele to ich tyle samo. Kazdej liczbie
naturalnej n mozna przypisac liczbe parzystg 2n. Tak samo mozna postgpic¢ z liczbami catkowitymi,
musimy tylko dodaé liczby ujemne, dla ktorych przyporzagdkowanie bedzie nastepujgce: kazdej liczbie
ujemnej -n mozna przypisac liczbe -2n

Nie jest to jednak takie intuicyjne (przynajmniej dla mojej mtodej gtowy). Jak sie pdzniej okaze takze
dla moich réwiesnikow jest to trudne do ogarniecia. Tylko jedna osoba (3% badanych) odpowiedziata,
ze wszystkich liczb naturalnych jest tyle samo co wszystkich liczb parzystych. A pieé oséb stwierdzito

wrecz, ze liczb parzystych jest wiecej (moze nie zrozumieli pytania?)

Idgc dalej, czego jest wiecej liczb naturalnych, czy liczb wymiernych’? Przypomnijmy, ze liczba
wymierna to taka, ktéra da sie przedstawi¢ w postaci utamka p/q (gdzie p i q to liczby catkowite, a q
jestrézna od zera <nie mozna dzieli¢ przez 0>). Uporzadkujmy wszystkie liczby (dodatnie) wymierne w

tabelce, jak ponizej:

7 Liczby wymierne — liczby, ktére mozna zapisa¢ w postaci ilorazu dwdch liczb catkowitych, gdzie druga jest
rézna od zera. S to wiec liczby, ktére mozna przedstawié za pomoca utamka zwyktego p/q gdzie p,q to liczby
catkowite, a q dodatkowo jest rézna od 0
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DD

////
BB

b b

&
1 4 5
4//4 4 4
T '@’ T 1 3
TR

2 4 A

W pierwszym wierszu zapiszmy wszystkie liczby wymierne (w postau utamkow) gdzie licznikiem jest 1:
1111 222 3333
=,=,=,—, ..., Wdrugim liczby wymierne z licznikiem réwnym 2.2 ,—,—, .. apotem kolejno, =,=,=,~...
1’2’34 nnonon 1’2’3’4 1’2°374"
i tak dalej, dla n: 1233 .. Podobnie jak poprzednio sprébujemy kazdej liczbie wymiernej nadac

numer kolejny (tzn. policzy¢ liczby wymierne). Liczenie zacznijmy od lewego gornego rogu (I) i

kontynuujmy tak jak pokazujg strzatki (opuszczajac wczes’niej uwzglednione liczby — zaznaczone w

3 4 123 4
koteczkach - — to to samo co -
73’ 4 1 4- 6’8

wszystkie Iiczby wymierne (kazdga tylko raz):
11231123451234

1'2’1'1’3’4’3°2°1°1’5’5'4"3™

- to to samo co - Litd. W ten sposdb mozemy wyliczy¢

Jezeli ustawilismy wszystkie liczby wymierne w cigg jak wyzej tzn. mozemy kazdej z nich przypisac
kolejng liczbe naturalna. A z tego wynika, ze liczb wymiernych jest tyle samo co liczb naturalnych. W
tym przyktadzie rozwazaliémy tylko liczby dodatnie, ale podobnie jak w liczbach naturalnych i
catkowitych, nie ma to znaczenia (liczb naturalnych, a wiec dodatnich catkowitych, jest tyle samo co
liczb catkowitych ujemnych, oraz tyle samo co wszystkich liczb catkowitych)

Jezeli uzmystowimy sobie, ze pomiedzy dowolnymi kolejnymi liczbami naturalnymi (np. 0 i 1) jest

. , L . . 111111
nieskoiczenie wiele liczb wymiernych np. =,=,=-,=,=,=- ...

1 1 3 1

8 4 8 2
] |

1 |

4 owolu
S w
— oI

To dopiero teraz widzimy, jak intuicja wyprowadzita nas w pole ©. Jak liczb wymiernych moze by¢ tyle
samo co naturalnych jezeli pomiedzy kolejnymi naturalnymi liczbami jest nieskonczenie wiele liczb
wymiernych. Przypomnijmy sobie tutaj ostatni przyktad z hotelu Hilberta i wszystko bedzie jasne.

Z podobnymi paradoksami mozemy spotkaé sie w geometrii. Mozemy na przyktad poréwnywad ilos¢
punkdéw zawartych w dwdch odcinkach o réznej dtugosci (oczywiscie tych punktow jest nieskonczenie
wiele). Jezeli zbudujemy z nich tréjkat prostokatny, gdzie oba odcinki stanowig przyprostokatne.
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Przeprowadzajac prostg rownolegtg do przeciwprostokgtnej mozemy kazdemu punktowi z jednego
odcinka przyporzadkowaé punkt na drugim odcinku (i na odwrot).

Whiosek - dowolne dwa odcinki posiadajg tyle samo punktéw. Istniejg tez dowody na to (juz nieco
trudniejsze), ze odcinek (skoriczony) ma tyle samo punktéw co prosta (nieskoriczona). Co wiecej prosta
(jednowymiarowa) posiada tyle samo punktdéw co ptaszczyzna (dwuwymiarowa).

Juz same te przyktady powinny nam uzmystowié, ze z nieskoriczonoscig nie bedzie tak tatwo. Jest to
pojecie tak trudne do zrozumienia i ogarniecia, ze dopiero nie tak dawno ujednolicono i
usystematyzowano zasady, ktére go definiujg. A sam tworca tych regut (niejaki Cantor — bedzie o nim
pozniej) skonczyt w szpitalu psychiatrycznym. Trudne, ale zarazem intuicyjne. Przeciez juz dzieci
potrafig liczy¢ 1, 2, 3, 4, ... A przeciez wtasnie te trzy kropki na koricu wyliczania oznaczaja: i tak dalej w
nieskoriczonos¢. Z mojej ankiety wynika, ze wiekszo$¢ moich rowiesnikdéw (77%) wie, ze nie ma liczby,
ktorg mozna by uznac za najwiekszg ze wszystkich. Wiec mozna powiedzie¢, ze zgadzajg sie na co$
takiego jak nieskoriczonosc¢. Ale z drugiej strony prawie % uczestnikdw ankiety stwierdzita, ze istnieje
liczba najwieksza (odpowiedzi TAK i chyba TAK).

Wiec moze nie jest nam potrzebna nieskoriczono$é moze wystarczg bardzo, bardzo, bardzo ... duze
liczby? Milion, miliard, bilion, biliard ... to dla matematyka wcale nie sg duze liczby. A moze te jeszcze
wieksze np. googol, czyli

10100

Czyli 1isto zer

10 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000

jest to liczba niewyobrazalnie wielka. Googol jest wiekszy niz liczba atoméw w znanym nam
Wszechéwiecie, oceniana na okoto 108° (od tej wtaénie liczby pochodzi nazwa popularnej wyszukiwarki
internetowej — nie na odwroét jak sadzg niektérzy ©) Otdz nie wystarczg — wtasnie na podstawie tej
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liczby amerykanski matematyk Edward Kasner - przedstawiat réznice miedzy niewyobrazalnie wielkg
liczbg a nieskoriczonoscig. Mamy tez jeszcze wiekszg nazwang liczbe jest to googolplex:

0100

101

Czyli 10 do potegi googol. Przyjmuje sie, ze tak duzej liczby tej nie da sie zapisa¢, gdyz liczba jej cyfr jest
wieksza niz liczba atomoéw we wszechswiecie.

Najwiekszg nazwana liczba jest tak zwana liczba Grahama (nie bede tu przytaczat jej definicji) co do
ktorej nie wiemy nawet jaka jest jej pierwsza cyfra. Jest ona tak ogromna, ze znamy tylko pewng ilos¢
jej koncowych cyfr (ostatnia cyfra to 7).

Tak nawiasem mdwiac z mojej ankiety wynika, ze nikt z moich kolezanek i kolegdéw nie zna nazw tych
naprawde wielkich liczb ®.

Ale wszystkie te wymysine liczby nawet najwieksze sg niczym w obliczu nieskoriczonosci.
Matematykom, jak sie wydaje, nieskoriczonos¢ potrzebna jest jak powietrze. Jezeli bowiem bedziemy
dodawac do siebie coraz mniejsze liczby to przy skoriczonej ich ilosci matematyk po prostu policzy ich
sume (wyrazenie jest skonczone — nawet jezeli bardzo wielkie)

1

1 1 1 1 1
1+E+Z+§+E+§+"'W_

Co natomiast bedzie, jezeli do obliczenia mamy wyrazenie nieskoriczone?
14ttt 2 2 Lo
2 4 8 16 32 4

6 128 256 512

Tego juz nie mozna bezposrednio policzy¢ to trzeba udowodnic¢.
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Rodzaje nieskonczonosci

przyktadow podanych w poprzednim rozdziale wynika, ze zbidr liczb naturalnych jest
nieskonczony. Ale zbidr liczb catkowitych, parzystych, nieparzystych, ba nawet zbiér liczb
wamiernych jest ,tak samo nieskoriczony” (réwnoliczny) jak zbidr liczb naturalnych. Czyzby
nieskoriczono$¢ byta jedna? Na ,,zdrowy rozsgdek” tak. Nieskoriczonos$¢ to nieskoriczonosé i tyle. Otdz
nic bardziej mylnego. Nieskonczonosci jest wiele, co wiecej: nieskonczonosci jest nieskoiczenie wiele.
Uff nic dziwnego, ze matematycy zajmujacy sie tym pojeciem czesto lgdowali w szpitalu dla ,bardzo,

bardzo nerwowo chorych”.

Georg Cantor® byt wyktadowcg na uniwersytecie w Wittenbergu w Niemczech. Doszedt on do
whniosku, ze nieskoriczonosci moze by¢ wiele, czyli moze ona mieé rdézne wielkosci. Poczatkowo
okreslano te idee jako ,zaburzenie, perwersyjng chorobe, z ktérej pewnego dnia matematyka sie wy-
leczy”, natomiast samego matematyka, nazywano szarlatanem. Cantor przezyt zatamanie nerwowe
(jedno z wielu) i trafit do szpitala psychiatrycznego. Jednak jego pomyst okazat sie rewolucyjny i
rewelacyjny, wreszcie ktos ,opisat” nieskoriczonos¢. Niemiecki matematyk w zupetnie inny sposdéb niz
do tej pory spojrzat na pojecie nieskoriczonosci. Nie zajmowat sie pojedynczymi liczbami, a kolekcjami
liczb, ktére nazwat zbiorami. llos¢ elementdw kolekcji nazwat mocg zbioru (np. zbér liczb {1, 2, 3} ma
moc3a{2,4,7,9, 10, 11} ma 6). Wprowadzit on takze zupetnie nowy symbol na nieskornczonos¢:

Alef — pierwsza litera alfabetu hebrajskiego (Cantor miat Zydowskie korzenie)

A skoro nieskonczonosci jest wiele zaczat je takze numerowaé. Pierwszg (,najmniejszg”
nieskoniczonoscig byta R (alef zero) i oznaczata ilos¢ liczb naturalnych (moc zbioru liczb naturalnych),
a wiec takze ilos¢ liczb parzystych, nieparzystych, kwadratow liczb (paradoks Galileusza), czy liczb
wymiernych. Jak wczesniej pisatem wszystkie te nieskoriczonosci mozna ,policzy¢” (ustawi¢ w szereg i
przypisa¢ kazdemu elementowi kolejne liczby naturalne). Stad tez Ng zwane jest takze
nieskonczonoscia policzalng (przeliczalng)

A teraz sprébujmy znalezé inng niz Xg nieskoniczonos¢. Cantor okreslit Xg jako najmniejsza
nieskonczono$é wiec kazda inna bedzie od niej wieksza. Poszukajmy jej. Analizowalismy juz liczby
naturalne, catkowite i wymierne. Wezmy teraz ,,na warsztat” zbér liczb rzeczywistych®. W przypadku
liczb wymiernych stwierdzilismy, ze nawet pomiedzy dowolnymi kolejnymi liczbami naturalnymi (np.
0i1) jest nieskonczenie wiele liczb wymiernych (a doktadnie Xg liczb wymiernych). Przyjrzyjmy sie teraz
podobnemu przedziatowi (od 0 do 1), ale w odniesieniu do liczb rzeczywistych. W tym przypadku nie
bedziemy korzystaé z utamkow (jak przy liczbach wymiernych), gdyz nie wszystkie liczby rzeczywiste da

8Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor niemiecki matematyk - miat znaczacy udziat w tworzeniu podwalin
nowoczesnej matematyki. W szczegdlnosci uchodzi za twérce teorii mnogosci.

9 Liczby rzeczywiste — rozszerzenie zbioru liczb wymiernych (jako przestrzeni metrycznej) do przestrzeni
zupetnej. Sktada sie ze zbioru liczb wymiernych i niewymiernych
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sie w ten sposdb przedstawic. Bedziemy korzysta¢ z rozwinieé dziesietnych liczb pomiedzy 0 a 1 np.
0,56987456625...

Postuze sie tutaj przyktadem hotelu Hilberta przedstawionym troche wczesniej. W hotelu tym mamy
nieskonczong liczbe pokoi — teraz juz wiemy, ze liczba pokoi wynosi doktadnie Rg. W przeciwienstwie
do poprzednich sytuacji przyjmijmy, ze hotel jest pusty (wfasciwie to nic nie zmienia, ale tak jest
ciekawiej) — wczesniej byt petny, a mimo to mozna byto w nim zmiesci¢ 1, 2 5, 10, a nawet Ny
dodatkowych gosci. A teraz jest pusty i nie zmiescimy wszystkich. Do hotelu przychodzi ttum gosci.
Kazdy z nich trzyma w reku kartke z numerem rezerwacji. Przyjmijmy, ze nr rezerwacji to rozwiniecie
dziesietne jakiejs liczby pomiedzy 0 a 1. Oczywiscie nie ma rezerwacji, ktére miatyby ten sam numer.
Pierwszy gosc¢ pyta sie kierownika (znamy tego geniusza z wczesniejszych przyktaddéw) czy zmiesci ich
wszystkich w hotelu. Ten usmiechnat sie tylko i odpowiedziat oczywiscie (przeciez poradzit juz sobie w
innych trudnych sytuacjach). Po wczesniejszych doswiadczeniach kierownik wiedziat, ze musi tylko
»policzy¢” wszystkich gosci — i tak jak poprzednio — wtedy bedzie mégt im przydzieli¢ pokoje. Ale jak
,policzy¢” gosci (numery rezerwacji) — czyli rozwiniecia dziesietne wszystkich liczb pomiedzy 0 a 1?
Otoéz okazuje sie, ze tym razem kierownik sobie nie poradzi. Nie da sie pouktada¢ wszystkich rozwiniec
dziesietnych pomiedzy 0 a 1, tak abysmy je mogli zapisa¢ jako liste (czyli policzy¢). Mozna pokazaé, ze
dla kazdej nieskonczonej listy rozwinie¢ dziesietnych liczb pomiedzy 0 a 1, zawsze znajdziemy liczbe
(pomiedzy 0 a 1), ktdéra nie wystepuje w tej liscie. A wiec lista jest niepetna. Wezmy takie nr rezerwacji:

Nr pokoju Nr rezerwacji
pokdj nr 1 0,05687498 ...
pokdj nr 2 0,36547892 ...
pokdj nr 3 0,59874445 ...
pokdj nr 4 0,00598425 ...
pokdj nr5 0,45666666 ...
pokdj nr 6 0,95641236 ...
pokdj nr 7 0,84522315 ...
pokdj nr 8 0,22663399...

A teraz sprébujmy stworzy¢ liczbe wedtug nastepujgcej metody: Oczywiscie na pierwszym miejscu
jest 0 (liczba musi by¢ pomiedzy 0 a 1). Na pierwszym miejscu po przecinku jest pierwsza cyfra z nr
rezerwacji do pokoju nr 1, na drugim jest druga cyfra z nr rezerwacji do pokoju nr 2 itd.

Nr pokoju Nr rezerwacji

pokdj nr 1 0,056874987 ...
pokdj nr 2 0,365478923 ...
pokdj nr 3 0,598744456 ...
pokdj nr 4 0,005984256 ...
pokdj nr 5 0,456666666 ...
pokdj nr 6 0,956412365 ...
pokdj nr 7 0,845223159 ...
pokdj nr 8 0,226633997...
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Powstata nam liczba 0,06896359... . Teraz musimy jeszcze dodac np. 1 (moze tez by¢ jakas inna cyfra)
do kazdej cyfry po przecinku w powyzszej liczbie (np. 1 stanie sie 2, 5 — 6, a 9 — 0) A wiec liczba, ktorej
szukamy to 0,17907460... . Jest to numer rezerwacji, ktérej na pewno nie byto na naszej liscie. Skad
mozemy by¢ tego pewni? Otdz nie jest to nr rezerwacji z pokoju nr 1, bo na pierwszym miejscu jest
cyfra rézna od pierwszej cyfry z rezerwacji pokoju nr 1 (dodali$§my 1), nie jest to nr rezerwacji z pokoju
2, gdyz druga cyfra jest rdzna od drugiej cyfry w nr rezerwacji z tego pokoju (réwniez dodalismy 1) itd.
A wiec znalezlismy taka liczbe pomiedzy 0 a 1, ktérej nie byto na naszej nieskonczonej liscie. Co wiecej,
nawet gdybysmy te nowa liczbe dodali do naszej listy, to znowu korzystajac z naszej metody mozemy
skonstruowac nastepng liczbe, ktérej znowu nie bedzie na liscie. | tak w ... nieskonczonos¢. A wiec
kierownik, nawet gdyby sie dwoit i troit, i tak nie jest w stanie stworzy¢ listy (czyli ,, policzy¢”) wszystkich
rezerwacji. A wiec niestety nie jest w stanie zmiesci¢ wszystkich tych gosci w swoim nieskoficzonym
hotelu. Hotel Hilberta, mimo ze ma nieskonczong liczbe pokoi (Xo) jest po prostu za maty, aby pomiescic
wszystkich gosci posiadajacych rezerwacje z numerem podanym jako rozwiniecie dziesietne liczb
pomiedzy 0 a 1. Co z tego wynika? Otéz wiasnie pokazalismy, ze istnieje nieskoiczonos¢ wieksza od Xo.
Niektére nieskonczonosci ,mozna policzy¢” i sg one przeliczalne i majg wielko$¢ Xy, a inne sg
nieprzeliczalne i sg wieksze od Ro. Liczbe wszystkich liczb rzeczywistych Cantor nazwat continuum (lub
tez kolejg nieskoriczonoscig po Xo czyli ;)

Cantor dowiddt, ze nieskonczonosci nieprzeliczalne mogg mie¢ rézng wielkos$¢ co wiecej jest ich ...
nieskoriczenie wiele.

No< N1 < NXo< ... < Nk< Nk .o

Nieskonczonosci te nazywamy liczbami kardynalnymi.

Wréémy jeszcze na chwile do liczb wymiernych (tych z przyktadu z kilku stron powyzej, a wiec pomiedzy
0a1)-czylido utamkow. Jestich nieskonczenie wiele. Liczb rzeczywistych pomiedzy 0 a 1 jest rowniez
nieskonczenie wiele. Ale ,utamkéw” w poréwnaniu z liczbami rzeczywistymi jest bardzo, ale to bardzo
mato. Mozna to wyobrazi¢ sobie (oczywiscie w duzym przyblizeniu) jako o$ liczbowa. Jezeli bedziemy
tg 0s ogladad np. pod mikroskopem w coraz to wiekszym powiekszeniu to utamki bedziemy widzie¢
jako pojedyncze punkty. Natomiast liczby rzeczywiste bedg stanowity ciggtos¢ (stagd nazwa continuum),
nawet gdybySmy nie wiem jak powiekszali to i tak nie zobaczymy pojedynczych punktéw
odpowiadajgcych liczbom rzeczywistym (no chyba tylko te odpowiadajgce liczbom wymiernym, ktére
takze zaliczajg sie do liczb rzeczywistych).

Liczby rzeczywiste, ktdre nie sg liczbami wymiernymi nazywamy, oczywiscie liczbami niewymiernymi.
Do liczb niewymiernych zaliczamy np. V2, .

A czy liczby kardynalne zachowujg sie podobnie do np. liczb rzeczywistych. To znaczy, czy miedzy
dowolne dwie liczby kardynalne mozna wstawic jakas liczbe kardynalng. Cantor sformutowat hipoteze,
ze nie ma liczb kardynalnych pomiedzy Xy a X; (czyli ¢) — zwana jest ona hipotezg continuum. Problem
ten pozostat nierozwigzany. Dopiero wiele lat pdZniej wykazano, ze hipotezy tej nie mozna ani dowies¢,
ani obali¢. Znowu ciekawe rozwigzanie problemu z pojeciem nieskoriczonosci.
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Arytmetyka nieskonczonosci

Skoro jest wiecej nieskoriczonosci (i mozna je nazywac liczbami <kardynalnymi>) to moze mozemy
probowac je dodawac, mnozyé. Otdéz mozna. Zapiszmy dziatania, ktére ,,wyszty” nam przy rozwazaniu
hotelu Hilberta stosujgc oznaczenia wprowadzone przez Cantora.

Dodawanie nieskonczono$é plus dowolna liczba:

Dodawanie dwdch nieskonczonosci (Alef zero)

, +R= R,

Mnozenie dwdch nieskonczonosci (Alef zero)

R, * R=R,

A co sie stanie, jezeli bedziemy chcieli dodawac (mnozy¢) dwie rézne nieskonczonosci np. Ko i X;?

gdzie n jest dowolng liczbag

Otéz w wyniku dostaniemy zawsze ,,nieskonczonosc wiekszg” —w tym przypadku X,

, +R= N,
R, * R=N,

To s3 najprostsze dziatania na nieskonczonosciach. Mozemy jeszcze préobowaé podnosié
nieskoniczonos¢ do potegi (albo jakas skoriczong liczbe podnosi¢ do nieskorficzonej potegi), mozemy
odejmowa¢, dzieli¢. Ale nim przejdziemy do tego powinniémy zapoznac sie z definicja symbolu

lub

nieoznaczonego. Symbol bgdz wyrazenie nieoznaczone — wyrazenie algebraiczne, ktére nie ma sensu
liczbowego. Po co jest nam to potrzebne? Otéz niektdre dziatania na nieskorniczonosciach nie majg
sensu. Powrdéémy teraz do ogdlnego symbolu nieskoriczonosci (e°), gdyz nie bedzie nas juz
interesowato z jakg nieskoficzonoscia mamy do czynienia. Zastanéwmy sie na chwile, ile to bedzie
oo - 00? Skoro oo + n = oo dla dowolnego n to z tego rownania mozemy wywnioskowaé, ze
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oo - oo = n, A wiec po odjeciu jednej nieskoriczonosci od drugiej moze nam wyjs¢ cokolwiek.
Moze to by¢ 0, ale réwniez 1, a nawet 10, a moze tez % albo m. A wiec wynik dziatania
algebraicznego moze by¢ dowolny. To moze cos$ jest nie tak z samym wyrazeniem. Otéz takie
wyrazenia nazywamy nieoznaczonymi. Zatem jakie mamy jeszcze inne symbole nieoznaczone?

0 00)

cOo - OO — —
0 00)

(o @)

Q ¥ oo 0° 1

ool

Chociaz niektére z tych symboli w pewnych dziatach matematyki nie s uznawane nieoznaczone. Na

przyktad w kombinatoryce 0° = 1, a teorii miary 0 * © = 0.

Od poczatku tej pracy widzimy, ze pojecie nieskonczonosci przysparza wielu trudnosci matematykom
(i w ogodle uczonym). Tak tez jest w przypadku dziatan arytmetycznych zwigzanych z tym pojeciem.
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Nieskonczone szeregi liczbowe

Szereg liczbowy to konstrukcja umozliwiajgca wykonanie dodawania sktadnikow szeregu. Szeregiem
liczbowym nieskofczonym nazywamy cigg sum cze$ciowych

Slzal
S;=a1+a;
S3=ai+a+ a3

Sh=ai+a+az+..an
Liczby a, nazywamy wyrazami szeregu, natomiast Sn to n-ta cze$ciowa suma szeregu. Szereg
nazywamy zbieznym, gdy dla coraz wiekszych n (n dazy do nieskoriczonosci) mozemy okresli¢ S, jako
konkretna liczbe. Natomiast jezeli taka granica nie istnieje to szereg jest rozbiezny.

WeZmy na przyktad szereg majacy za kolejne wyrazy utamki, gdzie w mianowniku mamy kolejne
potegi dwojki.
1 1,1, 1, 1
— S=1+=-+=-+=-+—+"--
on 2 4 8 16

Jest to tak zwany cigg geometryczny, gdzie kazdy kolejny element uzyskujemy poprzez pomnozenie
poprzedniego przez pewng statg (zwang ilorazem ciaggu - q). W tym przypadku g= %.

Ciekawe jaki jest wynik tego nieskoriczonego dodawania. Z jednej strony nieskoriczone dodawanie
intuicyjnie prowadzi nas do nieskoriczonosci. Ale z drugiej strony sktadniki tego dodawania s3 coraz
mniejsze (dgzq do 0).

Sprébujmy rozwigzac to rownanie. Na poczatek obie strony réwnania pomnozymy przez 2

2%S=2% (L4-+-4-4—+-)
2 4 8 16

2*S=2+E+Z+Z+i+...
2 4 8 16
2*S=2+(1+=+-4=4-)
2 4 8
2%5=2+5
$=2

A wiec suma (nieskonczona) tego szeregu to 2. Jest to szereg geometryczny zbiezny. Okazuje sie, ze
cigg geometryczny jest zbiezny tylko wtedy, gdy jego iloraz zawiera sie pomiedzy -1i1(-1<q<1)

Oproécz ciggdw geometrycznych sg jeszcze np. ciggi arytmetyczne, gdzie kazdy kolejny element
uzyskujemy poprzez dodanie do poprzedniego pewnej statej (zwanej rdznicg ciggu - r). Po krétkim
zastanowieniu widzimy, ze z samej definicji wynika, ze cigg arytmetyczny nie moze posiadac skoriczone;j
sumy w nieskonczonosci. Jezeli r = 0 to mamy ciag takich samych liczb np. 1 i wtedy

1+41+1+4+1+1+.. =00

Gdy r > 0 to mamy cigg rosnacy, gdzie kazdy nastepny element jest wiekszy od poprzedniego,
a wiec nie cigg moze by¢ zbiezny. Przy r < 0 mamy sytuacje podobng tylko po ,drugiej stronie
osi liczbowej” — kazdy nastepny element jest mniejszy od poprzedniego (ale nie tak jak w
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ciggu geometrycznym z <1, gdzie elementy dazg do zera). Tak wiec cigg arytmetyczny nie

jest juz tak ciekawy (dla mnie) jak cigg geometryczny.

Temat ciggdw i ich granic jest bardzo ciekawy, ale zajme sie tylko jednym: sumg wszystkich liczb

naturalnych. Jakiez byto moje zdziwienie, gdy na YouTube znalaztem filmik gdzie udowadniajg, ze:

1
14243+ = ——

Bardzo dziwne. Przeciez ten cigg powinien by¢ rozbiezny. Kolejne wyrazy nie dos¢, ze nie malejg to

jeszcze rosng (w nieskoriczonosc). A oto dowdd:

Wezmy, ze S1=1+2+3+4+...
S$=1-1+1-1+1-1+1-1+....
S3=1-2+3-4+5-6+..

Zacznijmy od S;

S

$5=1-1+1-141-1+1-1+...=1-(1-1+1-1+..)=1-5,

Sz=1-52

25=1
1

SZ=E

A teraz przejdZzmy do S3 i dodajmy do niego takze S3 w taki oto pisemny sposdb:

S3+S3= 1-2+3-4+5-6+..
+ 1-2+3-4+5-6+..
253= 1-1+1-1+1-1+..
1
2S3= >
1
53=Z

1

A wiec mamy juz obliczone S; ==orazS; = %. Przejdzmy teraz do obliczania S,

T2
Obliczmy réznice S1 i S3

S$1—-S3= 1+42+3+4+5+6+..
-1-2+3-4+5-6+..)

S1—S3= 1+2+3+4+5+6+..
-142-3+4-5+6-...

S1—S3= 0+4+0+8+0+12+..=4+8+12+...

$1—S3= 4*(1+2+3+..)

S1—S3= 4*S,
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1

A skoro S3 = " to mamy:

51—%:4*51
—2=3%s;
A wiec
51= —%
Czyli
1+2+3+4+5+= ——

Gdzie tu jest btgd? Bo chyba musi gdzie$ byé. Wedtug mnie btad zrobiliémy przy obliczaniu sumy ciggu
S,. Juz wczesniej (nastr. 7 i 8) pisatem o tym, zecigg 1 -1+ 1—1 + ... nie jest zbiezny (nie mozna obliczy¢
jego sumy w nieskonczonosci). A skoro chociaz jedno z zatozen tego ,dowodu” jest btedne, to
oczywiscie mozemy dojs¢ do kazdego wyniku nawet tak abstrakcyjnego jak réwnanie zapisane
powyzej. Ale czy nie jest to dowdd o niebo lepszy od tych spotykanych czesto w sieci, gdzie pseudo-
matematycy udowadniajg ze np. 1 = 0 korzystajac z ukrytego dzielenia przez 0. Zeby obali¢ powyzsze
rozumowanie juz trzeba cho¢ troche zna¢ matematyke w ogéle, a pojecie ciggdw w szczegdle.
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Ankieta

Aby dowiedzie¢ sie jakg wiedze o pojeciu nieskonczonos$ci majg moi réwiesnicy przeprowadzitem
ankiete wsrdd moich Kolezanek i Kolegéw z mojej klasy (oraz kilku uczniéw z klas réwnolegtych).

Pytania, na ktére musieli odpowiedzie¢ moi réwiesnicy:

1. Czy mozna znalezé liczbe, ktéra jest najwieksza ze wszystkich?

2. Jakie znacie nazwy naprawde wielkich liczb?

3. Czego jest wiecej: wszystkich liczb naturalnych (1, 2, 3, 4 ...) czy wszystkich liczb parzystych (2,
4,6,8..)?

4. Czy styszeliscie o pojeciu nieskoriczonosci? Jezeli TAK to co ono oznacza?

W Ankiecie wzieto udziat trzydziestu uczniow

A oto jak przedstawiaty sie odpowiedzi:

Czy mozna znalez¢ liczbe, ktdra jest
najwieksza ze wszystkich?

® TAK (chyba TAK) = NIE

Zwréémy uwage, ze ponad % uczniow (23 osoby) udzielito odpowiedzi NIE. Zgadzaja sie zatem (chocby
nieswiadomie), ze istnieje cos takiego jak nieskoriczonos¢. Intuicyjnie zauwazajg, ze gdyby istniata
najwieksza ze wszystkich liczba, to wystarczyto by do niej dodac jeden i mielibySmy jeszcze wiekszg
liczbe, a wiec poprzednia nie byta najwieksza. Ale zarazem 7 uczniéw (prawie %) uwaza, ze istnieje
najwieksza liczba, czyli nie dopuszcza do siebie mozliwosci istnienia nieskoriczonosci. Przed rozdaniem
ankiety specjalnie nic nie ttumaczytem kolegom, wiec mozliwe, ze wystarczytoby 2 minuty, aby te
siedem oséb zmienito zdanie. Ale mnie chodzito o ,czyste odpowiedzi” — nie skazone moimi
wyjasnieniami.

Na drugie pytanie siedem oséb nie udzielito zadnej odpowiedzi, natomiast reszta wymieniata: milion,
miliard, bilion, tryliard oraz takie peretki jak nonagilion i cecylion. Nikt natomiast nie wymienit googol,
czy googolplex. Ale — jak mi sie wydaje — aby ,,otrzec sie” o te nazwy trzeba cho¢ troche interesowad
sie matematyka. Dodam jeszcze, ze prawie wszystkie osoby, ktdre w pytaniu pierwszym odpowiedziaty
TAK (istnieje najwieksza liczba) w drugim pytaniu nie podaty zadnej nazwy wielkiej liczby. A wiec mozna
zatozy¢, ze te siedem osdb po prostu nie lubi i ,,nie zna sie na matematyce”.
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Ciekawe sg odpowiedzi na trzecie pytanie (Czego jest wiecej liczb naturalnych czy parzystych)

Czego jest wiecej liczb naturalnych
czy liczb parzystych

= Parzystych = Naturalnych = Tyle samo

Tylko jedna osoba odpowiedziata prawidtowo (ze liczb naturalnych i parzystych jest tyle samo). A az
dwudziestu trzech ucznidw twierdzito, ze liczb naturalnych jest wiecej. Byto to do przewidzenia.
Uczniowie w szkole podstawowej intuicyjnie widzg, ze liczb parzystych jest mniej. Ale az sze$¢ oséb
stwierdzito, ze liczb parzystych jest wiecej. Moze wynikto to z prostej pomytki? Ale z tej széstki, az
cztery osoby zaliczato sie do grupy, ktérg nazwatem ,nielubigcy matematyki” (czyli Ci znajacy
najwiekszg liczbe).

Na ostatnie pytanie (Czy znacie pojecie nieskoriczonosci i czym jest nieskoriczonos$é) az trzynascie oséb
nie udzielito zadnej odpowiedzi badz odpowiedziato, ze nie styszato o nieskoriczonosci (oczywiscie w
tym gronie mamy siédemke z pierwszego pytania). Pozostali opisywali nieskoriczonos¢ w bardzo rézny
sposéb: ,co$ co nie ma konca, i nie jest policzalne”, ,nieskoficzonos¢ nigdy sie nie konczy”,
»,Nieskonczonos$¢ nie ma konca, czyli nic nie ma na samym koncu”, ,o0znacza nieskoriczong ilos¢
przedmiotow” itp. Tak duzy odsetek oséb, ktére nie styszato o nieskoriczonosci moze wynikac z tego,
ze moze cos styszeli na ten temat, ale nie umieli opisa¢ nieskoriczonos$ci, wiec woleli nic nie wpisywad.
Natomiast réznorodnos¢ odpowiedzi tych, ktdrzy opisywali nieskoriczonos$¢ moga swiadczy¢ o tym, ze
trudno jest opisac jg w kilku stowach.
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Dowcipy o0 nieskonczonosci

Nieskoriczenie wielu matematykéw wchodzi do baru. Pierwszy zamawia jedno piwo, drugi zamawia
pot piwa, trzeci - ¢wierd, itd. Barman stawia na blacie dwa piwa - matematycy nie kryjq oburzenia:
“Tylko tyle? Jak mamy sie tym niby upic?!". Na co barman odpowiada: "Dajcie spokdj, musicie zna¢
swojq granice

Matematyk zorganizowat loterie i zapowiedziat, ze wygrana bedzie nieskoriczona. Kiedy sprzedat
wszystkie kupony i zwyciezca zjawit sie po odbidr nagrody, matematyk wyjasnit sposob jej wyptaty: "1
dolar teraz, 1/2 dolara w nastepnym tygodniu, 1/4 dolara za dwa tygodnie..."

Nieskoriczonos¢ jest pojeciem trudnym dla cztowieka, a co dopiero dla ucznia

[ ] [ J [ ]
. Bmf-n-3 : . . Gwt-n—3
lim ————— =00, aile wynosi granica lim ——— 7
N —ca n—1 N —ca n—1
Cidp. v
[ ] [ J [ ]

Jak mama budzi 6semke? Wstawaj. Nie mozesz tak leze¢ w nieskoriczonos¢!
[ ] [ J [ ]

Kazdy wie, ze Chuck Norris doliczyt do nieskoriczonosci dwa razy. Ale nie kazdy wie, ze zaczynat od
minus nieskoriczonosci

[ ] [ J [ ]
Zatézmy, z'eé = 0, a mamy do udowodnienia, Ze % = 00
Dowdd:
Obréc’myi = 0 przeciwnie do wskazéwek zegara o 90° — wyjdzie nam - 18 = 0

Dodajmy do obu stron réwnania 8: -10 = 8 a nastepnie obréémy z powrotem o 90° (tym razem
zgodnie ze wskazowkami zegara) i otrzymamy: % = o0 co byfo do udowodnienia
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Cytaty

Bedgc cztowiekiem nie jestem blizszy nieskoriczonosci niz gdybym byt mréwkq, ale tez nie jestem
dalszy niz gdybym byt ciatem niebieskim.
Autor: Giordano Bruno

Ludzka gtupota jest jedyng rzeczq oddajgcq idee nieskoriczonosci.
Autor: Ernest Renan

Matematyka: przytapywanie nieskoriczonosci na gorgcym uczynku.
Autor: Stefan Napierski

Nic tak nie daje poczucia nieskoriczonosci jak gfupota.
Autor: Odén von Horvath

Nie wnika sie w nieskoriczonos¢ uciekajqc ku innej nieskoriczonosci.
Autor: Umberto Eco

Nieskoriczonosé! Zadne inne pytanie nie poruszyto tak gteboko duszy cztowieka.
Autor: David Hilbert

Nieskoriczonosc i wiecznosc¢ stanowiq najwiekszq i jedyng pewnosc.
Autor: Sgren Kierkegaard

Tylko dwie rzeczy sq nieskoriczone: Wszechswiat oraz ludzka gtupota, choc nie jestem pewien co do
tej pierwszej.
Autor: Albert Einstein

W czarnym aksamicie nieskoriczonosci zwyciestwo bedzie cztowieka.
Autor: Ajschylos
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Zakonczenie

| na tym koniec moich rozwazan na ten temat nieskoficzonosci. Mimo, ze na poczgtku myslatem, ze
bedzie to dos¢ tatwy i prosty do opisania temat, to okazato sie co$ zupetnie przeciwnego. W miare jak
zdobywatem coraz to wiekszg wiedze na temat nieskoriczonosci, widziatem, ze jest to dos¢ ,,sliski”
temat. Juz samo zrozumienie, ze np. liczb parzystych jest tyle samo co liczb naturalnych graniczyto z
cudem. Niby dowdd rozumiatem, ale nie miescito mi sie to w gtowie. A juz te paradoksy z szeregami
liczbowymi, gdzie suma wszystkich liczb naturalnych(a wiec dodatnich) jest nie do$¢, ze ujemna to
jeszcze jest utamkiem. Przeciez mozna zwariowac.

Czy mozemy odpowiedzie¢ twierdzaco na pytanie: Czy nieskonczono$é¢ to liczba? Nie, a wrecz
przeciwnie wiemy, ze nieskoficzonos¢ nie jest liczbg, nie jest ani parzysta, ani nieparzysta. To tylko
pewna idea. | to bardzo ktopotliwa idea. Kilku geniuszy zajmujgcych sie problemem nieskornczonosci
skonczyto (1) w szpitalu psychiatrycznym. Mam nadzieje, ze mnie to nie grozi, ale przeciez ja nie jestem

geniuszem ...

| juz na sam koniec musze wspomnieé, ze w rozwaj pojecia nieskonczonosci (a szerzej méwiac teorii
mnogosci) duzy wktad wtozyli polscy uczeni tacy jak: Wactaw Sierpinski, Kazimierza Kuratowski,
Alfred Tarski, Stefan Banach, Stanistaw Ulam, Hugo Steinhaus czy Jan Mycielski.
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Ve
V4
/rodta
Wikipedia.org (wszystkie przypisy pochodzg z tego zrddta)
www.YouTube.pl

Mariusz Gromada - Od paradoksoéw do Hipotezy Continuum czyli Tajemnice nieskoriczonosci
http://multifractal.net

Film BBC Poza nieskoriczonos¢

Roman Murawski - Nieskoriczonos¢ w matematyce. Zmagania z potrzebnym, acz
ktopotliwym pojeciem
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