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WSTEP

Pomyst na te prace miat dtugg historie. Pierwotnie, sposréd wielu ciekawych
tematéw zaproponowanych przez naszg Panig nauczycielke, wybratysmy taki, ktory
taczyt nasza pasje do matematyki ze wspolnym zamitowaniem do réznego rodzaju
robotek recznych, m.in. matych rekodziet z papieru. PostanowitySmy napisaé
o ptaskich figurach foremnych, ktére mozna skonstruowac wytacznie z papieru, bez
uzycia nozyczek i kleju.

Z zapatem rzucitysmy sie do pracy. Po pierwszych prébach okazato sie to
catkiem proste, cho¢ nie obyto sie bez niespodzianek. Okazato sie, ze bez uzycia
nozyczek, nie da sie skonstruowac niektérych figur foremnych o nieparzystej liczbie
bokdéw. Podczas naszych poszukiwan w internecie (obecnie ogromnej kopalni wiedzy),
odkrytySmy ciekawg strone o przestrzennych brytach geometrycznych, zwanych
deltoscianami. Bryly te mozna ztozy¢ bez uzycia kleju za pomoca wielu tych samych
podstawowych elementéw — tréjkagtéw rownobocznych. A zatem matematyczne
origami!

PodjetySmy  wyzwanie. Zainspirowane przedstawionymi na famach
wspomnianego portalu modelami, postanowitySmy, opierajagc sie tylko na
podstawowych wskazéwkach dla najprostszego 4-deltoscianu wypuktego (inaczej
czworoscianu foremnego), zbudowac kilka innych, bardziej skomplikowanych
wieloscianéw. Pierwsze modele tak nas zaciekawity, ze zdecydowaty$my, po szybkich
konsultacjach z naszg mentorkg, poswieci¢ temat naszej pracy w catosci
delto$cianom, konstruowanym za pomocg techniki sktadania papieru.

Poniewaz sg to bryty przestrzenne, nietatwo jest oddac na papierze ich ciekawy
wyglad i strukture, dlatego dokumentujemy prace naszymi zdjeciami z rdinych
etapéw pracy, jak rowniez powstatych gotowych bryt. Do konstrukcji
wykorzystatysmy: kilkanascie blokdw papierow kolorowych, z ktérych powstaty
elementy bazowe — trdjkaty réwnoboczne w ilosci: 262 szt. (do wycinania tej ilosci
materiatu zaangazowatySmy rdéwniez cztonkdw rodziny). Zbudowatysmy 18
deltosciandw o réznych interesujgcych parametrach. Istotg tego opracowania okazato
sie pofaczenie kreatywnosci, mozina powiedzie¢ nawet —zabawy oraz powaznej
dziedziny nauki.
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Na dalszych stronach tej pracy zaprezentujemy w sposéb szczegétowy nasze
bryty, przedstawimy wzory matematyczne znajdujgce zastosowanie dla opisywanych
wielosciandw, w tym znany wzor Eulera, wspomnimy o bryfach platonskich.
Spréobujemy réwniez rozwiktaé tajemnice brakujgcego deltoscianu wypuktego o 18-tu
Scianach.

Mamy nadzieje, ze czytajgcy naszg prace na tyle zaciekawia sie naszymi modelami,
iz postanowig stworzy¢ wtasne, fascynujace bryty i przysztosci moze znajdg kolejny
temat do potaczenia origami i matematyki.

Zachecamy do lektury.

Autorki

-
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ORIGAMI A MATEMATYKA

Wedtug dostepnych zrédet?, sztuka origami narodzita sie w Chinach, juz okoto roku
700, ale rozwineta sie na dobre w Japonii i z tym krajem jest kojarzona szeroko
w Swiecie.

Poczatkowo w tej technice tworzono wytgcznie dekoracje na uroczystosci religijne.
Nastepnie, po zmodernizowaniu sposobu wytwarzania papieru, zaczeto na wiekszg
skale wykorzystywac origami w sztuce i rowniez w zabawie. Nastepnie origami trafito
do szkoty, gdzie stanowi do dnia dzisiejszego jeden z waznych elementéw
wychowywania dzieci w Japonii. Jako zabawa i jednoczesnie kreatywna nauka
pozwala na odkrywanie swiata, nie tylko —-matematyki, w zupetnie nowy sposdb.

W XX wieku ustalono, iz tzw. bazg wyjsciowg, — czyli podstawowym materiatem dla
origamistow bedzie kwadratowa kartka papieru, ktdrg nalezy sktadaé, bez uzycia kleju
i nozyczek, w celu utworzenia przestrzennych figur.

Sztuka origami byta rozwijana na przestrzeni kolejnych lat i powstato tzw. origami
modufowe. Odtad nie jest juz obowigzkowe uzycie kwadratowej kartki papieru.
Modele sktadane s z przewaznie identycznych, pojedynczych modutdéw, ktérych
liczba moze wynosi¢ od kilku do kilkuset (w przypadku zaawansowanych
zawodowcow).

Oczywiscie, w dzisiejszych czasach, czesto zamiast papieru stosuje sie wszelkiego
rodzaju komputerowe gadzety i aplikacje w smartfonie. Technika origami rowniez
,poszta z duchem czasu”. Dla mniej cierpliwych sg dostepne réznorodne aplikacje,
zarowno z przydatnymi wskazéowkami — jak dany model w rzeczywisto$ci mozna
ztozy¢, jak réwniez pozwalajacy na wirtualne sktadanie modeli we wtasnym telefonie
(m.in. Origami Master (Paper Folding) czy Lets Fold).

Nie bedziemy ukrywac, ze wiekszg satysfakcje w uktadaniu origami daje uzycie
tradycyjnych metod. Nasze modele deltoscianéw, budowane w catosci w papierowej
wersji, wywodzg sie witasnie z modutowej odmiany origami, gdzie wyjsciowym
elementem jest trojkat rownoboczny i powstaty z niego modut, przedstawiony
w kolejnej czesci pracy.

-
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DELTOSCIANY

DEFINICJE | RODZAJE DELTOSCIANOW.

Wielosciany (do takich nalezg nasze deltosciany) to zgodnie z definicjg: bryty
geometryczne ograniczone przez tak zwang powierzchnie wieloScienng, czyli
utworzong z wielokagtow o roztgcznych wnetrzach, i kazdym boku wspdlnym dla

dwoch wielokatéw. Wielokaty te nazywajg sie scianami wieloScianu. Ich boki to

krawedzie wielosScianu,

a wierzchotki

to wierzchotki

wieloscianu.

Wieloscian

nazywamy wypuktym, jezeli lezy po jednej stronie kazdej ze swoich Scian.

Wsréd wieloscianédw znajdujg sie deltosciany, czyli bryty, ktérych wszystkie

Sciany s trdjkatami réwnobocznymi. Ich nazwa pochodzi od czwartej (duzej) litery

alfabetu greckiego, ktorej ksztatt to wtasnie trojkat: A.

Wsrdd deltoscianéw rowniez wyrdzniamy deltosciany wypukte oraz wkleste.

Deltosciandw wypuktych jest zaledwie 8. Kazdy z nich zostat przez nas skonstruowany

i opisany w dalszej czesci pracy. Deltosciandw wklestych jest nieskoriczenie wiele
(zbudowatysmy 10 modeli).

Deltosciany wypukfe to:

Deltosciany Nazwa matematyczna Nazwa angielska Nazwa grecka dla
wypukte foremnych
deltoscianéw
4-deltoscian czworokat foremny tetrahedron Tetraedr
6-deltoscian dwupiramida tréjkatna triangular bipyramid
osmioscian foremny,
dwupiramida
8-deltoscian kwadratowa octahedron Octaedr
10-deltoscian dwupiramida pieciokgtna | pentagonal bipyramid
12-deltoscian dwunastodeltoscian snub disphenoid
potréjnie powiekszony triaugmented triangular
14-deltoscian graniastostup tréjkatny prism
gyroelongated square
16-deltoscian szesnastodeltoscian bipyramid
20-deltoscian dwudziestoscian foremny | icosahedron Ikosaedr
Tab. 1.1 Rodzaje deltoscianéw
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Alfabet_grecki
https://en.wikipedia.org/wiki/Tetrahedron
https://en.wikipedia.org/wiki/Triangular_bipyramid
https://en.wikipedia.org/wiki/Octahedron
https://en.wikipedia.org/wiki/Pentagonal_bipyramid
https://en.wikipedia.org/wiki/Snub_disphenoid
https://en.wikipedia.org/wiki/Triaugmented_triangular_prism
https://en.wikipedia.org/wiki/Triaugmented_triangular_prism
https://en.wikipedia.org/wiki/Gyroelongated_square_bipyramid
https://en.wikipedia.org/wiki/Gyroelongated_square_bipyramid
https://en.wikipedia.org/wiki/Icosahedron

Jak fatwo zauwazy¢ w powyzszym zestawieniu, liczba Scian jest parzysta i z kazdym
kolejnym deltoscianem wypuktym rosnie o 2. Ta prawidtowos¢ nie jest zachowana
miedzy deltoscianem o 16 Scianach, a dwudziestoscianem. Brakuje bowiem 18-
delto$cianu wypuktego. Tej tajemnicy poswiecimy odrebny rozdziat naszej pracy.

Skoro deltoscian ma by¢ wypukty i jego Sciang ma by¢ tréjkat réwnoboczny
mozna rowniez zaobserwowaé, ze nasze deltosciany foremne mogg mieé tylko
wierzchotki o 3, 4 i maksymalnie 5 schodzacych sie krawedziach. W wierzchotku
kazdego wieloscianu muszg schodzi¢ sie co najmniej trzy $ciany, a suma katéw
ptaskich tworzacych jego naroze (wierzchotek) musi by¢ mniejsza niz 360°. Nie istniejg
wiec wypukte deltosciany o liczbie scian mniejszej niz 4 i wiekszej niz 20.

Do szczegdlnych wielosciandw zalicza sie tzw. bryly platonskie, inaczej bryty
idealne, ktoérych istnieje tylko pigé. Wieloscian foremny (bryta platonska)
to wieloscian spefniajgcy nastepujgce warunki:

e Sciany sg przystajgcymi wielokgtami foremnymi;

e w kazdym wierzchotku zbiega sie jednakowa liczba scian;

e wszystkie $ciany i katy sg rowne;

e jest brytg wypukta (czyli odcinek poprowadzony pomiedzy dwoma dowolnymi
punktami wieloscianu, w catosci sie w nim zawiera);

e 7aden kat nie jest wiekszy niz 180°;

e s3 catkowicie foremne, czyli patrzac na ktorykolwiek wierzchotek, bryta
wyglada tak samo.

Ich nazwa pochodzi oczywiscie od greckiego filozofa Platona, ktéry jako pierwszy
odnotowat fakt istnienia scisle okreslonej liczby tych bryt. Platon opisat je w dziele
»Timajos”, gdzie dodatkowo kazdy z wielosciandw symbolizowat jeden z zywiotow.

Az trzy z tych idealnych wieloscianéw stanowig deltosciany foremne, co Swiadczy
o wyjatkowosci tych wtasnie bryt. Zaliczamy do nich: czworoscian foremny (tetraedr),
oémioscian foremny (oktaedr), dwudziestoscian foremny (ikosaedr). Zywioty
przypisane przez Platona naszym deltoscianom to idac od najprostszego: ogien,
powietrze i woda.

Jesli kat trdjkata rownobocznego jest rowny 60°, suma za$ wszystkich katow ptaskich
kata wierzchotkowego musi byé mniejsza od 360°, wiec z jednego wierzchotka mogg
wychodzi¢:

3 krawedzie: 60° x 3 = 180° < 360°, albo

4 krawedzie: 60°x 4 = 240° < 360°, albo

5 krawedzi: 60°x 5 = 300° < 360°.
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60° a 60°

60°/ \ 60°

Obrazuje to powyzsza grafika.

Gdyby dotozy¢ kolejny trdjkat rdwnoboczny powstatby juz nie wierzchotek
wieloscianu, a szesciokat foremny. Prawdziwe jest zatem zatozenie, ze z trojkatow
rownobocznych mozna zbudowac nie wiecej niz 3 wielosciany foremne.

A dlaczego nie isthieje wiecej niz pie¢ wielosciandéw foremnych?

Przeprowadzi¢ mozna bardzo prosty dowdd?.

Skoro z tréjkatow rownobocznych powstaty maksymalnie trzy wielosciany foremne,
rozwazy¢ nalezy nastepne figury foremne. Nastepny jest kwadrat.

Trzy kwadraty utworzg wierzchotek o nastepujacej sumie katow:

3 x90°=270°

Natomiast juz 4 kwadraty znowu utworzg figure ptaska:

4 x 90°=360°

W przypadku kolejnej figury foremnej, czyli pieciokata, sytuacja wyglada nastepujaco:
3 x 108°=324°

A zatem nie ma sensu rozwazac¢ wierzchotka taczgcego wiecej niz trzy pieciokaty.

W kazdej nastepnej figurze rosnie rozmiar kagta miedzy sgsiadujgcymi bokami, i dla
sze$ciokata foremnego wynosi juz 120°, z ktérego zatem nie da sie zbudowaé naroza
wielo$cianu foremnego (3 x 120°=360°).

Dowodzimy zatem, ze nie moze istnie¢ wiecej niz pie¢ wieloscianéw foremnych,

Z czego 3 to deltosciany, 1 wieloscian ztozony z kwadratéw — szesScian (gr. heksaedr),
a jeden wielosScian ztozony z pieciokatow foremnych (dodekaedr).

-
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WZORY MAJACE ZASTOSOWANIE DLA DELTOSCIANOW

Dla wieloscianow (zwyktych, wypuktych) zachodzi nastepujgca prawidtowosc:
Jesli S oznacza liczbe $cian, W liczbe wierzchotkdw, a K liczbe krawedzi, to:

W +S=K+2|

Jest to tzw. wzor Eulera dla wieloScianéw. Pochodzi od nazwiska Leonarda Eulera,
szwajcarskiego matematyka i fizyka, ktéry jako pierwszy dokfadnie opisat te
zaleznos¢. Jest to bardzo prosta zaleznos¢, chociaz oddaje podstawowg witasciwosc
tych tréjwymiarowych bryt.

Wezmiemy teraz dowolna siatke wieloscianu foremnego, u nas bedzie to najprostszy
deltoscian, czyli czworoscian foremny. Oznaczmy liczbe scian przez S, liczbe krawedzi
przez K, i liczbe wierzchotkdéw przez W.

Jesli wezmiemy pod uwage tylko jeden, pierwszy trdjkat, wtedy S = 1, liczba bokéw
tego trdjkata, czyli liczba krawedzi bedzie réwna liczbie wierzchotkdow, tj. W = K,
a zatem otrzymujemy zaleznos$¢:

S+W=K+1

Teraz dodamy kolejny przylegajacy tréjkat. Wtedy: S = 2, poniewaz te trojkaty maja
jedng krawedz wspdlng i dwa wspdlne wierzchotki, wiec liczba krawedzi bedzie o 1
wieksza niz wierzchotkéow: K =W + 1, a wiec bedzie znowu:

S+W=K+1

Idgc dalej w ten sposdb ustalimy, ze ta zaleznos¢ bedzie stata, az do momentu, kiedy
dotgczymy ostatni tréjkat i wszystkie tréjkaty domkniemy w bryte, tworzagc w tym
przypadku czworos$cian foremny, i zauwazyé mozna, ze przez ostatnie dofgczenie
liczba krawedzi i wierzchotkdw pozostanie bez zmiany (byly one juz ujete
poprzednio), dotgczy tylko jedna $ciana, a zatem bedzie ostatecznie:

S+W=K+2
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Jest to potwierdzenie wzoru Eulera: w wieloscianie wypuktym liczba S$cian
i wierzchotkdéw jest o 2 wieksza od liczby krawedzi. Jak dalej wykazemy twierdzenie to
bedzie prawdziwe dla wszystkich naszych bryt.

Na podstawie tego wzoru mozna rowniez udowodni¢, iz nie istniejg wieloSciany
o siedmiu krawedziach, jak réwniez, ze nie moze by¢ wiecej niz 5 bryt platonskich. Nie
jest to jednakze tematem naszej pracy.

Kolejnym wzorem, ktéry ma zastosowanie dla wszystkich deltoscianow: liczba
krawedzi réwna sie potrojone;j liczbie Scian, podzielonej przez 2, czyli:

35
~ 2]

DELTOSCIANY W NATURZE, SZTUCE | ARCHITEKTURZE

Wracamy do naszych deltosciandw, ktére tacznie z innymi wieloscianami fascynowaty
i fascynujg nadal, nie tylko matematykéw i filozofow.

Dlaczego wieloSciany sg tak interesujgce? Miedzy innymi dlatego, ze mozemy je
nawet odnalez¢ w przyrodzie, w naturze. Na przyktad ksztatty deltoscianu przyjmuja
krysztaty fluorytu (wystepuje m.in. w postaci oSmioscianu), a kasyteryty przyjmuja
posta¢ stupkowg, zakonczong dwupiramidg). Krysztat stanowi jednorodng
wieloscienng forme o bardzo uporzagdkowanym zestawie $cian, krawedzi
i wierzchotkdw, wyznaczonych przez prawidtowe utozenie budujacych go
najmniejszych cegietek materii®. Brzmi to bardzo podobnie do budowy wielo$ciandw
i zasadniczo ma wiele ze sobg wspdlnego. Nauka, ktéra zajmuje sie badaniem stanu
krystalicznego mineratéw to krystalografia.

N

N

\'A.

Fluoryt Fluoryt

Zrédfto: http://orgonity.com.pl/fluoryt http://www.redcrystal.pl
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Kasyteryt

Zrédto: https://pl.wikipedia.org

Bryty platonskie inspirowaty takze ludzi sztuki, m.in. nasze deltosciany foremne
znajdziemy wsrod zilustrowanych przez stynnego mistrza Leonarda da Vinci w dziele

»na

matematycznym autorstwa Luci Paciolego ,, De Divina Proporcione”” (ttum. ,boska

proporcja”, u nas znana jako ,ztota proporcja”). Ponizej te wiasnie deltosciany:

LNNXX1

AR =
S TETRAGDRON LA
/(: NVSNACUYS 4

i ] L

[ i3 - =1
1 !3\:’( OCTOCEDRON PLANVS [/; g NI} YCOCEDRON-PLANVS. LL A
| A q VACWs. N l"‘f NVACVVS. =

= B e | R

XV T XXl

Zrédto: podane za Zdzistawem Pogoda ,,Galeria wielo$cianéw”, ilustracje: Leonardo da Vinci

Nie mozna réwniez nie zauwazy¢ inspiracji deltoscianami w architekturze.
Czesto stosowana jest m.in. koputa geodezyjna, tzw. koputa Fullera, ktéry opracowat
procedure podziatu sfery na trojkaty sferyczne. Opis na przyktadzie dwudziestoscianu,
jako bryty wyjsciowe] zostat opatentowany w 1954 r. Metoda polegata na wyjsciu od
dwudziesto$cianu, ztozonego z 20 réwnobocznych tréjkatéw i dzieleniu kazdego
trojkata na szes¢, poprzez podziat kazdego boku na dwie czesci i poprowadzenie
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"prostej" do przeciwlegtego wierzchotka. W ten sposéb na powierzchni kuli tworzyto
sie 15-nascie petnych wielkich kot.

AR
&

Zrédto powyzszych trzech grafik: http://chodor-projekt.net/encyclopedia/kopula-geodezyjna

Na koniec mozna przytoczy¢ jeszcze jedng ciekawostke, ktéra jednoznacznie
potwierdza, ze deltosciany potrafig w nieoczekiwany sposéb zainspirowaé. Powstat
zagraniczny projekt muzyczny o nazwie angielskiej ,DeltaHedron” (ttum. pol.:
»deltoscian”) z ptytg muzyki elektronicznej pt. ,, Vertex” (ttum. pol.: ,wierzchotek”).
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SKtADANIE BRYt TECHNIKA ORIGAMI

W tej czesci pracy prezentujemy na zdjeciach i opisujemy, jak sporzadzity$my
pojedynczy modut z papieru, ktéry byt nastepnie podstawg do tworzenia kazdego
naszego deltoscianu, poczgwszy od najprostszego, czyli czworoscianu.

Tak, jak pisatySmy w rozdziale: Origami a matematyka, do sporzadzenia deltoscianow
wykorzystujemy origami modutowe.

A oto kolejne etapy tworzenia modutu bazowego.

Aby stworzy¢ modut do ztozenia deltoscianu
potrzebujemy papierowego tréjkgta rownobocznego
(najlepiej uzy¢ papieru kolorowego — wtedy nasze
deltosciany beda bardziej atrakcyjne) oraz nozyczek.

\\ Bardzo wazne jest, aby wszystkie tréjkaty, z ktérych
o sktadaé bedziemy moduty (a pdzniej takze deltosciany)
miaty doktadnie te same rozmiary.

Na poczatku zaginamy trdjkat w taki sposdb, tak, aby
zgiecie przebiegato wzdtuz jego wysokosci (dzielimy
tréjkat na pot). Prostujemy tréjkat. Robimy tak jeszcze
dwa razy, za kazdym z innej strony, czyli wzdtuz
wysokosci wyznaczonych ze wszystkich wierzchotkéw.

\\ . Powstata figura ze zgieciami biegngcymi wzdtuz
/K wysokosci tréjkata.

.
\

e ‘[ N
P | \

- ~

1
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Teraz nalezy przecigé tréjkat wzdtuz czarnych linii.

Teraz wierzchotek tréjkata zaginamy do korica

przeciwlegtej krawedzi. Powtarzamy to dwa razy, za
kazdym razem z innego wierzchotka. Linig czerwong
zaznaczono powstate nowe zagiecia.

» Q Powstat nam trdjkat z takimi oto zagieciami.
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Nastepnie uktadajac przed sobg trojkat tak jak obok na
obrazku, lewe dolne skrzydetko zaginamy do $rodka.

To samo robimy z kolejnym, ktadac je na 1
poprzednim. !

\ ‘ // Ostatnie skrzydetko, ktére bedziemy zaginaé, wsuwamy

do powstatej kieszonki, zgodnie z rysunkiem obok.

Tak oto powstat gotowy modut.

Wskazowka: aby deltoscian, ktérego bedziemy podziniej sktada¢ z modutéw, byt bardziej
stabilny, warto zagigc¢ jeszcze jego skrzydetka do tytu.

Emilia Dgdela, Ewa Panus , Tajemnice deltoscianéw” Strona 14



W ten sposdéb powstat jeden gotowy modut. Do wszystkich skonstruowanych przez nas
deltoscianéw uzytySmy 262-6ch takich ztozonych modutéw.

Moduty w naszych brytach taczy sie ze sobg wsuwajac skrzydetko jednego z nich do kieszonki
modutu, ktéry ma z nim sgsiadowacd i odwrotnie.
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MODELE DELTOSCIANOW WYPUKLYCH

W tym rozdziale przedstawimy w sposéb wizualny i opisowy nasze konstrukcje.

4-DELTOSCIAN WYPUKLY

4-deltoscian, inaczej czworoscian foremny. Jest brytg platoniska, a zatem spetnia
warunek wypuktosci i foremnosci.

Liczba wierzchotkow Liczba krawedazi: Liczba scian llos¢ uzytych elementow

4 6 4 4

Jest najprostszym i najtatwiejszym deltoscianem do ztozenia.
Jest tez najbardziej stabilnym, bo skfada sie z najmniejszej ilosci elementow.

Do jego ztozenia potrzeba jedynie 4 modutéw.
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Sprawdzenie wzoru Eulera:
W+S= K+2, czyli: 4+4=6+2

Ciekawa wtasnoscig czworoscianu foremnego jest to, iz moze on by¢ wpisany
w szescian (czyli inny wielokat foremny) na dwa sposoby, tak, aby kazdy jego
wierzchotek pokrywat sie z jakims wierzchotkiem sze$cianu, a kazda jego krawedz
z przekatna jednej ze scian szescianu. Objetos¢ kazdego z tych czworosciandw wynosi
1/3 objetosci szescianu. Suma mnogosciowa tych dwodch czworosciandw tworzy
wieloscian zwany ,stella octangula” (rowniez przez nas zbudowany - galeria
deltosciandw wklestych), a ich czes¢ wspdlna tworzy osmioscian foremny.

Siatka do ztozenia bryty technika tradycyjna:

6-DELTOSCIAN WYPUKtLY

6-deltoscian wypukty inaczej zwany jest dwupiramidg tréjkatng. Nie jest brytg
platonsky, ale nalezy do tzw. wielo$ciandw Johnsona (od nazwiska Normana
Johnsona, ktéry opisat je w 1966 roku w swojej pracy doktorskiej).
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Sze%C5%9Bcian_(geometria)
https://pl.wikipedia.org/wiki/Obj%C4%99to%C5%9B%C4%87_(matematyka)
https://pl.wikipedia.org/wiki/Suma_zbior%C3%B3w
https://pl.wikipedia.org/wiki/Stella_octangula
https://pl.wikipedia.org/wiki/Cz%C4%99%C5%9B%C4%87_wsp%C3%B3lna
https://pl.wikipedia.org/wiki/O%C5%9Bmio%C5%9Bcian_foremny

Liczba wierzchotkéw Liczba krawedzi: Liczba $cian llos¢ uzytych elementéw

5 9 6 6

Ta bryta moze powstaé z dwoch piramid o podstawie tréjkata.
Sprawdzenie wzoru Eulera:
W+S= K+2, czyli: 5+6=9+2

Deltoscian ten moze sie sktadac z dwéch czworosciandw foremnych sklejonych
podstawami.

Do jego ztozenia potrzeba 6 modutéw:
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8-DELTOSCIAN WYPUKLY

8-deltoscian wypukty, osmioscian foremny, inaczej dwupiramida kwadratowa, lub
graniastostup trojkatny skrecony. Jest kolejng w naszej kolekcji brytg platoriska.

Liczba wierzchotkéw Liczba krawedzi: Liczba $cian llos¢ uzytych elementéw
6 12 8 8

Jest deltoscianem o najdfuzszej nazwie, poniewaz ma wiele wtasnosci.

Ma trzy przekatne. Scinajac  wierzchotki o$mioscianu otrzymujemy wieloécian
potforemny o nazwie oSmioscian  Sciety. O$mioscian foremny jest
antygraniastostupem. Ma cztery pary $cian do siebie rownolegtych.

takze

Do jego ztozenia potrzeba 8 modutéw.

Sprawdzenie wzoru Eulera:

W+S= K+2, czyli: 6+8=12+2
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Wielo%C5%9Bcian_p%C3%B3%C5%82foremny
https://pl.wikipedia.org/wiki/Wielo%C5%9Bcian_p%C3%B3%C5%82foremny
https://pl.wikipedia.org/wiki/O%C5%9Bmio%C5%9Bcian_%C5%9Bci%C4%99ty

Siatka modelu standardowego:

10-DELTOSCIAN WYPUKLY

10-deltoscian wypukty, inaczej dwupiramida pieciokatna. Druga nazwa wyjasnia,
z jakich innych bryt mozna jg ztozy¢é —w tym przypadku z dwdch piramid o podstawie
pieciokata. Jest kolejng brytg Johnsona.

L

&

L~
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Liczba wierzchotkéw

Liczba krawedzi:

Liczba $cian

llos¢ uzytych elementow

7

15

10

10

Do ztozenia tej bryty potrzeba 10 modutéw.

Sprawdzenie wzoru Eulera:

W+S= K+2, czyli: 7+10=15+2

Siatka do ztozenia modelu w sposdéb tradycyjny wyglagdataby nastepujgco:

10

| 12-DELTOSCIAN WYPUKLY

Kolejny z wielo$ciandw Johnsona: 12-deltoscian wypukty, dwuklinoid przyciety.
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Liczba wierzchotkow Liczba krawedazi: Liczba $cian llo$¢ uzytych elementow
8 18 12 12

Moze powsta¢ poprzez przeciecie dwoéch sgsiednich krawedzi z talii dwupiramidy
pieciokatnej i wstawienie w luke dwdch tréjkatow.

Do jego ztozenia potrzeba 12 elementéw.
Sprawdzenie wzoru Eulera:
W+S= K+2, czyli: 8+12=18+2

Standardowa siatka do ztozenia 12-deltoscianu wygladataby nastepujaco:

12
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14-DELTOSCIAN WYPUKLY

14-deltoscian wypukty, inaczej nazywany potrdjnie powiekszonym graniastostupem
tréjkatnym. Jest to nastepna bryta Johnsona. Bardzo ciekawa bryta, ktéra, jesli
popatrzymy na nig kazdorazowo z innej strony, wyglagda zupetnie inaczej, co widaé
ponizej.

Liczba wierzchotkow Liczba krawedazi: Liczba scian llos¢ uzytych elementow

9 21 14 14

Jak jego nazwa wskazuje, 14-deltoscian wypukty powsta¢ moze z doklejenia do Scian
bocznych graniastostupa tréjkatnego piramid kwadratowych.

Sprawdzenie wzoru Eulera:

W+S= K+2, czyli: 9+14=21+2
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Do jego ztozenia potrzeba 14 elementéw.

A standardowa siatka konstrukcyjna wygladataby tak:

| 16-DELTOSCIAN WYPUKLY

16-deltoscian wypukty, czyli inaczej: skretnie wydtuzona dwupiramida czworokatna
(bryta Johnsona). Jak sama nazwa wskazuje, bryta jest dos¢ skomplikowana. Moze
powsta¢ rowniez przez: doklejenie ostrostupéw do podstaw antygraniastostupa
kwadratowego.
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http://www.matematyka.wroc.pl/files/pawlikowski/J17.wrl

Zrédio: http://www.matematyka.wroc.pl/book/deltosciany

Ponizej nasza bryta. Nalezy zauwazy¢, iz wraz z iloscig uzytych modutéw, czyli
wzrostem stopnia skomplikowania modelu, znaczgco obnizata sie jego stabilnosé
i zwartosc.

Liczba wierzchotkéw Liczba krawedzi: Liczba $cian llos¢ uzytych elementéw

10 24 16 16

- _____________________________________________]
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Sprawdzenie wzoru Eulera:
W+S= K+2, czyli: 10+16=24+2

Siatka modelu tradycyjnego mogtaby wygladaé nastepujaco.

16

20-DELTOSCIAN WYPUKtY

Najbardziej ztozona bryta z deltosciandw wypuktych. Zarazem bryta idealna, — czyli
platonska: 20-deltoscian wypukty foremny.

Poniewaz jest brytg foremng wyglada z kazdej strony zupetnie tak samo.

I ——
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Liczba wierzchotkow Liczba krawedazi: Liczba $cian llo$¢ uzytych elementow

12 30 20 20

20-deltoscian jest ostatnim deltoscianem wypuktym, jaki mozna zrobi¢.

Do jego zfozenia potrzeba 20
elementow.

Sprawdzenie wzoru Eulera:
W+S= K+2, czyli: 12+20=30+2

Siatka modelu sktadanego metoda tradycyjna:

20
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TAJEMNICA BRAKUJACEGO 18-DELTOSCIANU WYPUKLEGO

W tym rozdziale zajmiemy sie zagadkowym 18-deltoscianem.
Zestaw utworzonych przez nas deltosciandw wypuktych charakteryzujg nastepujgce

liczby:
deltosciany symbol umowny | liczba scian | liczba krawedzi liczba
wypukte (S) (K) wierzchotkow (W)
kol. (a) kol. (b) kol. (c) kol. (d) kol. (e)
4-deltoscian D, 4
6-deltoscian D¢ 5
8-deltoscian Dg 8 12 6
10-deltoscian D1o 10 15 7
12-deltoscian D1, 12 18 8
14-deltoscian D1 14 21 9
16-deltoscian Dig 16 24 10
20-deltoscian Dy 20 30 12

Jest to kompletny zbior deltoscianéw wypuktych. Zastanawiajace jest, dlaczego
brakuje deltoscianu wypuktego o 18-tu S$cianach. Poczgwszy od czworokata
foremnego D, az do D;s po dodaniu 2-ch scian, pojawia sie kolejny deltoscian wypukty.
Jednak po D nastepnym deltoscianem wypuktym jest dopiero 20- deltoscian D,

Sprébujemy znalezé mozliwy 18-deltoscian wypukty.

Z powyzszego zestawienia wynika kilka istotnych spostrzezen. Jak wyzej
wspomniano liczba $cian (S) rosnie o 2 (kolumna c). Jednak mamy réwniez
kolejne prawidtowosci. Dla kazdego kolejnego delto$cianu liczba krawedzi (K)
ro$nie o 3 (kolumna (d)), a liczba wierzchotkdw rosnie o 1 (kolumna e).
Wynikatoby z tego zatem, ze brakujgcy 18-deltoscian powinien mie¢ 27
krawedzi (24+3) oraz 11 wierzchotkéw (10+1).

Powyzsze ustalenia wynikajg rowniez ze wzoru Eulera:
W+S=K+2
11+18=27+2

Pozostaje natomiast pytanie, jakie wierzchotki powinien mie¢ nasz brakujgcy
deltoscian.
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Wiemy juz (o czym pisaliSmy we wczesniejszych rozdziatach), ze dla
deltosciandw wypuktych mozliwe sg tylko takie wierzchotki, w ktérych zbiegaja
sie 3 krawedzie, 4 lub maksymalnie 5. Nazwijmy te wierzchotki: 3-krawedziowy
(W3), 4-krawedziowy (W,) oraz 5-krawedziowy (W5).

Jakie wierzchotki miatby nasz 18-deltoscian? W celu ustalenia tego sprawdzimy,
jakie wierzchotki majg nasze wielosciany wypukfe.

Zgodnie z wyliczeniami nasze modele majg nastepujgce liczby i rodzaje
wierzchotkow:

Suma
Symbol W; W, W5 wierzchotkow
D, 4 4
D¢ 2 3 5
Dg 6 6
D10 5 2 7
D1, 4 4 8
D14 3 6 9
Dy 2 8 10
Do 12 12

Jak sie przekonatysmy i w tym przypadku wida¢ pewng zaleznos¢. Generalnie wraz
z kolejnym deltoscianem wypuktym wierzchotki o mniejszej liczbie krawedzi maleja,
arosng te o wiekszej ilosci krawedzi. Od Dg do D;5 nie wystepuje juz w ogole
wierzchotek 3-krawedziowy W3 liczba wierzchotkow W, maleje o 1, przy rosnacej
liczbie o 2 wierzchotkdw Ws. Do ma juz tylko wierzchotki W5 Oznaczatoby to, ze
brakujgcy 18-deltoscian powinien mie¢ 1 wierzchotek W,i 10 wierzchotkéw W5, co
oczywiscie daje sume 11 wierzchotkow.

Czy taka konstrukcja jest w ogdle mozliwa? Przekonatysmy sie, ze nie. Nie da sie
potgczy¢ w bryte wypukta takiej kombinacji tréjkatéw rownobocznych, by otrzymac
11 wierzchotkéw deltoscianu, z czego jeden musiatby by¢ tgczy¢ tylko cztery Sciany,
a pozostate po piec scian.

A zatem nie istnieje 18-deltoscian wypukty.
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DELTOSCIANY WKLEStE

Deltosciandéw wklestych istnieje nieskoriczona ilos¢. Wsrdd nich znajduje sie wiele
takich wieloscianéw, ktére spetniajg kryteria foremnosci, jesli odrzucimy warunek
wypuktosci. Nalezy do nich m.in. stella octangula (czyli o$Smioscian gwiazdzisty).
Niektore wielosciany mozna otrzymaé z wielosciandow foremnych za pomoca ich
stellacji (lub rozgwiezdzenia), co oznacza przedtuzanie ich krawedzi, $cian, do
ponownego przeciecia lub tgczeniu ptaszczyznami ich wierzchotkow. W wyniku tego
powstajg nowe wielosciany nazywane gwiazdzistymi.

Skonstruowatysmy 10 wieloSciandéw wklestych. Wszystkie przedstawimy w ponizszej
galerii, w kolejnosci od najmniej, do najbardziej ztozonego:

8-deltoscian wklesty dwupiramida
powiekszona

Otrzyma¢ go mozna w tradycyjnym
podejsciu po doklejeniu do jednej ze
Sciany dwupiramidy tréjkatne;j
czworosciana foremnego. Jest wiec on
jego  powiekszeniem. Bryta jest
unikatowa, bo poprzez doklejenie do
niej kolejnego czworoscianu
foremnego mozina  uzyskaé  10-
deltoscian wklesty, ktéry w zaleznosci
od wyboru podstawy pod doklejany
czworoscian uzyskaé mozna w réznych
ksztattach.

10-deltoscian wklesty dwupiramida
trojkatna dwukrotnie powiekszona
Model ten moze powstaé, z 8-
deltoscianu wklestego przez dotgczenie
dwéch czworoscianéw foremnych do
dwupiramidy tréjkatnej.

1
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12-deltoscian wklesty czterokrotnie
powiekszony czworoscian foremny
Powstaje po doklejeniu do kazdej ze
$cian 4-deltoscianu- innego
czworoscianu foremnego.

14-deltoscian wklesty graniastostup
tréjkatny skrecony podwdjny - jest to
bryta powstata ze sklejenia Scianami
dwadch osmiosciandw foremnych, czyli
dwdch sklejonych podstawami
graniastostupow tréjkatnych
skreconych.

16-deltoscian wklesty poczwornie
powiekszony graniastostup tréjkatny
Bryte te mozna stworzyé po doklejeniu
do kazdej ze scian bocznych
graniastostupa tréjkatnego piramid
kwadratowych (facznie 3) oraz do
jednej z podstaw piramidy tréjkatne;j
(to 4 piramida).

e ——
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18-deltoscian wklesty pieciokrotnie
powiekszony graniastostup tréjkatny
Ten wielo$cian powstanie po
doklejeniu do kazdej ze scian
graniastostupa tréjkatnego piramid
tréjkatnych i kwadratowych (piramidy
tréjkatne przyklejamy do podstaw, a
kwadratowe do scian bocznych
graniastostupa).

20-deltoscian wklesty graniastostup
trojkatny skrecony potréjny —
powstanie po sklejeniu ze sobg trzech
osmioscianéw foremnych, — czyli jak
mowi sama nazwa — sklejeniu trzech
graniastostupdéw skreconych
tréjkatnych podstawami.

24-deltoscian ,,Stella octangula”, czyli
osmiokrotnie powiekszony osmio$cian
foremny — Stella octangula — (z j. gr.)
oznacza gwiazda osmioramienna.
Opisywana jako przestrzenna wersja
gwiazdy Dawida.

e ——
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24-deltoscian wklesty, szesciokrotnie
powiekszony sze$cian — jest to
szescian powiekszony szes¢ razy o
piramide.

26-deltoscian wklesty, kombinacja
szescio- i oSmiodeltoscianéw.
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ZAKONCZENIE

Podsumowujgc naszg prace, z ktorej jestesmy dumne.

Chciatybysmy by u czytelnikdw rozbudzita to samo co w nas: ciekawos¢ do tej formy
poznawania matematyki (przy uzyciu papieru i pomystu), inspiracje do tworzenia
czego$ nowego (np. w postaci nowych fantastycznych bryt) i sympatie do
delto$ciandw, ktére wedtug nas sg wspaniate. Mamy nadzieje, ze udato nam sie to
przekaza¢ w catej naszej pracy. Wiemy réwniez, ze nie wyczerpatysmy jeszcze tematu,
ale w przypadku tak skomplikowanych form, nie jest to mozliwe.

Naszym celem nie byto wykazanie wszystkich matematycznych zawitosci zwigzanych z
tymi brytami. ChciatySmy przede wszystkim przedstawi¢ je w ciekawej formie
i zacheci¢ do dalszego poznawania.

My natomiast nauczyty$smy sie wielu nowych zagadnien teoretycznych jak i rzeczy
praktycznych, miedzy innymi samodyscypliny, cierpliwosci i pokory w pokonywaniu
trudnosci. Same dopiero poznajemy pierwsze witasnosci bryt w szkole podstawowe;.
Ale poniewaz podczas pisania tej pracy natknetySmy sie na pewne trudnosci ze
znalezieniem szczegdétowych opracowan w tym zakresie, (szczegdlnie w jezyku
polskim) wiemy juz, ze program szkolny na pewno nie wyczerpie naszej dociekliwosci
w tym temacie. Dlatego tym bardziej cieszymy sie z efektéw naszej pracy.

Pomimo, ze origami to nasza pasja, nie byto tatwo z budowg tylu modeli i miatysmy z
tym sporo pracy (ztozytysmy 262 elementy, a nawet wiecej, nieco z zapasem).

Nasza wiedza rosta z kazdg nowa kartkg i nowg konstrukcjg. Rozrdzniamy bryty
platonskie i bryty Johnsona, z powodzeniem stosujemy wzor Eulera (bardzo nas
wciggnat i kazdy deltoscian zostat przez nas sprawdzony). ZgtebitySmy tajemnice 18-
deltos$cianu, ktdra wcale nie jest taka prosta do zrozumienia.

Kiedys, kiedy ktos nas zapyta o deltoSciany, z przyjemnoscig wytoczymy mu na ten
temat caty referat i pokazemy mu piekne bryty, ktére zrobitysmy.

1
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