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Wstep

Problem rozwigzywalnosci rownan kwadratowych za pomoca metod geometrycznych
wywodzi si¢ z antycznej Grecji. Pierwsze metody zostaty zaprezentowane przez Euklidesa w
jego Propozycji 11, Ksiedze 2, Elementow, i byty poprawne tylko dla dodatnich rzeczywistych
pierwiastkéw. Nastepnie, odkrycie istnienia pierwiastkdéw negatywnych, spowodowato rozwoj
i adaptacje metod bazujacych na rozumowaniu Euklidesa, ktore pozwalaly uzyskaé juz
wszystkie pierwiastki rOwnania, zarowno te rzeczywiste jak i urojone.

Pod koniec XIX wieku, miody student matematyki, potem znany pisarz i historyk, Thomas
Carlyle wymyslit metode uzyskiwania pierwiastkow rownan kwadratowych, bazujac na
geometrii planarnej. Metoda ta zostala opublikowana w dobrze znanych ,,Elementach
Geometrii” Sira Johna Leslie. Metoda Carlyle’a opiera si¢ na odnajdywaniu pierwiastkow
rownania (x? —px+q =0) poprzez identyfikacje punktdw przeciecia okregu
sprzymierzonego z roéwnaniem, zwanego okregiem Carlyle’a, z osig odcigtych. Gtownym
zastosowaniem okregoéw Carlyle’a jest graficzne odnalezienie i przedstawienie rozwigzan
réwnania kwadratowego, co okazato si¢ mie¢ duze zastosowanie w tworzeniu klasycznych
konstrukcji regularnych wielobokow.

Temat mojej pracy wybralam ze wzgledu na moja fascynacje historig matematyki i pierwotng
geometrig, poniewaz uwazam, ze ona najlepiej ilustruje prawdziwa potege 1 pigkno
matematyki. W tym eseju zarowno wilasciwosci okregow Carlyle’a jak i ich uzycie do
konstrukcji klasycznych zostang przestudiowane i udowodnione. Zostanie zbadane czy kazdy
regularny wielobok moze zosta¢ skonstruowany ta metoda i czy istnieje inna restrykcja co do
konstrukcji inna niz regularno$¢. Relacja wierzchotkdw wieloboku oraz pierwiastkow rownania

kwadratowego zostanie poddana analizie.



Definicja

W matematyce okrag Carlyle’a definiowany jest jako okreslony okrag sprzymierzony z
rownaniem kwadratowym x2 — px + q = 0, gdziep, ¢ € R, ktorego $rednica jest odcinkiem
taczacym punkty (0,1)i(p,q). Taki okrag przecina o§ odcigtych w punktach, ktére sa
pierwiastkami rownania kwadratowego. W zalezno$ci od rownania kwadratowego okrag moze
przecina¢ o$ X w jednym punkcie lub w zadnym. Jesli okrag przecina 0§ X w dwoch punktach
istniejg dwa rzeczywiste rozwigzania, ktorymi sg odcigte punktow. Jesli okrag jest styczny z
osig X, istnieje tylko jedno rozwigzanie, ktorym jest odcigta punktu stycznosci. Natomiast jesli
okrag jest roztaczny z osig X, rzeczywiste rozwigzania nie istnieja. Ponizej przedstawione sg
mozliwe potozenia okrggdw Carlyle’a wzgledem osi X zalezne od wartosci p 1 g, ilustrujac

obecnos$¢ rzeczywistych rozwigzan lub ich brak.
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Figura 1. Rozne okregi Carlyle’a sprzymierzone z rownaniem kwadratowymx? — px + q = Ow zalezno$ci od
wartoscip iq.

Dowdd na poprawnos¢ okrggow Carlyle’a zostanie przeprowadzony ponizej opierajac si¢ o

réwnanie okrggu.

Twierdzenie 1.

Cyfra E jest rzeczywistym rozwigzaniem réwnaniax? — px + q¢ = 0, wtedy I tylko wtedy,
kiedy okrag Carlyle’a sprzymierzony z tym réwnaniem przecina o$ odcigtych w punkcie(E, 0).
Dowdd 1.

Dany jest okrag Carlyle’a w uktadzie wspotrzednych, ktérego S$rednica jest odcinkiem
taczacym punkty B (0,1) to C (p, q), posiadajagcym promienr, o $rodku okregu w punkcie

A&, (Figura 2)

Figura 2. Okrag Carlyle’a
dlax* —px+q =0,
gdzieA> 0.




2 N2
Za pomoca twierdzenia Pitagorasa dostajemy promien okregu rownyr = \/ (g) + (q—l) ,

patrz Figura 2.

Podkladajac uzyskane warto$ci do réwnania okregu(x — a)? + (y — b)? = r?, gdzie punkt
(a, b) jest srodkiem okregu 7 jest promieniem,dostajemy

2% a+1\? _ (p\? | (a-1)? : e . .
(x - E) + (y — T) = (E) + (T) , co jest odpowiednim réwnaniem opisujagcym nasz

okrag Carlyle’a.

Jako, ze poszukujemy punktow lezacych zaréwno na okregu i na osi X, niech y =

0.Podktadajac dostajemy (x - E)Z + (q—ﬂ)z = (E)z + (E)z

2 2 2 2

. 2 p?® | ¢*+2q+1 _ p* | q*-2q+1
Upraszczajac Xt—xpt+ ot — =t —
24+2q+1—-qg*+2q—1

X% — xp + q q q q —0

4

4q

Z—xp+—=0
x4 —xp 2

x> —px+q=0

Osiagniete rownanie jest rownorzedne rownaniu z Twierdzenia 1. Dowiedli$my, ze odcigte
punktow przecigcia okregu z osig X, a zarazem rzeczywiste pierwiastki rOwnania mozemy
dosta¢ dzigki rownaniu x? — px + q = 0. Co za tym idzie, cyfra Ejest rzeczywistym
rozwigzaniem rdwnania kwadratowego wtedy I tylko wtedy, kiedy sprzymierzony z nim

okrag przecina 0§ X w punkcie (E, 0).Twierdzenie zostalo udowodnione.

O

Z powyzszego dowodu dowodzimy, ze dla kazdego réwnania typux? — px + g = Oistnieje
okreslony okrag Carlyle’a, ktory bedzie przecinat o§ odcigtych w punktach, ktore sa

rzeczywistymi pierwiastkami tego rOwnania, jesli owe istniej3.



Przyktady

= (3.5,5.5)
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Figura 3. Okrag Carlyle’a dla x2 — 7x + 10 = 0.

Figura 4.0krag Carlyle’adla x®? —4x +4 =10
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Figura 5. Okrag Carlyle’a dla x? — 2x + 5 = 0.

Figura 3. [Ilustruje okrag Carlyle’a dla
rownaniax? — 7x + 10 = 0.
Istnieja dwa pierwiastki rzeczywiste.

x2—=7x+10=0

A=49—-40=9

VA= 3
7+3 7-3
x1=T=5 x2=T=2

Figura 4. Ilustruje okrag Carlyle’a dla rownania
x2—4x+4=0.
Istnieje podwojny pierwiastek rzeczywisty.
x2—4x+4=0
A=16—-4-4=0 VA=0
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Figura 5.1lustruje okrag Carlyle’a dla rownania
x2—2x+5=0.
Nie istniejg pierwiastki rzeczywiste.
Istnieja dwa rozwigzania bedace liczbami
urojonymi.
x2—2x+5=0
A=4—4-5=-16 VA=v-16 = 4i

2—4i
2

244

0= =1+2i =1-2i

x2=



Relacja miedzy promieniem okregu Carlyle’a a istnieniem pierwiastkow

Wiadome jest, ze rézne warto$ci pigmaja wplyw na punkt przecigcia okregu z osig X.
Rozwazajac powyzsze ilustracje mozemy prosto zauwazy¢, ze istnienie rozwigzan zalezy od

dystansu migdzy $rodkiem okrggu , a osig X. Kiedy warto$¢ promienia r jest wigksza niz

dystans od srodka okregu do osi odcigtych, to znaczy |qzj|, okrag przetnie o§ w dwodch
+
2

punktach dajac dwa rozwigzania (figura 3). Kiedy, kiedy warto$¢ r jest rOwna |u|, okrag jest

styczny z osia x (figura 4). Natomiast kiedy warto$¢ r jest mniejsza niz wartos$¢ |qzj|, punkty

przecigcia nie istniejg (figura5). Co interesujace, taki sam warunek istnienia pierwiastkow
mozemy 0siggnac¢ za pomoca wyroznika rownaniaA. Kiedy wyrdznik jest: wiekszy niz 0 (dwa
punkty przecigcia), istnieja dwa rzeczywiste rozwigzania; jest rowny 0 (jeden punkt
stycznosci), istnieje podwojny pierwiastek; kiedy wyrdznik jest mniejszy od 0 (brak punktow
przecigcia), nie istniejg rzeczywiste pierwiastki, lecz dwa urojone. Co za tym idzie, mozemy
przypuszczaé, ze istnieje relacja migdzy wyrdznikiem rdéwnania, a stosunkiem promienia
okregu do dystansu ze $rodka okregu do osi x. Jako, ze obydwie posiadaja t¢ samg wtasno$¢ i
daja réwnowazne rezultaty, najprawdopodobniej sa sobie rownorzedne. Spréobujmy

wyprowadzi¢ dowdd.

Twierdzenie 2.

Relacjar > lqzﬁjest rownorzednaA=> 0 for x2 — px + q = 0, gdziep, q¢ € Rir € R*.

Dowd6d2.

. . . D 2 q-1 2 . )
,Z twierdzenia Pitagorasar = (E) + (T) dla kazdego okregu Carlyle’a o

+1
erq |

$rednicy(0,1)do (p, q)

2 _1\2
\/ (g) + (qz—l) > lq;rll , jako, ze obydwie strony s3 nieujemne, mozemy je spotegowac.



6+ = ()

p2 (@-1*_|g+1/)
L >
4 4 4

PP+ (@-D*z(@q+1)7°
p?+q*>—2q+1=qg*+2q+1
p?—4q =0

A= p? —4q

Zatem mozemy podsumowac, ze relacja migdzy promieniem, a dystansem ze $rodka okregu do

osl X jest rOwnorzedna z wyroznikiem rOwnania sprzymierzonego z tym okregiem Carlyle’a.
J e y przy g y eg y

Czy kazdy regularny wielokat moze zosta¢ skonstruowany metoda okregu Carlyle’a?

We wstepie wspomnieli$my, ze okregi Carlyle’a majg pokaZzne zastosowanie w
konstruowaniu regularnych wielobokow za pomocg i wytacznie cyrkla i liniatu. Takie
konstrukcje nazywane sg klasycznymi, a wielokaty skonstruowane tag metodg okreslane jako
konstruowalne. Pierwsze zagadnienia odno$nie geometrycznych konstrukcji datowane sa na
okres antycznej Grecji. Grecy wiedzieli jak skonstruowaé regularny trojkat, kwadrat i
pigciokat. Znali tez metody na podwojenie bokow wielokatow, jak i taczenie ich co pozwalalo
im na konstrukcje kazdego wielokata o formie: N = 2™3"5/, gdziem € Z*in ijsa 0 lub 1.
Opierajac si¢ na tej definicji jedynymi konstruowalnymi wielokatami byty: 3,4, 5, 6, 8, 10,
12, 15, 16, 20, .... Wérdd nich jedynie 3 o nieparzystej liczbie wierzchotkow 3, 5, 15.

Niektore z tych konstrukcji mozemy znalezé w ksigdze IV “Elementéw” Euklidesa.'

Do konca XVIII w. wielokaty o formie prezentowanej w “Elementach” byly uwazane za
jedyne konstruowalne, regularne wielokaty. Problem konstruowalnosci wielokatow byt

inspirujacy 1 imponujacy dla wielu matematykow, migdzy innymi dla Carla Friedricha Gaussa.

! Construction of regular polygons, http://dynamicsofpolygons.org/PDFs/Constructions.pdf.




Ten niemiecki matematyk w roku 1796 majac zaledwie 19 lat wykazal, ze metoda klasyczng
mozna skonstruowac regularny 17-kat. 5 lat pdzniej opublikowat Disquisitiones Arithmeticae,
w ktorych rozprawia o problemie konstruowalnosci wielokatow 1 podaje warunek

umozliwiajacy skonstruowanie kazdego regularnego n-kata. Gauss pisze:

“Aby moc podzieli¢ okrag geometrycznie na N czesci, N musi by¢: liczba 2 lub wyzsza potega
liczby 2, lub liczba pierwsza o formie 2™ + 1, gdzie m € N, lub iloczynem kilku liczb
pierwszych o takiej formie, lub iloczynem jednej lub kilku takich liczb pierwszych do 2 lub

wyzszej potegi 2.7

Metoda Gaussa bazuje na wlasnosci, iz rozwigzanie roéwnania xP =1 moze zostaé
zredukowane do ciggu of réwnan kwadratowych. Takie roéwnanie nazywane jest
cyklotomicznym, a jego rozwiazaniami sa pierwiastki z jedynki.’ Liczby pierwsze spetniajace
powyzszy warunek Gaussa naleza do liczb Fermata, czyli liczb o formie F, = 22" 41, gdzie
n € N, nazywanych liczbami pierwszymi Fermata.* Do teraz znaleziono jedynie pieé¢ takich
liczb pierwszych, co implikuje, iz dopdki nowe liczby pierwsze Fermata nie zostang odkryte,
dopdty istnieje jedynie pie¢ konstruowalnych wielokatow o liczbie wierzchotkow bedacych

liczbami pierwszymi.’

Konstrukcje

Jak juz zostato pokazane i udowodnione w poprzednich sekcjach, konstrukcje za pomoca
okregdéw Carlyle'a sa prosta metodg na znalezienie pierwiastkow tréjmianu kwadratowego.

Jednakze myslac o konstrukcjach wielokatow foremnych uzycie okregdéw Carlyle'a moze

? Duane W. De Temple, Carlyle Circles and the Lemoine Simplicity of Polygon Constructions, The American Mathematical
Monthly, Volume 98, Issue 2 (Feb., 1991), 97.

*Weisstein, Eric W. "Cyclotomic Equation." From MathWorld--A Wolfram Web

Resource. http://mathworld.wolfram.com/CyclotomicEquation.html.

*Weisstein, Eric W. "Fermat Number." From MathWorld--A Wolfram Web

Resource. http://mathworld.wolfram.com/FermatNumber.html

* Duane W. De Temple, Carlyle Circles and the Lemoine Simplicity of Polygon Constructions, The American Mathematical
Monthly, Volume 98, Issue 2 (Feb., 1991), 97.

10



wydawac si¢ dos¢ absurdalne. Aby moc poprawnie zrozumie¢ konstrukcje, potrzebna bedzie
podstawowa wiedza odno$nie liczb zespolonych i1 ich geometrycznych reprezentacji na
ptaszczyznie. Po pierwsze liczby zespolone moga by¢ prezentowane na plaszczyznie przy
uzyciu diagramu Arganda, gdzie 0§ OX bedzie reprezentowac czg$¢ rzeczywista, a 0§ OY cze$¢
urojong danej liczby. Po drugie pierwiastki n-stopnia z 1 odnalezione na plaszczyznie beda
zawsze reprezentowac wierzchotki wielokata foremnego. Dowdd na poprawnos¢ powyzszego
stwierdzenia mozemy odnalez¢ dzigki twierdzeniu De Moivre'a, ktore pozwala nam na

odnalezienie pierwiastkow n-stopnia z kazdej liczby zespolone;.

. . . 6
Twierdzenie De Moivre’a

r(cos@ + i sinf)]™ = r"(cos(nf) + i sin(nh)), gdzier e R*, 6 ER, n € Z,
g

0+2km

co implikuje: z" = rcis = z = r{/?cis( ) k€T

i 0+2km
W formie Eulera: z" = rel? = z = ’We( ) kEZ

Bazujac na twierdzeniu mozemy odnalez¢ wierzchotki kazdego wielokata foremnego bazujac
na okregu jednostkowym, liczac z™ = 1, gdzie n jest liczba wierzchotkow wielokata np.
z” = 1 dostaniemy wierzchotki siedmiokata. Jako ze w tym eseju skupiamy si¢ na problemie
konstrukceji klasycznych, naszym zadaniem jest nie tylko obliczenie pierwiastkoéw, ale takze
odnalezienie ich na plaszczyznie uzywajac jedynie cyrkla i linialu. Zatem mozemy stwierdzic,
ze musi istnie¢ relacja migedzy roéwnaniem cyklotomicznym i roéwnaniem kwadratowym
pozwalajaca na uzycie twierdzenia De Moivre'a wraz z metoda okregdéw Carlyle'a umozliwiajac
konstrukcje wielokatow foremnych.

Ta relacja zostata odkryta w 1801 roku, gdy Carl Friedrich Gaus stwierdzit, iz kazde réwnanie
cyklotomiczne xP =1, gdzie p = 2k + 1, moze zosta¢ zmienione w cigg roéwnan

kwadratowych. Dzigki temu metoda okregdéw Carlyle'a moze zosta¢ uzyta w celu znalezienia

6Martin, David., De Moivre Theorem, Complex Number, Mathematics HL (Core), 3rd ed., Haese Mathematics, p.497.

11



pierwiastkow rownania kwadratowego, totez pierwiastkow roéwnania cyklotomicznego, ktore
sa takze wierzchotkami wielokata n-foremnego. Bazujac na tej metodzie, wykorzystamy
pigciokat foremny jako przykiad wielokata konstruowalnego oraz przedstawimy odpowiednie
rozumowanie algebraiczne. Dodatkowo przeanalizujemy podobna probe konstrukcji

siedmiokata foremnego jako przykltadu wielokata niespetniajacego warunku Gaussa.

Konstrukcja pieciokata foremnego

Ponizsza konstrukcja pigciokata bedzie opierala sic na rozwigzaniach réwnania z° = 1,
wskazujacych wierzchotki pigciokata foremnego na ptaszczyznie.

Niech z = a + bi gdzie a,b € R oraz z" = ¢, gdzie n € Z. Wtedy rozwigzaniami réwnania

0+2km

sq z;, = /|€l (cos( ) + i sin (tﬂ)) dla wszystkich k = 0,1,2, ...,n — 1, gdzie 0 jest

argumentem liczby urojonej € .

Dla € = 1, jak w naszym przypadku, z; = cis (Zan)

poniewaz 1 = cos(0) +isin(0) =14+0-i = 1.

Obliczajac pierwiastki dla z° = 1

k=0,z,=cis(0)=1, k=1, z; =cis (2?”), k=2, z,= cis (4—n),
k=3, z3 =cis (6?”), k=4, z, =cis (8?”)

Celem naszej konstrukcji jest lokalizacja pierwiastkow rdwnania na ptaszczyznie przy pomocy
okregow Carlyle’a. Aby moc uzy¢ metody okregdw, musimy stworzy¢ rownanie kwadratowe,
ktére pozwoli nam na wyznaczenie dwoch pierwiastkow, bedacych wierzchotkami figury.
Jako, ze z, = 1, mozemy podzieli¢ z> = 1 przez (z — 1), skad dostaniemy
zt+z23+2z2+2z+1=0.

Patrzac na wartos$ci z; 1 z,, oraz z, 1 Z3, mozemy zauwazy¢, ze posiadajg one takg sama warto$¢
odcietej i przeciwng rzedng. Dzigki temu, dodajac te pary liczb zespolonych dostaniemy wyniki

12



bedace rzeczywiste (cze¢$¢ urojona liczb si¢ zniesie).

4
& = 2, + 73 = 2Re(z,) = 2cos —

& =2, +2z, = 2Re(z;) = 2cos z

s
5’
Od teraz, &, €, bedziemy uznawac za dwa pierwiastki rownania kwadratowego, uzyjemy wiec

wzoréw Viete'a o sumie i iloczynie pierwiastkéw, aby znalez¢ ich pierwotne réwnanie w

postaci prostszej niz (x — 2cis 2?”) (x — 2cis 4?”) = 0.

Ze wzordw Viete'a o sumie i iloczynie pierwiastkow wielomianu’ :

Dla réwnania wielomianowego w postaci

ApXx™ + Ay X"+ o+ ayx? +ayx + ay =0, a, # 0,
. . , . —Aan-1 - . . , . (—1)na0
suma pierwiastkow to: , lloczyn pierwiastkow to: —
n n
Zatem (bazujacna z> — 1 =0) & + &, = —1 oraz
8182 == (Zl + Z4)(Zz + Z3) == Z1Z2 + 21Z3 + Z4Zz + Z4Z3 = Z3 + Z4_ + Z1 + Z2 == _1

(mnozac z,Z3, Z4Z,, ..., ktore leza na tym samym okregu, iloczynem jest inny z pierwiastkow).
Jako, ze suma i iloczyn sg rowne -1, dla pierwiastkéw &;, &5, odpowiadajacy im trdjmian to
x%+ x — 1 = 0. Dzieki takiemu uproszczeniu rownania kwadratowego, mozemy stworzy¢
okrag Carlyle’a, o $rednicy w punktach E(—1, —1) 1 B(0,1), oraz $Srodku w punkcie F (— % ,0).

Taki okrag bedzie przecinal 0§ OX w dwodch punktach Py, P,, jako, ze wyrdznik jest wiekszy
od zera, odcicte tych punktow beda réwne wartosciom &; i &,. Obydwie wartosci byty
podwojone, musimy wigc przeprowadzi¢ symetralng odcinka, miedzy P; i poczatkiem uktadu
wspotrzednych, oraz P,i poczatkiem uktadu wspotrzednych, dzielac odcinki na pét. Symetralne
te przetnie okrag Carlyle’a w czterech punktach, ktérymi beda z,,z,, z3, z,. Zaznaczajac

poprzednio otrzymany pierwiastek zy, i laczac go z pozostatymi, otrzymujemy pigciokat

7 Martin, David., Sum and product of roots theorem, Complex Number and Polynomial, Mathematics HL (Core), 3rd ed.,
Haese Mathematics, p.199.

13



foremny.
Bazujac na powyzszym algebraicznym rozumowaniu, konstrukcja zostanie przeprowadzona za
pomocg otéwka i linialu (Appendix Figura 6.2.)., jak 1 zar6wno za pomocg technologii (Figura

6.1) Instrukcja konstrukeji dla obydwu metod przedstawiona jest ponize;.

Instrukcja:

1.Narysuj okrag jednostkowy, o promieniu r = 1. Oznacz kazdy punkt przecigcia okrggu
z osiag OX 1 osia OY oraz poczatkiem ukladu  wspdirzgdnych
0(0,0),A(1,0),B(0,1),€(—1,0),D(0,-1).

2.Wyznacz punkt E(—1,—1), tworzac dwusieczng kata <COD oraz kre¢$lac okrag o
promieniu r = 1 i §rodku w punkcie D. Okrag i dwusieczna przetng si¢ w punkcie E.

3.Potacz punkt E z punktem B odcinkiem, ktory bedzie §rednica naszego okregu Carlyle’a.
Punkt przecigcia Srednicy z osia OX oznacz jako punkt F, begdzie to $rodek naszego
okregu Carlyle’a.

4.Narysuj okrag Carlyle’a o srodku w punkcie F i 0 wezesniej wyznaczonej $rednicy. Punty
przeciecia tego okrggu z osig OX oznacz jako P;, P,, sa to punkty o odcigtych rownych
odpowiednio &; i &,.

5.Narysuj symetralng odcinka OP;, oraz O P,. Punkty, w ktorych symetralna przetnie o§ 0X
oznacz Ps, P,, a punkty, w ktorych symetralnej przetnie okrag jednostkowy, oznacz
kolejno V;,V,,Vs,V, (odwrotnie do kierunku obrotu wskazowek zegara). Jako, ze
punkty &, &, posiadajg podwojong warto$¢ wzgledem pierwiastkdw rownania z° = 1,
symetralna dzieli je doktadnie na pot. Zauwazmy, ze punkty Ps;, P,posiadaja odcieta
réwng warto$ci pierwiastkoéw réwnania z° = 1, to jest z,z,0raz z,,z3, bez czesci
urojonej. Zatem, poruszajac si¢ po symetralnej, punkty jej przeciecia z okregiem
jednostkowym dostarczaja nam brakujaca cze$¢ urojong i wskazuja cztery wierzchotki

pigciokata, ktore w potaczeniu z wezesniej uzyskanym V;, tworza pigciokat foremny.
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Point

® B=(0,1)

® C=(-1,0)

® D=(0,-1)

® E=(-1,-1)

® F=(-0.5,0)

® 0=(0,0)

e P, = (0.62,0)

e P,=(-1.62,0)

e V,=(1,0)

e V, = (0.31,0.95)

e V, = (-0.81,0.59)
1.8 1.2 e V; =(-0.81, -0.59)

e V,=(0.31,-0.95)

Conic

® cc:(x + 0.5)% + y? = 1.25
o ucxl+y’=1

Line

® g:x=-0.81
® h:x=0.31
Pentagon

® pentagon = 2.38

Figura 6.1 Konstrukcja pigciokata za pomoca metody okregow Carlyle’a.

Konstrukcja siedmiokata foremnego

Do dzisiaj nie istnieje metoda pozwalajaca na stworzenie konstrukceji klasycznej siedmiokata.
Liczba 7 nie nalezy do dziedziny liczb okreslonej przez Euklidesa jako N = 2™3"5/,
gdzie m € Z* orazn i j sa rowne 0 lub 1, nie spetnia ona tez warunku Gaussa p = 2¥ + 1, stad
stwierdzenie, ze nie mozemy skonstruowa¢ siedmiokata foremnego przy pomocy metody
okregdéw Carlyle’a. Jednakze, sprébujmy przeprowadzi¢ rozumowanie algebraiczne takiej
konstrukcji i odnalez¢ moment, w ktérym metoda jest niesprawna lub pojawia si¢ problem.

Rozwigzania rownania z’ = 1 wskazujg wierzcholki siedmiokata foremnego na ptaszczyznie.

Obliczajgc pierwiastkidlaz” = 1 = z;, = ci52k7n

k=0,zy =cis(0) =1 k=1,21=ci527” k=2 2z,= cis%n
k=3, Z3=ci567” k =4, Z4=ci587” k =5, z4=ci5107n
12n

k=62, =cis—
zy = cis—

Jak poprzednio z pigciokatem, musimy wyznaczy¢ pierwiastki na plaszczyznie za pomoca
okregdéw Carlyle’a, a wigc musimy stworzy¢ trojmian kwadratowy. Jednak, w tym przypadku
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posiadamy jeden pierwiastek z, = 1, ktéry mozna tatwo odnalez¢ oraz pozostate pierwiastki
zespolone 2y, Z,, Z3, Zy, Zs, Z. Jako, ze zy = 1, z” = 1dzielimy przez (z — 1), dostajac z° +
z°+z* + z3 + z2 + z+ 1 = 0. Grupujac pierwiastki w pary tak, aby wyeliminowa¢ ich czgsci
zespolone, otrzymujemy:

& =2y +2g = 2Re(zy) = 200527” &, = Zy + z5 = 2Re(z;) = 260547”

61
&3 =23+ 2z, = 2Re(z3) = 2cos7

Od teraz &4, €,, €3 beda uznawane za trzy pierwiastki pewnego roéwnania. Jako, ze posiadamy
trzy pierwiastki, sugeruje to stworzenie rownania szesciennego, jednakze, aby moéc uzyé
metody Carlyle’a potrzebujemy rownania kwadratowego. Musimy wigc stworzy¢ dwa okregi
Carlyle, zeby wykorzysta¢ wszystkie trzy pierwiastki. Nast¢pnie uzyjemy wzorow Viete'a.

Zatem (bazujgc na rownaniu z’ — 1 = 0)

s
£1+82=—1—€3=—1—2COS7

4
g t+te&=-1—¢& =—1—2cos7
€18 =21+ 25)(2, + 25) = 212y + 2125 + 262y + 225 = 23+ 25 + 21 + 2,
21 6m

= 2c0s— + 2 cOS—
COS7 COS7

81 83 == (Zl + Z6 )(23 + 24) == Z1Z3 + 21Z4 + Z623 + Z6Z4_ == Z4_ + Z5 + Z2 + Z3
5 4m +2 61
= 2cos— COS—
7 7
Dla pierwiastkow &;,€,, suma jest rdwna (—1 — 2cos 67n), oraz iloczyn jest rowny
21 61T , .
(2 cos— + 2cos 7). Otrzymane réwnanie kwadratowe to:
2 61 21 61
x°+ (1 + 20057)x + (2cos7 + 2cos 7) = 0.
Mozemy stworzy¢ okrag Carlyle’a o $srednicy w punktach

E; ((—1 — 2cos 67”) , (ZCOSZTR + 2cos 6771)) iB(0,1).

. . , . , 41T . . . ,
Dla pierwiastkOw &, €3, suma jest roéwna (—1 — 2cos 7), natomiast iloczyn jest réwny
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(2005 4711 + 2cos 67n) Odpowiedni trojmian to:
x? + (1 + 2cos 4'—”)x + (2cos4—” + 2cos 6—”) =0.
7 7 7
Mozemy stworzy¢ okrag Carlyle’a o $srednicy w punktach

E, ((—1 — 2cos 4771) , (2cos47” + 2cos 67”)) oraz B(0,1).

Jak, mozemy zaobserwowac, metoda sama w sobie jest poprawna, dostajemy dwa rownania,
na podstawie ktorych mozemy skonstruowac okregi Carlyle’a. Jednak, problemem staje si¢
fakt, ze musimy skonstruowaé okrag o $rodku w punkcie, ktorego nie jesteSmy w stanie
wyznaczy¢ jedynie przy uzyciu cyrkla i liniatu. Zatem, mozemy podsumowac, ze niemozliwe
jest stworzenie konstrukcji klasycznej dla siedmiokata, przy pomocy metody okregoéw
Carlyle’a. Jednak, dodajac uzycie linijki ze skalg oraz technologii, w celu przyblizenia warto$ci

punktéw, siedmiokat moze zosta¢ skonstruowany. Sprobujmy.

Za pomoca kalkulatora przyblizamy warto$ci:

Dla pierwiastkow &4, €5, suma jest rowna (—1 — 2cos GTH) ~ 0.802, oraz iloczyn jest réwny
(ZCOSZTR + 200567”) ~ —0.555.
Dla pierwiastkéw &4, €5, suma jest rOwna (—1 — 2cos 4711) ~ —0.555 oraz iloczyn jest rowny

(20054—n + 20056—”) ~ —2.247.
7 7

Srednice okregdw Carlyle’a wyznaczone sg przez punkty E; ((0.802), (—0.555)) i B(0,1) oraz

punkty E,((—0.555), (—2.247)) do B(0,1).

Konstrukcja siedmiokata foremnego wykonana jest w ten sam sposob jak ta dla pigciokata, za
pomocg technologii (Figura 7.1) oraz za pomoca metody klasycznej, z uzyciem linijki ze skala

(Appendix Figura 7.2).
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Figura 7.1 Konstrukcja siedmiokata metoda okregdw Carlyle’a, nie spelniajaca

wymagan konstrukcji klasyczne;j.

Polygon
® septagon = 2.74

Point

® B=(0,1)
C=(-1,0)

e C =1(0.4,0.22)

e C, =(-0.28,-0.62)

e C; =(0.8,-0.55)

® D=(0,-1)

® E = (-0.55, -2.25)

® 0=(0,0)

e P, =(-0.45,0)

e P, =(1.25,0)

® P, =(-1.8,0)

e V,=(1,0)

e V, =(0.62,0.78)

e V,=(-0.22,0.97)

e V,=(-0.9,0.43)

e V,=(-0.9, -0.45)

e V; =(-0.22,-0.97)

® V,=(0.62,-0.78)

Conic

® cc;i(x- 0.4)% + (y - 0.22)? = 0.77
® cc(x+ 0.28)% + (y + 0.62)* = 2.71
o ucx*+y*=1

Line

® g:-0.8x + 1.55y = 0.02
® h:x=-0.22

® iix=0.62

® k:0.55x + 3.25y = -2.18
® Ix=-09

Zatem, mozemy podsumowaé, ze tak naprawde kazdy wielokat foremny, moglby zostac

skonstruowany przy uzyciu metody okregéow Carlyle’a, o ile istnialyby konstrukcje liczby

Cos%r dla dowolnego n naturalnego. Jednakze, mozliwe, ze wtedy trzeba by bylo uzy¢ nie

jeden, lecz wiele okregdw, w zalezno$ci od liczby katow wielokata.
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Refleksja i konkluzja

Okregi Carlyle’a sg inspirujaca metoda wyznaczania pierwiastkdw rownania kwadratowego.
Pomimo, iz proste w swojej formie, posiadaja szerokie spectrum wiasnosci i wielki potencjat
w tworzeniu konstrukcji klasycznych regularnych wielokatow. Fakt, iz kazde rownanie typu
x? —px + q = 0 posiada graficzng reprezentacje w formie prostego okregu o $rednicy w
punktach (0,1) do(p, q), przecinajacego o§ OX w punktach, ktore sa pierwiastkami tego
réwnania, wzbudzito moje zainteresowanie. Podczas mojej pracy badawczej odkrytam bardzo
ciekawg wlasno$¢, ze tak naprawdg relacja migdzy promieniem okregu Carlyle i odlegloscia
mi¢dzy $rodkiem a osig OX, jest rownowazna z wyrdznikiem réwnania kwadratowego
zwigzanego z danym okregiem. Ponadto, metoda okrggdéw Carlyle’a umozliwia nam tworzenie
konstrukcji p-kata foremnego, gdzie p =2%+ 1 oraz k €Z™, co zostalo zaprezentowane na
przyktadzie pigciokata. Co ciekawe, pozwala ona tez stworzy¢ nam metoda klasyczng kazdy
n-kat foremny, gdzie n jest liczba pierwsza Fermata, a wigc 3, 5, 17, 257 oraz 65537, co ukazuje
prawdziwe pigkno i moc matematyki, jednak wymaga skomplikowanej wiedzy matematyczne;.
Co wigcej, okazuje si¢ tez, ze za pomocg okregéow Carlyle’a mozemy wykona¢ przyblizong
konstrukcje dowolnego wielokata foremnego. Taka konstrukcja zostata wyprowadzona dla
siedmiokata. Jednak, rozwazajac uzycie tej metody dla n-kata foremnego, gdzie n =2k, i k €
Z,k = 2, metoda okregow Carlyle'a bytaby zupelie nieefektywna, jako, ze wymagata by
stworzenia kilku okregow Carlyle’a, kiedy prosciej taki wielokat mozemy uzyskad
wielokrotnie dzielac okrag jednostkowy na potowy. Podsumowujac, metoda okrggow Carlyle
jest fascynujaca teoria, dzigki, ktérej mogltam poszerzy¢ swoja wiedze z zakresu matematyki,

powigkszy¢ moj szacunek do tej dziedziny wiedzy oraz przestudiowac jej pigkno.
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Figura 6.2

Appendix

a4

Figura 7.2

e
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