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Czym wlasciwie sa elipsy? Krzywymi stozkowymi, obrazami okregbéw w rzu-
cie réwnoleglym, najprostrzymi figurami Lisajoussa, a w jezykoznawstwie figu-
rami retorycznymi. W tym artykule przyjrzymy sie im jednak z geometrycznego
punktu widzenia.

Definicja 1

Zgodnie z najprostsza definicja elipsa o ogniskach w punktach F'; G i o stalej
2a to zbior takich punktow P plaszczyzny, ze PF + FG = 2a. Suma odleglo-
Sci dowolnego punktu P nalezacego do elipsy od ognisk elipsy jest réwna stalej
elipsy 2a. Aby dobrze zrozumieé opisywane ponizej zagadnienia przypomnijmy
sobie pojecie izogonalnego sprzezenia. Jezeli w kacie wypuklym BAC leza dwie
takie péiproste AP i AK, 7ze BAP = CAK to méwimy, ze p6lproste AP i AK
sa izogonalnie sprzezone w kacie BAC.

Przechodzac juz do wlasciwego tematu przyjrzyjmy sie kilku podstawowym wta-
snosciom elips.

Wtlasnosé 1

Najbardziej podstawowa z nich jest ta, ze jezeli prosta k jest dwusieczna kata
zewnetrznego tréjkata F PG (przy wierzcholtku P), a F i G sa ogniskami elipsy
o stalej 2a oraz punkt P nalezy do elipsy, to obraz G’ punktu G' w symetrii
wzgledem prostej k jest wspolliniowy z F' i P oraz |FG'| = 2a.

Dowédd

Aby udowodnié te wlasnosé nalezy wybra¢ punkt @) na prostej FP taki, ze
| PQ |=| PG |. Wtedy APQG jest réwnoramienny i prosta k jest dwusieczna
G P(Q miedzy ramionami, zatem prosta k L GQ. Punkt @ jest obrazem punktu
G w symetrii wzgledem prostej k < Q = G’. Skoro Q = G’ to

| PG' |=| PG |i| FG' |=| FQ|=| FP |+ | PG |=| FP |+ | PG |= 2a.



Wtlasnosé 2

Kolejna interesujaca wlasnoscia jest to, ze jesli z punktu 7' spoza elipsy popro-
wadzimy styczne k i [ do elipsy odpowiednio w punktach K i L, to FT K bedzie
rowna GTL i TFK bedzie réwna TFL.

Dowdd

Przeprowadzmy dowdd tej wlasnoéci, Niech punkt F”’ bedzie obrazem punkty F'
w symetrii wzgledem prostej k i punkt G’ bedzie obrazem punktu G w symetrii
prostej . 7 wlasnoéci pierwszej wiemy, ze punkt F’ nalezy do prostej KG, a
punkt G’ nalezy do prostej FL. Zatem | FT |=| F'T |, bo prosta k jest syme-
tralng odcinka F'F’ oraz | GT |=| G'T |, bo prosta [ jest symetralna GG’. |,
| F'G | =2ai| FG |=2a. Zauwazmy, ze AF'GT = AFG'T z cechy bok bok
bok. F'TG = FTG' zatem FTK = GTL. Ponownie korzystajac z przystawa-
nia AF'TG i AFTG' widzimy, ze TF'K = TFL. Réwniez AF'KT = ANTKF,
czyli TF'K = TFK zatem TFK = TFL, co koniczy dowdd.

Wilasnosé 3

7 dwoéch poprzednich wlasnosci wynika trzecia. Dla dowolnych punktéw F i G
izogonalnie sprzezonych wzgledem prostych k i [ istnieje elipsa o ogniskach w
punktach F'i G istalej 2a =| F'G | (gdzie F’ jest obrazem punktu F' w symetrii
wzgledem prostej k) styczna do tych prostych.



Wtlasnosé 4
Nastepna wlasnoscig jest to, ze zbiér obrazéw G’ ogniska G w symetriach wzgle-
dem stycznych do elipsy, to okrag o érodku w punkcie F' i promieniu 2a.

Dowédd

PrzejdZzmy do dowodu. Z wlasnosci pierwszej wiadomo, ze Vo | FG' |= 2a,
czyli wszystkie obrazy punktu G naleza do okregu o promieniu 2a i $rodku w
punkcie F'. Niech punkt P nalezy do okregu o promieniu 2a i sSrodku w punkcie
S. Wowczas prosta F'P przecina elipse w pewnym punkcie @. Styczna do elipsy
w punkcie @ jest dwusieczng PQG, poniewaz | FP |= 2a =| FQ | + | QP |.
Wiemy tez, ze z wlasnosci elipsy | FQ | + | QG |= 2a zatem | QP |=| QG |,
czyli punkt P jest obrazem punktu G w symetrii wzgledem prostej k. Zatem
zbiorem obrazéw G’ jest caly okrag o érodku w punkcie F' i promieniu 2a.

<A

Wtlasnosé 5
Teraz ostatnia wlasnoéc¢, ktora sie zajmiemy. Zbiér rzutéw prostokatnych ogni-
ska GG na proste styczne do tej elipsy to okrag opisany na elipsie.

Dowédd

Aby ja udowodnié¢ skorzystamy z poprzedniej wtasnosci. Wiemy, ze jesli punkt
G’ bedacy obrazem punktu G w symetrii wzgledem prostej k nalezy do okregu
o $rodku w punkcie F' i promieniu 2a, to punkt G” w jednokladnoéci o $rodku
w punkcie G i skali k = 1/2 punktu G’ nalezy do prostej k. Zatem punkt G”
jest rzutem prostokatnym punktu G na styczna k.

Zbiér punktéw G” to w jednokladnosci o skali & = 1/2 i §rodku w punkcie G,
okregu o $rodku w punkcie F' i promieniu 2a to okrag o srodku w punkcie S,
gdzie S jest $rodkiem odcinka | F'G | i promieniu a (jest to okrag styczny do
elipsy).



Przejdzmy teraz do wykorzystania powyzszych wlasnosci w rozwiazywaniu pro-
bleméw.

Problem 1.

Rozwazmy punkty P i @ izogonalnie sprzezone wzgledem kazdej z dwéch par
prostych zawierajacych boki tréjkata, chcemy pokazaé, ze sa sprzezone rowniez
wzgledem trzeciej pary.

Rozwiazanie

Skorzystamy z wlasnosci trzeciej, o ktérej mowa byta powyzej. W ACB i CAB
mozna wpisaé elipse o ogniskach w punktach P i Q i stalej 2a =| P'Q |. Jest
ona styczna do par bokéow AC' i BC oraz do AC i AB, czyli elipsa jest styczna
do wszystkich bokéw AABC'. Z wlasnosci czwartej wiemy, ze ABQ = QBC.

Problem 2.
Zastanéwmy sie czy w dowolny tréjkat ostrokatny mozna wpisaé elipse o ogni-
skach O, H, gdzie O jest $rodkiem okregu opisanego, a H ortocentrum tréjkata.

Rozwiazanie

Wystarczy pokazaé, ze ACM = OCK, czyli ze punkty O i H sa izogonalnie
sprzezone w dowolnym kacie AABC. Zauwazmy, ze ACLH ~ ANCAM z cechy
kat kat kat. COB = 2CAM, poniewaz sa to katy srodkowy i wpisany oparte
na tym samym luku. Zatem COK = CAM, bo prosta OK jest dwusieczna
COB. Widzimy, ze ACOK ~ ANCAM, czyli ACM = OCK, a co za tym idzie,
w dowolny tréojkat ostrokatny mozna wpisaé elipse.



Problem 3.

Punkty F' i G leza wewnatrz trojkata ostrokatnego ABC, przy czym ACF =
BCG i CAF = BAG. Punkty K, L, M sa rzutami prostokatnymi punktu F
odpowiednio na boki BC, CA, AB. Sprobujmy udowodnié, ze kat K LM jest
prosty wtedy i tylko wtedy, gdy punkt G jest punktem przeciecia wysokosci
trojkata BK M.

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze punkty F' i G sa izogonalnie sprzezone w AABC, czyli sa ogni-
skami elipsy o stalej 2a wpisanej w ten trojkat. Z wlasnosci széstej wiemy, ze
rzuty punktu F' na styczne (boki trojkata) leza na okregu o $rodku w punk-
cie S ($rodku odcinka F'G) i promieniu a. KLM = 90° wtedy i tylko wtedy,
gdy MK jest $rednica okregu o srodku w punkcie S i promieniu a. Zatem
punkt S musi by¢ srodkiem boku MK, a czworokat FMGK réwnoleglobo-
kiem. KG L AB | FM A MG 1 BC || KF, czyli G jest punktem przeciecia
wysoko$ci ABK M.




Definicja 2

Istotnym zagadnieniem zwiazanym z elipsami sa réwniez sfery Dandelina. Sg
to sfery o srodkach lezacych na osi obrotu obrotowej powierzchni stozkowej i
styczne zaréwno do tej powierzchni, jak i do pewnej plaszczyzny nie przecho-
dzacej przez wierzcholek tej powierzchni. Plaszczyzna ta, gdy kat, jaki tworzy
z kierunkiem osi obrotu powierzchni stozkowej jest wiekszy od, kata miedzy
osig a tworzaca powierzchni stozkowej, przecina te powierzchnie wzdluz elipsy.
Istnieja po dwie takie sfery, ich punkty stycznosci z ptaszczyzna tnaca sa ogni-
skami elipsy.

Problem 4

Sfera wpisana w czworoécian ABCD jest styczna do Sciany ABC' w punkcie H,
a sfera dopisana do tego czworoscianu jest styczna do Sciany ABC w punkcie O.
Wiemy, ze punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, zatem
czy punkt H jest punktem przeciecia wysokosci tego tréjkata?

Rozwiazanie

Rozpatrywane sfery oznaczmy S1 i S2, a S stozek o wierzchotku D, w ktory
wpisane sa sfery S1 i .52 (kazda tworzaca stozka S jest wspolna styczna sfer S1 i
S52). Postugujac sie sferami Dandelina, wnioskujemy, ze cze$é wspdlna plaszezy-
zny ABC i stozka S jest elipsa wpisang w tréjkat ABC, a punkty O i H sa jej
ogniskami. Widzimy zatem, ze ABH = CBO oraz BCH = ACO. Wiemy, ze
jesli punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, a H punktem
przeciecia jego wysokosci, to powyzsze réwnosci sg spelnione. Z drugiej strony
dla danego punktu O punkt H jest jednoznacznie wyznaczony przez powyzsze
zaleznoéci. Zatem skoro O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC,
to H musi by¢ punktem przeciecia wysokosci tego trojkata.



Problem 5
Dany jest ostrostup czworokatny ABC DS o podstawie czworokata wypuktego

ABCD. Sfera wpisana w ten ostrostup jest styczna do $ciany ABC' D w punkcie
P. Czy APB + CPD = 180°7

Rozwiazanie

Niech s bedzie stozkiem o wierzchotku S, w ktéry wpisana jest sfera wpisana
w ostrostup ABCDS. Czeé¢ wspdlna tego stozka z plaszczyzna podstawy jest
elipsg wpisana w czworokat ABCD, a punkt P jest jej ogniskiem. Z wia-
snoéci trzeciej wynika, ze APK = APN, BPK = BPL, CPL = CPM i
DPM = DPN. Wiemy, ze suma miar tych katéw jest réwna 360°, zatem
APK + BPK +CPM + DPM = 180°. Wiec APB + CPD = 180°.




