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1 WSTEP

W naukach statystycznych na podstawie pomiaréw otrzymujemy pary liczb, ktére jak
przypuszczamy, sg ze sobg powigzane jakas zaleznoscig funkcyjng y = f(x) lub korelacjg, np.
Srednia ocen w klasie w zaleznosci od dtugosci nauczania, wielkosci produkcji w zaleznosci od
miesiecy itp. Sensownym posunieciem jest znalezienie takiej krzywej, ktéra w mozliwie najlepszy
sposob przybliza punktu uzyskane w wyniku pomiaréw. Znajdowanie takich krzywych jest celem
teorii aproksymacji. Bazujgc na wyznaczonej krzywej, ktéra okresla trend rozwojowy danego zjawiska
mozemy prognozowac przyszte wartosci (np. wielkosé produkcji czy srednig ocen w klasie).

Podobne problemy spotykamy w wielu innych dziedzinach nauki. Ekonometria, ktéra zajmuje sie
mierzeniem i przewidywaniem zjawisk zachodzacych w gospodarce, w duzej mierze korzysta z teorii
aproksymacji. W politologii wyznaczenie trendéw poparcia dla poszczegdlnych partii politycznych ma
kluczowe znaczenie przy ustalaniu strategii wyborczych. Takze w naukach przyrodniczych
wykonujemy czesto eksperymenty polegajgce na pomiarach par wielkosci, ktére, jak przypuszczamy,
sg ze sobg powigzane jaka$ zaleznoscig funkcyjng , np. wydtuzenie sprezyny w zaleznosci od
wiszgcego na niej ciezaru. Metody aproksymacyjne sprawdzajg sie takze w analizowaniu proceséw
demograficznych, w ktérych prognozujemy ilos¢ mieszkancéw w danych krajach.

Przedmiotem biezgcego opracowania bedzie metoda najmniejszych kwadratow, ktéra stanowi
szczegllny przypadek teorii aproksymacji. Wyniki uzyskane z danych statystycznych bedziemy
aproksymowac linig prostg. Jest to najprostsza metoda, ktéra dobrze sie sprawdza kiedy na podstawie
danych mozna wyznaczy¢ linie trendu. W przypadku kiedy dane nie uktadajg sie wzdtuz linii prostej
nalezy zastosowac inne bardziej skomplikowane metody np. aproksymacje wielomianows.
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2 MODEL MATEMATYCZNY

Zatbzmy, ze mamy trzy pary danych pochodzacych z pomiaréw statystycznych przedstawionych
ponizej w tabeli nr 1 (np. pomiary moga reprezentowac¢ wielko$¢ produkcji w kolejnych miesigcach).
Chcieliby$my ustali¢ prognozowang wartos¢ produkcji w czwartym miesigcu:

Tabelanr 1
Numer Wielkos¢
miesigca produkciji
1 10
2 15
3 30
Wykres nr 1
Wielkos¢ produkcji w zaleznosci od
kolejnych miesiecy
35 1 [WARTOSC Y]
30 - °
25
£ 20 4 [WARTOSC Y]
e}
21 [WARTOSC Y] e
10 °
5 -
0 T T T T T T 1
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5
Miesigce

Wida¢, Zze chociaz punkty sg nieco porozrzucane na skutek, réznych czynnikéw ktére miaty
wptyw na wielkos¢ produkcji w kolejnych miesigcach, to jednak mozna wyréznic¢ trend wzrostowy.

Réwnanie prostej, ktéra bedzie wyznacza¢ trend ma nastepujgca postac:
y=ax+b,

gdzie

a, b — to wspotczynniki, ktérych chwilowo nie znamy,
y — wielkos$¢ produkcji,

X — numer miesigca.

Poszukiwanie parametréw takiej prostej, ktéra by przechodzita mozliwie najblizej wszystkich
punktoéw (x;, y;) (gdzie i oznacza numer kolejnych pomiaréw) polega na minimalizacji kwadratu
sumy:

Wz6r nr 1

S@b) = ) 0= fG)?
i=1
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gdzie

y; — dane statystyczne, w naszym przypadku rzeczywista wielkosci produkcji ,

f(x;) — wartosci funkcji szukanej y = ax + b, w naszym przypadku prognozowana wartos¢ produkcji,
i — kolejne numery danych statystycznych,

x;- dane statystyczne, w naszym przypadku numery miesiecy,

n — ilo$¢é pomiardéw statystycznych, w naszym przypadku ilos¢ miesiecy.

poniewaz f(x;) = ax; + b, wzor nr 1 przyjmuje nastepujgca postac:
Wz6r nr 2

S(a,b) = Z()’i — (ax; + b))?
i=1

Réznice miedzy doktadnymi warto$ciami y; oraz wartoSciami obliczonymi z réwnania prostej sg
podnoszone do kwadratu, aby unikngé sytuacji, ze bedg sie nawzajem znosity na skutek réznicy
znakéw. Z tego tez wzgledu przedstawiona metoda postepowania nosi nazwe metody najmniejszych
kwadratow.

Dla naszego przypadku wzor nr. 2 przyjmuje postac (n = 3).

3
S(ab) = ) Or - (ax; +b))?
i=1

Dla danych z tabeli 1 wielko$¢ funkcji S(a, b) bedzie réwna:

S(a,b) =[10—(1*a+b)]*+[15— (2a + b)]* + [30 — (3a + b)]?

Formalnie rzecz biorgc jest to funkcja dwoch zmiennych aib. Interesujg nas takie wartosci tych
zmiennych, dla ktérych S(a, b) jest minimalna. Wiadomo, ze funkcja wielu zmiennych ma minimum w
punkcie, dla ktérego pochodne czgstkowe tej funkcji po wszystkich zmiennych sg rowne zeru. Zatem
w tym przypadku muszg by¢ spetnione nastepujgce warunki:

Wz6r nr 3
oS(a,b) _
da =0
oS(a,b) _
ab =0

Czyli w naszym przypadku wzor nr 3 przyjmuje postac:
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aS(a! b)
P 2x[10—-(1*a+b)]* (=)~ +2%[15—(2a+b)] *(=2)~ +2%[30 — (Ba + b)] * (=3)*
aS(a! b)
T 2x[10-(1*a+b)]*(=1)~"+2%*[15—=(2a+b)] * (1)~ +2*[30 — Ba + b)] * (1)

Po uproszczeniach dostajemy nastepujgcy ukfad rownan:

{28(1 +12b = 260
12a + 6b = 110

Ktorego rozwigzaniem jest a = 10,b = —g;
Zatem otrzymujemy wzor naszej funkgji:
f(xi) = 10x; —5/3

Na wykresie nr 2, zostaty pokazany wykres funkcji f(x; ) i punkty otrzymane z pomiaréw
statystycznych.

Wykres nr 2

Aproksymacja

45

40

Produkcja
= N N w w
(9] o (9] o (9]
[ ]

L]

=
o
L

]

\o

o

0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5
Miesigce

W powyzszej analizy wynika, Ze prognozowany wzrost produkcji w czwartym miesigcu bedzie wynosit
okoto 38 produktow.
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3 UOGOLNIENIE MODELU MATEMATYCZNEG

NauczyliSmy sie juz na podstawie prostej aproksymacji (opartej na trzech punktach ) wyznaczac
funkcje trendu na podstawie ktérej obliczyliSmy prognozowang warto$¢ produkcji w czwartym
miesigcu.

Powyzsze zagadnienie mozemy uogolni¢ dla wigkszej liczby pomiaréw. Mozna zatozyé, ze dane
statystyczne lub dane pomiarowe, ktére sg przedmiotem aproksymaciji sg z reguty obarczone btedami
losowymi (np. zatamanie pogody mogto mie¢ decydujgcy wptyw na obnizenie produkcji w miesigcu nr
2). Przy pomocy metody najmniejszych kwadratow szeregi statystyczne oczyszcza sie z bfteddw
losowych.

Majac szereg punktdw empirycznych (x;,y:), (X3 ,¥5) coo e oo . (X, y) Nalezy a priori ustali¢ postac
funkcji y, = f(x,a,b), a nastepnie na podstawie punktéw empirycznych tak dobra¢ wartosci
parametréw aib, aby funkcja y = f(x,a,b) mozliwie najlepiej "pasowata" do zaobserwowanych
punktéw (x;, v;).

Rozwazania oparte na rachunku prawdopodobienstwa pozwalajg uzna¢ za najlepsze takie wartosci
parametréw a i b, dla ktérych suma kwadratéw odchylen zaobserwowanych wartosci y; od wartosci
teoretycznych y,; = f(x;,a,b) jest mozliwie najmniejsza, tzn.:

n
[v; — f(x;,a,b)]? = minimum
=1

Podstawowym warunkiem przyjecia przez powyzsze wyrazenie wartosci minimum jest to, aby
pierwsze pochodne (pochodna) wzgledem a,b, byly réwne zeru. Korzystajgc z tych warunkow
wyznacza sie wartosci a, b zaleznie od punktéw zaobserwowanych (x;,y;). W szczegdélnym przypadku
funkcji liniowej, tzn. gdy y = ax + b, otrzymuje sie:

Wzory 4

- n Yoy XiYi — Niz1 Vi Dz Xi

Ny, x? — (T, x)

2
_ Xiea X{ Xi=1 Vi — X X Nje1 XiYi

b 2
nyt, xf— (Z?=1 xi)

n — liczba pomiarow
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4

MODEL INFORMATYCZNY

Uogdlniony model matematyczny mozna w bardzo prosty sposob przetozyé na jezyk informatyczny.
Ponizszy kod programu napisanego w jezyku C++ stuzy do obliczenia parametrow funkc;ji liniowej a i b
oraz obliczenia prognozy dla dowolnej wartosci x. Program z klawiatury wczytuje ilo§¢ pomiaréw oraz
pary danych bedagcych przedmiotem aproksymac;i.

#include <iostream>
#include <math.h>

using namespace std;

float sumal (float *x.float *y.float n)

float suma=0;
for(int i=1;i<=n;i++)
{

suma+=*x**y;

X++;

y++;

}

return suma;
float suma2(float *y float n)

float suma=0;
for(int i=1;i<=n;i++)
{

suma+=*y;

y++;

}

return suma;
float suma3(float *x.float n)

float suma=0;
for(int i=1;i<=n;i++)
{

suma+=*x;

X++;

}

return suma;
float suma4(float *x.float n)

float suma=0;
for(int i=1;i<=n;i++)

suma+=pow (*x,2);
X++;
}

return suma;

int main() {
intc;

cout<<"podajilosc danych"<<endl;

cin>>c;

float x[c].y[c].a,b.d.p;
float s1,52,53,54;

for(int i=0;i<c;i++)

{

cout<<'podaj "<<i+1<<" x:";
cin>>x[i];

cout<<"podaj "<<i+1<<" y:;
cin>>y([i];

}

d=c;

float *wsk_x=&x[0];

float *wsk_y=&y|[0];
s1=sumal (wsk_x,wsk_y,d);
s2=suma2(wsk_y.d);
s3=suma3(wsk_x,d);
s4=suma4 (wsk_x,d);

a=(c*s1-52*s3)/(c*s4-pow(s3.2));
b=(s4*s2-s3*s1)/(c*s4-pow(s3,2));
cout<<"a jest rowne:'<<a<<endl;
cout<<"b jest rowne:"<<b<<endl;

Ponizsze wzory zostaty zapisane w kodzie programu
Wzory matematyczne:

. Y XiYi — Ni=1 Vi Li=1 X
. 2
n¥i,xf — (B %)

2
XX N1 Vi — Nima Xi Li=1 XY

b 2
nyiy xi2 - (Z?=1 xi)

Wzory z programu:

a=(c*s1-s2*s3)/(c*s4-pow(s3.2))
b=(s4*s2-s3*s1)/(c*s4-pow(s3,2))

gdzie:

¢ — liczba pomiaréw,

s1,s2,53,54 — kolejne sumy,

pow(s3,2) — potega kwadratowa z sumy s3

cout<<"Podaj wartosc x dla jakiej ma byc obliczna probnoza:'<<endl;

cin>>p;

cout<<"probnoza jest rowna:"<<a*p+b<<end!;

return 0;

}
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5 PRZYKLADY ZASTOSOWAN

51 Prognozowanie ilosci telefonéw komérkowych

Z Internetu odczytatem ilo$¢ aktywnych kart SIM w nastepujacych latach:

n — liczba data llos¢ telefondw
pomiarow [tys.]

1 Grudzienh -2015 56 253,00

2 Grudzien -2014 57 595,00

3 Grudzien - 2013 55 979,00

4 Grudzien - 2012 54 267,00

5 Grudzien - 2011 50 695,00

Bazujac na metodzie najmniejszych kwadratéw, wyznaczytem parametry funkcji liniowej a i b, ktéra podaje

zalezno$¢ pomiedzy iloscig aktywnych kart SIM a kolejnymi latami.

Korzystajgc ze wzoru nr 4 obliczamy parametry funkciji liniowej dlan = 5.

a =1444,4;b = (—2 832 619) (obliczenia wykonatem z wykorzystaniem programu Excel oraz programu
napisanego w jezyku C++ przedstawionym w rozdziale 4)

F(x) =14444 = x; — 2 832 619

i — kolejne pomiary.

60000
59000
58000
57000
56000
55000
54000
53000
52000
51000
50000

aktywne karty sim

Prognoza ilosci kart SIM 2016

2010 2011

2012

2013 2014

lata

2015

2016

2017

Bazujgc na funkgji trendu mozna stwierdzi¢, ze w grudniu 2016 prawdopodobna ilos¢ aktywnych kart SIM

bedzie wynosit 59 291 (w tys.). W tym konkretnym przypadku na podstawie metody najmniejszych

kwadratéw mozna obliczy¢ wiarygodne wartosci prognoz.
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5.2 Prognozowanie ilosé ludzi na Swiecie

Z Internetu odczytatem zmiane ilodci ludzi zamieszkujgcych powierzchnie ziemi na przestrzeni wiekéw.

n — liczba lata llo$¢ ludzi w
pomiaréw [min]

1 1500 450

2 1700 600

3 1800 978

4 1900 1650

5 2000 6118

6 2012 7022

Na podstawie obliczen (wtasnym programem, oraz w programie Excel) obliczytem parametry funkciji
liniowej a i b (ktdra aproksymuje wielkos¢ ludzi na Swiecie) oraz obliczytem prognoze ludnosci w roku
2050.

Otrzymatem nastepujgce wyniki
a=12,27ib = (—19514,50)

Prognoza ilosci ludzi na $wiecie w 2050 obliczona na podstawie powyzszego modelu wynosi
5 639,92 ( w milionach).

Wyniki zaprezentowano na ponizszym wykresie.

Prognozowana liczba ludnosci

8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000
0
-1000
-2000

ilos¢ ludzi w min

.t
.
.t
T

1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000 2100
lata

Na podstawie analizy wykresu mozna uzna¢, ze otrzymane wyniki prognozy opartej na metodzie
najmniejszych kwadratéw sg btedne. W roku 2050 liczba ludnosci przekroczy 7 mid (aktualng liczbe
ludnosci). Przed rokiem 1500 liczba ludnosci byta wieksza od zera. Ze wzgledu na charakter danych
metoda najmniejszych kwadratéw sie nie sprawdza (brak zaleznosci liniowej) i trzeba zastosowac inna
metode aproksymacji co bedzie przedmiotem dalszych analiz.
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6 ZAKONCZENIE

Bardzo lubie poszerzaé swojg wiedze z matematyki. Szczegdlnie interesujg mnie zagadnienia ktére
mozna zastosowac w praktyce i ktére nadajg sie do przetozenia na jezyk programowania.

Aby zrealizowa¢ niemniejszy projekt musiatem zapoznac¢ sie z pojeciem funkc;ji liniowej, pochodnych
czgstkowych liczonych wzgledem dwoch zmiennych oraz poznac¢ jedng z metod aproksymacii
(metode najmniejszych kwadratéw).

Szczegdlng satysfakcje sprawit mi fakt ze moj program (napisany w jezyku C++) poprawnie liczy
parametry funkcji liniowej i wyniki sg poréwnywalne z programem Excel.

Najwiekszy problem sprawito mi zrozumienie interpretacji pochodnych (czyli wyznaczanie min lub max
funkciji).

Po raz pierwszy napisatem prace pisemna, ktéra odnosita sie do probleméw matematycznych. Mam
petng swiadomos¢ ze aproksymacja w oparciu o metode najmniejszych kwadratéw nie sprawdza sie w
odniesieniu do wszystkich zagadnien/danych i w przysziosci bede jeszcze pracowat nad innymi
metodami aproksymacji (np. metoda wielomianowg, wyktadniczg).

str. 10



Mateusz Waga
Gimnazjum im. Jana Matejki, Zabierzow

7 BIGLIOGRAFIA

http://gsmonline.pl/artykuly/penetracja-telefonii-komorkowej-w-polsce-i-kw-2016 — dane o ilosci
telefonéw komérkowych.

https://pl.wikipedia.org/wiki/Ludno%C5%9B%C4%87 %C5%9Bwiata — dane ilo$¢ ludzi na Swiecie
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