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WSTEP

Z trojkatem Pascala zetkngliSmy si¢ po raz pierwszy czytajac projekt
kolegow z naszej szkoty. Temat bardzo nas zainteresowat i zainspirowat do
napisania wlasnej pracy. Naszym celem jest zapoznanie czytelnika nie tylko
z definicja 1 ogdlnie znanymi faktami na temat wspomnianego trojkata.
Przedstawimy przede wszystkim zwiazki trojkata Pascala z innymi
zagadnieniami geometrycznymi 1 algebraicznymi. Niektore wlasnosci
odkryliSmy sami 1 z nich jesteSmy najbardziej dumni. OpisaliSmy je jako
spostrzezenia. Znalezione w roznych zrodtach opisaliSmy jako zwiqzki.

W naszej pracy przytaczamy osiagnigcia wielu znanych 1 mniej znanych
gimnazjalistom naukowcow. Zaspokajajac naturalna ciekawos$¢ podajemy
krétkie notki biograficzne, ktére moga by¢ inspiracja do kolejnych projektow
naszych kolegow 1 kolezanek.



Trojkat Pascala

Blaise Pascal (1623 — 1662) byl francuskim filozofem,
matematykiem, pisarzem 1 fizykiem. Tematem jego
badan byly m. in. prawdopodobienstwo, proznia i
cisnienie atmosferyczne. Na jego cze$¢ nazwano
jednostke cisnienia (paskal) oraz jezyk programowania
(Pascal). Wymyslit pierwsza ruletke oraz tzw. Pascaling,
pierwsza maszyng liczaca, ktora potrafita dodawac.
Odkryt tzw. Prawo Pascala. Wybudowatl w 1662 roku
pierwsza lini¢ komunikacji miejskiej, po ktorej kursowat
omnibus projektu Blaise Pascala. Do matematyki

wprowadzit obiekty nazwane potem $limakiem Pascala 1
trojkatem Pascala.

Definicja

Trojkqt Pascala to trojkqtna tablica sktadajqca sie z liczb utozonych wedtug
nastepujqcego schematu: w wierzchotku tréjkqta oraz na jego dwoch bokach sq
jedynki. Reszta liczb powstaje w ten sposob, ze liczba bedgca w kolejnym

rzedzie jest sumq dwoch liczb, ktore znajdujq sie bezposrednio nad niq.
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Dwumian Newtona

Isaac Newton (1642-1727) byl angielskim
fizykiem, matematykiem, astronomem, filozofem
oraz historykiem i1 badaczem Biblii. Znany jest
przede wszystkim z odkrytych trzech zasad
dynamiki, zasady zachowania pedu oraz momentu
pedu. Na jego cze$¢ nazwano jednostke sity
(Niuton). Glosil, ze $wiatlto ma nature
korpuskularna. Zajmowal si¢ tez pomiarami
predkosci dzwigku. Jako pierwszy matematycznie
opisat zjawisko ptywoé6w morskich. Do matematyki

wprowadzit rachunek rozniczkowy i catkowy co
dalo mozliwosci do tworzenia nowych teorii naukowych w analizie
matematycznej. Sformutowal twierdzenie o dwumianie.

Symbol (}) (czytamy n nad k lub k pod n), nazywany jest wspélczynnikiem
dwumianowym lub dwumianem Newtona, jest to funkcja dwoch argumentow
catkowitych nieujemnych takich, ze:

!
()= k!(:ik)!

Zapis n! (czytamy n silnia) jest rowny iloczynowi liczb naturalnych od 1 do n,
n/=1-2-..-n.Gdy n=0, 0!=1.

Przyktad: (;) = ﬁiz), =10,

Zwiqzek 0 z Trojkqtem Pascala

Zapis (g) oznacza, ze druga liczba piatego wiersza, gdzie jedynki na
lewym boku sa uznawane jako zerowa liczba danego wersu, rowna sig /0, czyli
wartosci wspotczynnika (3). Ogolnie zachodzi zwiazek (})= ,#lk),, ze k-ta
liczba n-tego wiersza, gdzie jedynki na lewym boku sa uznawane jako zerowa

. ’ . n!
liczba danego wersu, rowna si¢ 0! -
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Oprocz rachunku prawdopodobienstwa Dwumian Newtona znajduje ciekawe
zastosowanie w algebrze. W szkole poznajemy tzw. wzory skrdconego
mnozenia na kwadrat sumy 1 réznicy dwoch wyrazen. Jednak co wtedy gdy
chcielibysmy wyprowadzi¢ wzér na (x+y)”? Wtedy przydaja sie nastepujace
WZOrYy:

()" =@ X"+ ()XY QXY X L+ ())
()" = () =) X"+ DX () QXS+ QX)) G ()
Powyzsze zwiazki mozna zapisa¢ za pomoca jednego wzoru:

(x+y)' = i (pxkyk
k=o

Zwiqzek 1 z Trojkqtem Pascala

Wskazana tutaj zalezno$¢ podobnie jak Zwiazek O dotyczy potozenia
liczb w trojkacie Pascala. Najlepiej jak pokazemy to na przyktadzie.
ZaznaczyliSmy odpowiednimi kolorami liczby, ktore wystepuja w wielomianie
1 w trojkacie Pascala.

(x+yy=lx’+3yHxyHly’
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Dzigki rozpisaniu liczb w trojkacie Pascala mozemy szybko 1 poprawnie podaé

wielomian odpowiadajacy wspomnianemu powyzej (x+y)’.

Ciekawostka

Symbol Newtona okresla ilos¢ kombinacji, czyli ilo$¢ podzbiorow
k-elementowych stworzonych w n-elementowym zbiorze. Po polsku zapisujemy
Ci= ,#lk), , po angielsku "C,, po amerykansku ,C, (n brane pod k).

Przyktad:

Policzmy ile jest kombinacji 3-elementowych w zbiorze 4-elementowym.

4_ 4! _
C= 5@y 4

Majac dany zbior 4-elementowy {a,b,c,d} mozemy ulozy¢ nastgpujace
3-elementowe podzbiory: {a,b,c}, {a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,d}. Jezeli kolejnos¢
elementow w podzbiorach ma dla nas znaczenie, wtedy taka kombinacje
k-elementowa ze zbioru n-elementowego okresla si¢ wariacja bez powtorzen
1 oblicza ze wzoru:

no_ _n
Vi = wonn



[lo§¢ wariacji jest wigksza od kombinacji tylokrotnie, ile jest rdznych
permutacji, czyli kombinacji k-elementowych ze zbioru k-elementowego,
okreslanej wzorem P, = k! Zatem:

n_ Vi_ _nl
Cp= P, kl(nk)

Mozemy jeszcze obliczy¢ wariacje¢ z powtérzeniami k-elementéw ze zbioru
n-elementowego ze wzoru



Liczby geometryczne

Trzy punkty mozna ulozy¢ w trojkat, cztery w kwadrat, pie¢ w pigciokat itd.
Mozna wigc 3 uwazac za liczbg trojkatna, 4 za czworokatna, 5 za pigciokatna
itd. Rysunki ponizej pokazuja, jak mozna, rysujac kropki, okresli¢ inne liczby
geometryczne inaczej wielokatne. W podobny sposdéb mozna ukladaé z
punktow wielo$ciany. Wtedy otrzymaliby$my liczby wielo$cienne.

@l startowy, czyli 1 . \

Do punktu | doktadamy 2 . .
unkty 1 otrzymujemy razem 3
punkty ymujemy . . .

W nastepnym wierszu
dokladamy 3 punkty 1 razem O O Q Q
otrzymujemy ich 6 , itd.

Liczby trojkatne powstaja przy dodaniu punktow z danego i
poprzednich wierszy, konczae na wierszu 1, czyli “punkcie
startowym”. .

. . Czwarta liczba trojkatna to:

®© ® © 4+3+2+1=10
N /
/@ startowy, czyli 1 \
Do punktu 1 doktadamy 3

punkty i otrzymujemy razem 4
W nastgpnej warstwie
doktadamy 6 punkty i razem
otrzymujemy ich 10 , itd.

Liczby czworoscienne powstaja przy dodaniu punktow z danej i
poprzedniej warstwy, konczac na warstwie 1, czyli “punkcie
startowym”.

Trzecia liczba czworoscienna
to:
6+3+1=10

- .




Zwiqzek 2 z Trojkqtem Pascala

W Trojkacie Pascala mamy nastgpujace rzedy liczb:

1
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- boki trojkata tworza jedynki,

- drugimi rzedami sg kolejne liczby naturalne - 1,2,3,4,5.6,... (n)

- nastepny rzad tworza liczby trojkatne - 1,3,6,10,15... (n?)

- kolejny rzad to liczby czworoscienne - 1,4,10,20,35... (1?+...+(n-1)?+n?)

Spostrzeienie 1
W trdjkacie Pascala nie ma rzedu liczb kwadratowych.

Stosujac wczesniejsze wzory na Dwumian Newtona mozna wprowadzi¢ wzor:

n2= ()

Dowod:
nt2y  oon N _ (n+2)! . ! _ nwmt)m+2)  (m2)ym—)n _ o
(n—l) ("_3) (=D (nt2—n+1)! (n—3)!~}(1n—n+3)! B 3! 3! —n
Spostrzeienie 1

Obserwujac liczby w trojkacie Pascala zauwazyliSmy nastepujaca wlasnos¢
(5) = (n-1)?, gdzie “?” oznacza stabni¢ zdefiniowang jako n?=1+ 2+ +3+...+n.

Co dalo nam mozliwos$¢ odkrycia nastgpujacego wzoru:
() _ }’l""l
he= (n—l)

Dowod.:

= (rt1)! _ n(ntl) _ n(ntl) _
Gr1) = (”_1)!'?”‘*‘1—}1-‘:-1)! =" ;; == nz =1+2+...+n
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Trojkat Sierpinskiego

Waclaw Sierpinski (1882-1969) polski matematyk,
jeden z czolowych przedstawicieli warszawskiej szkoty
matematycznej 1 tworcow tzw. Polskiej Szkoly
Matematycznej.  Pozostawil  olbrzymi  dorobek
naukowy, obejmujacy wiele ksiazek, 724 prace
1 komunikaty, 113 artykutow 1 13 skryptow. Prace te
dotyczyly teorii liczb, analizy matematycznej, ogolne;
1 opisowej teorii mnogosci, topologii mnogosciowe;j,
teorii miary 1 kategorii oraz teorit funkcji zmiennej

rzeczywistej.

Definicja

Trojkaqt Sierpinskiego to taki trdjkqt rownoboczny poddawany nastepujqcym
zmianom. lqczymy sSrodki bokow, dzielqc trojkat na 4 przystajqce i podobne do

wyjsciowego. Srodkowy usuwamy i powtarzamy tq czynnos¢ na pozostatych.

Jak wida¢ nasz trojkat jest coraz bardziej ,,dziurawy”. Jednoczesnie kazdy
element trojkata jest samopodobny do figury wyjsciowe;j. Taka figurg nazywany
fraktalem.

A L A
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Zwiqzek 3 z Trojkqtem Pascala

Jezeli pomalujemy liczby parzyste na jasno a nieparzyste na ciemno

fioletowo w trojkacie Pascala to otrzymamy uktad podobny do fraktala trojkata

Sierpinskiego.
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Ciag Fibonacciego

Leonardo Fibonacci z Pizy (1175 — 1250) wioski
matematyk. Jako syn kupca Bonacciego, duzo
podrézowal najpierw razem z ojcem, poOzZniej
samodzielnie, odwiedzajac i1 ksztalcac si¢ w takich
miejscach jak Egipt, Syria, Prowansja, Grecja, Sycylia.

Definicja

Ciqg liczb naturalnych 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55... okreslony rekurencyjnie
w nastepujqcy sposob:

-pierwszy wyraz jest rowny 0, drugi I,

-kolejny to suma 2 poprzednich.

Ciekawostka

Jezeli obliczyliby$my ilorazy dwdéch kolejnych wyrazow ciagu Fibonacciego to
okazuje sig, ze im wigksze wezmiemy wyrazy tego ciagu tym doktadniejsze
otrzymamy przyblizenie liczby & (czytamy phi) zwanej ztota liczba.

¢ = lim L1 = 1.618033988749894848204586834...

n—0 Fn

Ztota liczba zwiazana jest ze ztotym podzialem odcinka. Liczby a 1 b sa

w zlotym stosunku jesli spetnione jest rGwnanie:
atb — a

a b
Jezeli przyjmiemy, ze b=1 wtedy dodatnim rozwigzaniem powyzszego

roéwnania bgdzie wiasnie liczba ¢ = ”T\/g =1.618....

A oto zloty prostokat, na ktorym zaznaczono kolejne wyrazy ciagu
Fibonacciego. Rysujac odpowiednio tuki w prostokacie otrzymamy réwniez
zlota spiralg.

13
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Czy Donald Trump ma co$ wspolnego ze ztotym podziatem to si¢ okaze :)

Zwiqzek 4 z Trojkqtem Pascala

Jesli zsumujemy liczby wystepujace po skosach w trojkacie Pascala to
otrzymamy kolejne liczby ciagu Fibonacciego

1 =
1 =
1+1
1+2

1 1 1+3+1
1+4+3
1+5+6+1

=BV G S
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Zwiqzek 5 z Trojkqtem Pascala

W tréjkacie Pascala mozemy zauwazy¢ rOwniez, ze sumy liczb w wierszach sa

kolejnymi potegami liczby 2.

=

s

10

1 =1=2= S,
1 =2=2'=§,
2 1 =4=22=S§
3 1 =8=23=S3

G 4 1 =le=2'=s,
10 5 17322=s

Co oznacza, ze kazda nastgpna suma bedzie dwa razy wigksza od poprzednie;.

Si=@+ O+ A6

a wiec

n+1 n

=2 (TH=23 ()=28,
=0 k=0
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Spostrzezenie 2

Gdybysmy czytali liczby w wierszach trojkata Pascala jako liczbg w
systemie pozycyjnym to nastepne “wierszoliczby” sa 11 razy wigksze od
poprzedniej “wierszoliczby”.

R, =1x11=11 11211
R,=11x11=121 i g gy
R, =121x11=1331 146 4 1
R,=1331x 11=14641 1510 10 51

Rs=14641 x11=161051 Itd. \ \
Liczba setek

| Liczba jednosci ‘

Liczba tysiecy Liczba dziesigtek

r= X (i =2 ()10

J

W tym 1 kolejnych przypadkach iloczyn bedzie liczba budowana w sposéb
pokazany na powyzszym rysunku

ntl n+l1 n n n
R = X (”Zl %k‘ =112 (k)%fc:lan
k=0 k=0
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Trojkaty Jasia

Utworzmy nieco zmieniony trojkat. Wyrazy ponizej rOwniez sa suma wyrazow
powyzej. Niech czytelnik odgadnie regule tworzenia kolejnych wierszy.

Suma: Liczby utworzone:

1 =1 1
1 1 1 =3 111
1 2 3 2 1 =9 12321
1 3 6 7 6 3 1 =27 1367631
14 10 16 19 16 10 4 1 =81 151807041

1 515 3045 51 45 30 15 5 1 =243

Itd.

Spostrzezenie 4

Mozna zauwazy¢, ze suma liczb w kolejnych wierszach jest potega liczby 3.
Taki trojkat nazwaliSmy L=3 a Trojkat Pascala jest wigc trojkatem typu L=2.

Podobnie jak w Spostrzezeniu 2 dla trojkata L=2, w trojkacie L=3 mozemy
stwierdzi¢, ze cyfry z kazdego kolejnego wiersza uktadaja si¢ w “wierszo-
liczby” 111 razy wigksze od poprzedniej “wierszoliczby™.

Ix111=111

111 x111=12321 itd.
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Kolejnym Trojkatem Jasia trojkat L=4, w ktérym sumy liczb w kolejnych
wierszach to potegi 4. Rowniez tutaj poprawny jest wzor: S, =L", gdzie S,
oznacza sumg liczb w wierszu.

W tych trojkatach takze wystepuja liczby wielokatne.

Natomiast liczby utworzone z cyfr w kolejnych wierszach tworza liczby 1111
razy wigksze.

Wiasnos¢ ta powtarza si¢ w kazdym tak zbudowanym trojkacie o L naturalnym.

L
Ry = Ry ® I_Z(:) 10’

R; , - liczba utworzona przez cyfry w n-tym wierszu
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Zakonczenie

I czas na zakonczenie. Caly czas pracujemy nad swoim projektem
szukajac innych ciekawych wilasnosci 1 zwiazkoéw Trojkata Pascala z kolejnymi
zagadnieniami matematycznymi.

Jak do tej pory poszerzyliSmy znacznie swoja wiedz¢ o tematy
wykraczajace poza szkolna matematyke (silnie, stabnie, dwumiany Newtona,
zlota liczba, ciagi 1 granice, fraktale, liczby wielokatne 1 wieloScienne).
StaraliSmy si¢ spisywac¢ wlasne spostrzezenia. I to jest najbardziej fascynujace.
Dodatkowo nauczyliSmy si¢ zapisywa¢ skomplikowane wzory, ktore teraz sa
dla nas czytelne 1 na swdj sposob tadne. Wykonalismy stosowne rysunki.
I przekopalismy niemal caty Internet :)

Zatem ciag dalszy nastapi.
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