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1.1 Teoria

W zadaniach kombinatorycznych czesto spotykamy sie z koniecznoscia wyznaczenia licz-
by pewnych obiektéw, operacji i tym podobnych.

Do tego typu probleméw warto czasem podejsé od drugiej strony i nie liczyé bez-
posrednio zadanych przedmiotéw, ale znalezé pewne zaleznodci, dzieki ktérym mozna
bedzie utozy¢ réwnanie badz nieréwnosé pozwalajace otrzymaé oczekiwany wynik.

Na tym wtasnie polega metoda zliczania na dwa sposoby. Aby swobodnie sie nig
poshugiwaé, warto przyswoic sobie zasade Fubiniego.

Na poczatek nalezy objasni¢ jedno z uzywanych oznaczen. Niech A = {ay, aq,...,a,}
iB= {bl,bg, ...,bm}. Wtedy:

Ax B={(a,b) | a€ A, be B}
Dalej, niech S bedzie podzbiorem A x B. Dla a; oznaczmy: S(a;, *) = {(a;,b) € B}.
Twierdzenie 1.1 (Fubiniego)
Niech m i n beda catkowitymi liczbami dodatnimi i niech A = aq, a9, ...,a, oraz B =
b1, b2, ...,b, beda dwoma zbiorami skoficzonymi.

Jesli S jest podzbiorem zbioru A x B, wtedy:

5] =D 180,05 = > |S(ai, %)
j=1 i=1

Dowédd 1.1
Dowdd jest bardzo prosty, jedli rozwazymy problem jako zliczanie wypetnionych (ozna-
czajacych elementy podzbioru S) komorek tabeli M o wymiarach m x n.

Sume te mozna wyrazi¢ jako sume liczb wypelionych komoérek w kazdym z m
wierszy, tj.

S 1S(ai,#)|
=1

lub jako sume liczb takich komoérek w kazdej z n kolumn, tj.

> I5(x,b5)l.
j=1

Widag¢, ze

m

S| = Z\S(*ﬁj)\ = IS(ai,#)l.

i=1



1.2 Zadania 3

1.2 Zadania

Problem 1
Na balu byty 42 osoby. Pani A; tanczyta z 7 panami, pani Ao tanczyta z 8 panami,
..., pani A, tanczyla ze wszystkimi panami. [lu pandéw byto na balu?

Rozwigzanie

Liczba pan na balu jest rowna n, w takim razie liczba panéw jest rowna 42 — n.
Pani o0 numerze k, gdzie 1 < k < n, taficzyta z k46 panami. Stad, pani o numerze
n taniczyta z n+ 6 panami, czyli wszystkimi panami znajdujacymi sie na balu. To
daje nam: 42 —n =n+6, czylin = 18142 —n = 24. W takim razie w balu wzieto
udzial 24 panéw.

Problem 2

Kwadrat o wymiarach 15x15 jest podzielony na kwadraty jednostkowe. Wierz-
chotki kazdego z nich pokolorowane sa na czerwono lub niebiesko. Czerwonych
punktow jest 133, w tym dwa znajduja sie w wierzchotkach duzego kwadratu, zas
32 na jego bokach. Krawedzie kazdego z kwadratéw jednostkowych kolorujemy w
nastepujacy sposob: Jesli oba korice odcinka sa czerwone, na czerwono, jesli oba
niebieskie — na niebiesko, jedli zag rézne — na zétto. Ile jest krawedzi niebieskich,
jesli zottych jest 1967

Rozwigzanie

W Kazdym wierszu jest 15 bokéw kwadratéw jednostkowych. FLaczna liczba po-
ziomych bokow tych kwadratéw jest réwna 15 - 16. Analogicznie jest z bokami
pionowymi — ich liczba to 15 - 16. Mamy wiec tacznie 480 bokéw kwadratow.
Zliczy¢ mozna to tez w inny sposob: jest 225 kwadratéow, kazdy z nich ma 4 bo-
ki. Wszystkie boki procz 60 znajdujacych sie na bokach duzego kwadratu 15x15
sa liczone dwa razy. Wszystkich bokéw mamy wiec (900 4+ 60)/2 = 480. Jest
480 — 196 = 284 bokéw czerwonych badz niebieskich. Zat6zmy, ze samym czer-
wonych jest r, niebieskich zatem 284 — r. Teraz policzmy, ile razy pojawiaja sie
czerwone wierzcholki — ich liczbe oznaczymy |S|. Czerwony wierzcholek wystepu-
je: dwa razy przy czerwonym odcinku, raz przy z6ttym i ani razu przy niebieskim.
Stad mamy |S| = 196 + 2r. Z drugiej strony, przy kolorowaniu bokow kazdy czer-
wony wierzchotek w rogu duzego kwadratu wzieliSmy pod uwage dwa razy, na jego
boku — 3 razy, a we wnetrzu 4. Stad:

S| =2-2432-3+4 (133 —2—32) -4 = 496

W takim razie r = (496 — 196)/2 = 150, a niebieskich bokow jest 284 — 150 = 134,
co mieliémy policzyé.

Problem 3
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Niech n bedzie dodatnig liczbg catkowita i niech zbior (aq, ..., a,) bedzie permuta-
cja zbioru 1,2, ....,n. Dla 1 < k < n niech Fy = a;, gdzie a; < ag,i > ki1 G = a;,
gdzie a; > ay,? < k. Udowodni¢, ze:

S I =D IG.
k=1 =1

Rozwigzanie

Niech A = B = (a1,...,an) i niech S = (a4, a;), gdzie a; < a;,7 > j. W takim
razie S(*,a;) = Fj i S(a;,*) = G;. Zadany rezultat wynika wiec bezposrednio 7
twierdzenia Fubiniego.

Problem 4

Uczniéw bioracych udzial w olimpiadzie matamatycznej nalezato umiesci¢ w sa-
lach tak, by w kazdej sali byla ta sama liczba os6b, przy czym nie wiecej niz 32
osoby. Kiedy najpierw w kazdej sali umieszczano po 22 osoby, dla jednego zawod-
nika zabrakto miejsca. Gdy za$ z jednej sali zrezygnowano, miejsc w pozostatych
starczylo dla wszystkich. Ilu zawodnikéw wzieto udzial w olimpiadzie oraz ile sal
przygotowano dla nich?

Rozwigzanie

Przypusémy, ze sal byto k oraz, ze po rezygnacji z jednej, w kazdej z pozostatych
k—1 sal umieszczono n ucznidéw. Co oczywiste, k > 21in < 32. Wszystkich uczniow
bioracych udziat w olimpiadzie byto wiec z jednej strony 22k + 1, z drugiej zas
n(k — 1). Stad réwnanie 22k + 1 = n(k — 1), czyli n = 22 + 2.

Zatem k —1 =1 1ub k — 1 = 23. Kiedy jednak k = 2, n = 45, wiec k = 24. W
takim razie dochodzimy do wniosku, ze w olimpiadzie brato udzial 529 uczniéw
rozlokowanych w 24 salach.

Problem 5

Na zajecia Profesora uczeszcza 12 studentéw. Profesor na poczatku kazdego ty-
godnia zadaje im pewne tamigtowki, ktore rozwiazuja w szesciu dwuosobowych
grupach. Studenci sami dobierajg sie w pary. Udowodnié, ze niezaleznie od spo-
sobu, w ktéry wybieraja swoje grupy, istnieje zawsze takich dwoch studentow, ze
przynajmniej pieciu innych studentéw pracowato z kazdym lub nie pracowato z
zadnym z tej pary.

Rozwigzanie

Oznaczmy A = s1, S9,..., 812 zbior wszystkich studentow,

za$ B = (s;,;), gdzie 1 <i < j <12, zbior wszystkich mozliwych par studentow.
|B| = (122) = 66. Mowimy, ze s; 1 (s;, 5i) sa polaczone, jedli s;, s; 1 s, s3 roztaczne i
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s; wspotpracowal z doktadnie jednym sposrod s; i si. Niech S = [s;, (s, si)], gdzie
si, (s4, sk) sa potaczone. Teraz udowodnimy zadany wynik. Zatézmy, ze twierdze-
nie nie jest prawdziwe i, co tego wynika, mozliwe jest, by kazda z par (sj, s) byta
polaczona z przynajmniej szeScioma studentami, czyli [S(x, (s, s;))| > 6. Stad
mamy:

S| =" 1S(x, (s, %))| = 396.

sj,skEB

Z drugiej strony, jesli s; pracowal z d partnerami, wtedy s; jest potaczony z (11—d)
parami studentéw (bo mamy d mozliwosci wyboru jednego z jego wezesniejszych
partneréw i 11 — d jednego z takich, z ktorymi jeszcze nie pracowatl). Dla liczb
catkowitych 0 < d < 11, maksymalna wartos¢ d(11 —d) to 30, zaktadajac ze d = 5
lub 6. Stad |S(s;, *)| < 30, z czego wynika, ze

S| = > [S(si, )| < 30|A| = 360.

s, €A

Stad mamy nier6wnos¢ 396 < |S| < 360, co jest oczywiscie sprzeczne. W takim
razie teza postawiona w zadaniu nie moze by¢ nieprawdziwa.

Problem 6

Niech X bedzie skoriczonym zbiorem, gdzie | X| = n i niech Aj, A, ..., Ay, beda
trzyelementowymi podzbiorami X takimi, ze |A;() A;| < 1 dla kazdego i # j.
Wykazaé, ze istnieje zbior A bedacy podzbiorem X z przynajmniej |v/2n] ele-
mentami niezawierajacy zadnego z A;.

Rozwigzanie

Niech A bedzie podzbiorem X niezawierajacym zadnego z A;, z maksymalng licz-
ba elementow, a |A| = k. Co oczywiste, | X \ A| = n— k. Niech = bedzie elementem
X nienalezacym do A. Z maksymalnosci A, AU { z} nie spelnia warunkow za-
dania, co znaczy, ze istnieje i(x) nalezace do 1,...,m takie, ze A;,) € AU{ x} .
W takim razie z nalezy do Ay i zbior A;,) \ { =} jest podzbiorem A. Stad,
zbior L, = AN Aj,) musi mie¢ 2 elementy. Poniewaz |a; N Aj| < 1 dla i # j,
wszystkie zbiory L, musza byé roztaczne. Zdefiniowalismy injekcje f(z) = Ly ze
zbioru X \ A w zbior dwuelementowych podziobrow A. Z tego wniosek, ze:

2 _
n_k§<k):k k
2 2

czyli k% — k > 2n, wiec [v2n| < k, co mielismy udowodnié.

Problem 7
Niech n > 4 bedzie ustalona liczbg calkowita, a S = {Py, Ps, ..., P,} zbiorem
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n-punktow lezacych na jednym okregu. Przez okrag P; Pj Py, rozumiemy okrag opi-
sany na trojkacie P;P;Py. Niech a;,1 < t < n, okredla liczb¢ okregow P;P; P,
zawierajacych P, we wnetrzu i niech m(S) = a; + az + ... + a,. Udowodni¢, ze
istnieje taka dodatnia liczba catkowita f(n) zalezna tylko od n, ze punkty S sa
wierzchotkami wielokata wypuklego wtedy i tylko wtedy, gdy m(S) = f(n).

Rozwigzanie

Jedli ABCD jest czworokatem wypuklym, na ktérym nie da sie opisa¢ okregu, to
A+ /C # /B + /D. Poniewaz za$ suma tych czterech katéw jest réwna 360°,
bez straty ogdlnosci mozemy zatozyé, ze LA+ ZC > 180° > 4B + £ZD. Wtedy
punkty Bi D sg na zewnatrz okregéow, odpowiednio, ACD i ABC, a punkty AiC
sa wewnatrz okregéw, odpowiednio, BCD i BAD. Jesli ABCD jest czworokatem
wypuklym, bez straty ogolnosci mozemy zatozyé, ze /A > 180°. Wtedy A znaj-
duje sie wewnatrz okregu BCD, a B, C'i D znajduja sie na zewnatrz okregéw,
odpowiednio, ACD, ABD i ABC'. Dla kazdego zbioru P;, P;, Py, P, istnieja cztery
mozliwe zestawienia dodajace 1 do liczby m(S), to jest (P, P;PyP,), (P;, PiPyF)),
(Py, P;PjF)) i (P, P;P;Py). Jesli podane cztery punkty tworza wielokat wypukly,
doktadnie dwa z powyzszych zestawien dodaja do m(S) 1, jesli wklesty - tylko
jedno. Niech a(S) i b(S) okreslaja, odpowiednio, liczbe wypuktych i wklestych
czworokatow z wierzchotkami w zbiorze S. Mamy:

a(S) +b(S) = (Z) 2a(8) + b(S) = m(S).
Dalej, m(S) = (}}) + a(S). Stwierdzmy teraz, ze f(n) = 2()}) to zadana wartos¢.
Istotnie, jesli punkty S tworza wielokat wypuktly, wtedy kazdy czworokat przez
nie utworzony takze jest wypukly, wiec a(S) = (}}) i m(S) = f(n). Z drugiej stro-
ny, jesli m(S) = f(n), wtedy a(S) = (Z), wiec kazdy czworokat utworzony przez
punkty ze zbioru S jest wypukty, z czego wniosek, ze punkty zbioru S tworza
wielokat wypukty.

Problem 8

Niech n > 3 bedzie liczba catkowita. Zatézmy, ze P P»...P, jest foremnym n-
katem. Wyznaczy¢ liczbe nieprzystajacych trojkatow P; P; Py, gdzie 1, j, k sa para-
mi réznymi liczbami catkowitymi nalezacymi do zbioru 1,2, ...,n.

Rozwigzanie

Co wida¢, wierzchotki duzego wielokata sa réwnomiernie roztozone na okregu. Po-
niewaz inne rozwigzania sa symetryczne, rozwazamy nieprzystajace trojkaty, w
ktérych P jest jednym z wierzcholtkéw. Niech N bedzie liczbg nieprzystajacych
tréjkatow réwnobocznych, Ny liczba nieprzystajacych, nieréwnobocznych tréjka-
tow rownoramiennych, a N3 liczba nieprzystajacych trojkatéow réznobocznych.
Musimy wiec policzy¢ liczbe N = N1 + Ny + N3.
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Mamy ("51) = W trojkatow z P jako jednym z wierzchotkéw. Niech

S = PIPPj, gdzie 2 < i < j < n. Wtedy || = @102 W 5 kazdy résmo-
boczny trojkat pojawia sie szesé razy, poniewaz jest 3! sposobéw wyboru dtugosci
bokow Py P;, P;P;, P;P; kazdy rownoramienny trojkat wystepuje trzy razy, bo
mamy trzy sposoby wyboru Py P;, P;P;, P;P; jako podstawy tego trojkata; kazdy

za rownoboczny trojkat, jesli jest, wystepuje raz. Stad rownanie:

(n—1)(n—-2)

Jest tez oczywiste, ze istnieje maksymalnie jeden tr6jkat réwnoboczny o wierz-
chotku w P;. Stad Ny = 1 lub Ny = 0, czyli Ny = 1 — p dla pewnego p € 0, 1.
Aby wyznaczy¢ Na, mozemy zawsze obroci¢ trojkat tak, by P nie byt wierzchot-
kiem przy podstawie. Stad, rozwazamy takie trojkaty P P;P;, gdzie P P; = P P;.

Jedli liczba n jest parzysta, jest ”T_Q takich réwnoramiennych tréjkatéw, posrod

ktorych jeden moze byé réwnoboczny. Jedli liczba n jest nieparzysta, mamy ”Tfl
takich trojkatow, posrod ktorych tez mogt pojawié sie jeden trojkat réwnoboczny.
Stad:
n—2+
M+M=—7—3 (%)

gdzie ¢ € 0,1. Z (*) i (#*) mamy:
12N = 12(N1 + Ny + N3) = 2(N1 + 3Ny + 6N3) + 6(N1 + Ng) + 4Ny =

=(n—-1n—-2)+3n—1+q)+4(1 —p) =n’+3q— 4p,

gdzie p,q € 0,1. Wiedzac, ze —4 < 3¢ —4p < 3, N jest liczbg catkowita najblizsza
’f—;, mozemy zapisa¢: N = L’f—; + %j

Problem 9

Niech n i k beda dodatnimi liczbami catkowitymi spelniajacymi nastepujace wla-
snosci: Istnieje taki zbiér T' n punktéw plaszezyzny, ze:

1) Zadne trzy nie sa wspotliniowe.

2) Dla kazdego punktu P z T istnieje maksymalnie k réwnoodlegtych od P punk-
tow w T

Udowodnié¢, ze:
1

Rozwigzanie
Niech A =T = P, P,...,P, iniech B =1[;; dla1l <i < j < n, gdzie [;; jest
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symetralng P, P;. Wtedy |B| = (). Niech S = (P;,1;x), gdzie P; lezy na l; . Skoro
zadne trzy punkty nie sg wspotliniowe, mamy [S(*,1; )| < 2. Stad

S = Z 1S(*,Lix)| <2|B| =n* —n.
lj’kGB

7 drugiej strony, poniewaz P; jest rownoodlegte od przynajmniej k innych punk-
tow, P; lezy na symetralnych odcinkéw utworzonych przez kazde dwa sposréd tych
punktow. Stad |S(P;, %) > (), wiec

I

P,eA
Laczac powyzsze wyniki otrzymujemy
K —k—2(n—1)<0.

Po wykonaniu obliczen daje to:

z czego bezpodrednio wynika teza zadania.

Problem 10

Majac danych n wspétliniowych punktéw rozwazmy odleglosci miedzy nimi. Za-
t6zmy, ze kazda odleglosé wystepuje maksymalnie 2 razy. Udowodnié, ze istnieje
co najmniej |5 | odlegtosci wystepujacych doktadnie raz.

Rozwigzanie

Niech x bedzie liczba odlegtosci wystepujacych raz, a y - odlegloéci wystepuja-
cych dwa razy. Chcielibyémy znalezé dolne ograniczenie catkowitej liczby réznych
odleglosei, czyli x + y. Aby to zrobi¢, policzymy odcinki od lewej do prawej ze
wzgledu na ich lewy koniec. Oznaczmy punkty Pp, P, ..., P, od lewej do pra-
wej. P jest lewym koticem n — 1 odcinkéw réznych dtugosci. Dalej, P» jest le-
wym koricem n — 2 odcinkéw, z ktérych jednak niektére mogly zosta¢ policzone
przy rozwazaniu P;. Zauwazmy, ze dwa razy policzona zostala maksymalnie jed-
na dlugoé¢ - w innym wypadku, jesli P\ P; = PP; i P1P, = PP}, otrzymujemy
rowno$¢ PiP, = P;P; = PP, co jest sprzeczne z warunkami zadania. Stad,
co najwyzej jedna dlugos$¢ zostata powtdérzona przy rozwazaniu P, wiec w tym
przypadku mamy przynajmniej n — 3 nowych dtugosci. Przy rozwazaniu Ps jako
lewego koiica otrzymujemy przynajmniej n — 5 nowych diugosci, to jest n — 3
pomniejszone o mozliwe powtérzenia z P} i P>. Prowadzimy dalej to rozumowa-
nie i dochodzimy do wniosku, ze réznych dlugosci odcinkéw jest przynajmniej
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m=1)4+n-=3)+(mn—=5)+(n—"T7) +.. .Jesli liczba n jest nieparzysta, suma

n2—1

ta jest rowna "=, a jesli jest parzysta - %2.

Wiemy, ze catkowita liczba odcinkéw jest réwna x + 2y, czyli "(”T_l) 7 powyz-

szych obserwacji wynika za$, ze x +y > L%zj, wiec 2x + 2y > L”;J W takim razie
x> L”;J - (”72 —4) = 5], co byto do udowodnienia.

Problem 11

Hrabia Ludwik rozkazal upiec 68 réznych réznych ciast z réznych cukierniczych
mikstur. Niektére z mikstur sg stodkie. Kazde ciasto zrobione jest z pieciu mikstur,
z ktorych co najmniej jedna jest stodka. Wiadomo, ze dla kazdych trzech mikstur
istnieje doktadnie jedno ciasto je zawierajace. Udowodnié, ze przynajmniej jedno
z ciast jest wyjatkowo stodkie - sktadaja sie na nie przynajmniej cztery stodkie
mikstury.

Rozwigzanie

Przeprowadzimy dow6d nie wprost, przypuszczajac, ze nie ma wyjatkowo stodkich
ciast. Zaltdézmy, ze mamy n rodzajéw mikstur, oznaczonych sy, s9, ..., Sy, sposrod
ktérych si, sa, ..., S;m to mikstury stodkie.

Kazda trojke mikstur nazywijmy wywarem. Policzymy catkowita liczbe wywarow
na dwa sposoby. Co oczywiste, mamy (g) wywaréw. 7 drugiej strony, kazde ciasto

zawiera w sobie (g) = 10 wywaréw. Poniewaz kazdy wawar wystepuje tylko w

jednym z ciast, mamy 68 - 10 = (}), wicc n = 17.

Zalézmy, ze mikstura s; zostata uzyta do ¢; ciast. Dla kazdego z tych ciast, jest
(;L) = 6 wywaréw zawierajacych s;. W takim razie mamy 6¢; wywaréw zawiera-
jacych s;. 7 drugiej strony, (126) = 120 wywardéw zawiera s;. Stad ¢; = 20, czyli
kazda mikstura zostala uzyta do doktadnie 20 ciast.

Przypudémy, ze s; i s, dla 1 <@ < j < 17, zostaly uzyte do ¢; ; ciast. Dla kazdego
z tych ciast sa doktadnie (:1)’) = 3 wywary zawierajace zaré6wno s;, jak i s;. W
takim razie jest 3c¢; ; wywarow zawierajacych s; i s;. Z drugiej strony (115) =15
wywarow zawiera s; i s;. Stad ¢; ; = 3, czyli kazda para mikstur zostala uzyta w
doktadnie 5 ciastach.

Zatozmy, 7e si, sj, 81, dla 1 <1 < j < k < 17, sa uzyte razem do ¢; j, ciast - z
warunkow zadania wiemy, ze ¢; jr = 1. Dalej, zatézmy, zZe s;, sj, s, s; sa uzyte do
Cij k. Ciast. Z poczatkowego zatozenia mamy ¢; jrp; =0, jesli 1 <i < j <k <[ <
m.

Teraz skorzystajmy z wiedzy, ze kazde ciasto zawiera przynajmniej jedna stodka
miksture. Policzmy wiec catkowita liczbe ciast na dwa sposoby. Wiadomo, ze jest
ich 68. Z drugiej strony, z zasady wlaczen i wylaczen mamy

m
68 = Z c; — Z Cij + Z Cijk =
i=1

1<i<j<m 1<i<j<k<m



10

1 Zliczanie na dwa sposoby ze szczegdlnym uwzglednieniem metody Fubiniego

1

—20m—5( ")+ (") = —m(m? — 18m + 137),
2 3 6

czyli 68 - 6 = m(m? — 18m + 137). Teraz wystarczy udowodni¢, ze nie istnieje

m < n = 17 spekliajace powyzsza réwnosé. W tym celu rozwazymy reszty z

dzielenia przez 5 obu stron réwnania.

3=m(m? —3m+2)=m(m—1)(m—2) (mod 5).

Co wida¢, powyzsze rownanie nie ma rozwiazan catkowitych, z czego wynika, ze
poczatkowe zalozenie o nieistnieniu wyjatkowo stodkiego ciasta jest zwyczajna, acz
fatalng pomytka. Owiane legenda wyjatkowo stodkie ciasto istnieje wiec naprawde.

Problem 12

Zmalez¢ najwieksza liczbe naturalng k£ o nastepujacej wlasnosci:

Istnieje k takich réznych podzbioréw zbioru n-elementowego, ze kazde dwa maja
niepusta cze$¢ wspolng.

Rozwiazanie

Oznaczmy szukang liczbe przez k(n). Niech a bedzie ustalonym elementem zbio-
ru n-elementowego X. Rodzina R wszystkich pozbioréw zbioru X postaci B U a,
gdzie B jest podzbiorem zbioru X \ a, ma niepusta czes¢ wspolna - a nalezy do
kazdego z tych podzbioréw. Rodzina R sklada sie z 2! podzbioréw B zbioru
(n — 1)-elementowego X \ a jest rowna 2"~1. Zatem k(n) > 2771

7 drugiej strony, jezeli zbidér A nalezy do pewnej rodziny R podzbioréw zbioru
X, w ktorej kazde dwa podzbiory maja niepusta cze$¢ wspolng, to zbior X \ A
nie nalezy do R. W takim razie liczba podzbioréw nalezacych do rodziny R nie
przekracza potowy liczby wszystkich podzbiorow X, czyli k(n) < 27” Y/
obu nieréwnosci wynika, ze k = 2" L,



