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Karol Rutkowski

1.1 Teoria

W zadaniach kombinatorycznych cz¦sto spotykamy si¦ z konieczno±ci¡ wyznaczenia licz-
by pewnych obiektów, operacji i tym podobnych.

Do tego typu problemów warto czasem podej±¢ od drugiej strony i nie liczy¢ bez-
po±rednio »¡danych przedmiotów, ale znale¹¢ pewne zale»no±ci, dzi¦ki którym mo»na
b¦dzie uªo»y¢ równanie b¡d¹ nierówno±¢ pozwalaj¡ce otrzyma¢ oczekiwany wynik.

Na tym wªa±nie polega metoda zliczania na dwa sposoby. Aby swobodnie si¦ ni¡
posªugiwa¢, warto przyswoi¢ sobie zasad¦ Fubiniego.

Na pocz¡tek nale»y obja±ni¢ jedno z u»ywanych oznacze«. Niech A = {a1, a2, ..., an}
i B = {b1, b2, ..., bm}. Wtedy:

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

Dalej, niech S b¦dzie podzbiorem A×B. Dla ai oznaczmy: S(ai, ∗) = {(ai, b) ∈ B}.
Twierdzenie 1.1 (Fubiniego)

Niech m i n b¦d¡ caªkowitymi liczbami dodatnimi i niech A = a1, a2, ..., am oraz B =
b1, b2, ..., bn b¦d¡ dwoma zbiorami sko«czonymi.

Je±li S jest podzbiorem zbioru A×B, wtedy:

|S| =
n∑

j=1

|S(∗, bj)| =
m∑
i=1

|S(ai, ∗)|.

Dowód 1.1

Dowód jest bardzo prosty, je±li rozwa»ymy problem jako zliczanie wypeªnionych (ozna-
czaj¡cych elementy podzbioru S) komórek tabeli M o wymiarach m× n.

Sum¦ t¦ mo»na wyrazi¢ jako sum¦ liczb wypeªnionych komórek w ka»dym z m
wierszy, tj.

m∑
i=1

|S(ai, ∗)|

lub jako sum¦ liczb takich komórek w ka»dej z n kolumn, tj.
n∑

j=1

|S(∗, bj)|.

Wida¢, »e

|S| =
n∑

j=1

|S(∗, bj)| =
m∑
i=1

|S(ai, ∗)|.
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1.2 Zadania

Problem 1

Na balu byªy 42 osoby. Pani A1 ta«czyªa z 7 panami, pani A2 ta«czyªa z 8 panami,
..., pani An ta«czyªa ze wszystkimi panami. Ilu panów byªo na balu?

Rozwi¡zanie

Liczba pa« na balu jest równa n, w takim razie liczba panów jest równa 42 − n.
Pani o numerze k, gdzie 1 ≤ k ≤ n, ta«czyªa z k+6 panami. St¡d, pani o numerze
n ta«czyªa z n+6 panami, czyli wszystkimi panami znajduj¡cymi si¦ na balu. To
daje nam: 42−n = n+6, czyli n = 18 i 42−n = 24. W takim razie w balu wzi¦ªo
udziaª 24 panów.

Problem 2

Kwadrat o wymiarach 15x15 jest podzielony na kwadraty jednostkowe. Wierz-
choªki ka»dego z nich pokolorowane s¡ na czerwono lub niebiesko. Czerwonych
punktów jest 133, w tym dwa znajduj¡ si¦ w wierzchoªkach du»ego kwadratu, za±
32 na jego bokach. Kraw¦dzie ka»dego z kwadratów jednostkowych kolorujemy w
nast¦puj¡cy sposób: Je±li oba ko«ce odcinka s¡ czerwone, na czerwono, je±li oba
niebieskie � na niebiesko, je±li za± ró»ne � na »óªto. Ile jest kraw¦dzi niebieskich,
je±li »óªtych jest 196?

Rozwi¡zanie

W Ka»dym wierszu jest 15 boków kwadratów jednostkowych. �¡czna liczba po-
ziomych boków tych kwadratów jest równa 15 · 16. Analogicznie jest z bokami
pionowymi � ich liczba to 15 · 16. Mamy wi¦c ª¡cznie 480 boków kwadratów.
Zliczy¢ mo»na to te» w inny sposób: jest 225 kwadratów, ka»dy z nich ma 4 bo-
ki. Wszystkie boki prócz 60 znajduj¡cych si¦ na bokach du»ego kwadratu 15x15
s¡ liczone dwa razy. Wszystkich boków mamy wi¦c (900 + 60)/2 = 480. Jest
480 − 196 = 284 boków czerwonych b¡d¹ niebieskich. Zaªó»my, »e samym czer-
wonych jest r, niebieskich zatem 284 − r. Teraz policzmy, ile razy pojawiaj¡ si¦
czerwone wierzchoªki � ich liczb¦ oznaczymy |S|. Czerwony wierzchoªek wyst¦pu-
je: dwa razy przy czerwonym odcinku, raz przy »óªtym i ani razu przy niebieskim.
St¡d mamy |S| = 196+ 2r. Z drugiej strony, przy kolorowaniu boków ka»dy czer-
wony wierzchoªek w rogu du»ego kwadratu wzi¦li±my pod uwag¦ dwa razy, na jego
boku � 3 razy, a we wn¦trzu 4. St¡d:

|S| = 2 · 2 + 32 · 3 + (133− 2− 32) · 4 = 496

W takim razie r = (496−196)/2 = 150, a niebieskich boków jest 284−150 = 134,
co mieli±my policzy¢.

Problem 3
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Niech n b¦dzie dodatni¡ liczb¡ caªkowit¡ i niech zbiór (a1, ..., an) b¦dzie permuta-
cj¡ zbioru 1, 2, ...., n. Dla 1 ≤ k ≤ n niech Fk = ai, gdzie ai < ak, i > k i Gk = ai,
gdzie ai > ak, i < k. Udowodni¢, »e:

n∑
k=1

|Fk| =
n∑

k=1

|Gk|.

Rozwi¡zanie

Niech A = B = (a1, ..., an) i niech S = (ai, aj), gdzie ai < aj , i > j. W takim
razie S(∗, aj) = Fj i S(ai, ∗) = Gi. �¡dany rezultat wynika wi¦c bezpo±rednio z
twierdzenia Fubiniego.

Problem 4

Uczniów bior¡cych udziaª w olimpiadzie matamatycznej nale»aªo umie±ci¢ w sa-
lach tak, by w ka»dej sali byªa ta sama liczba osób, przy czym nie wi¦cej ni» 32
osoby. Kiedy najpierw w ka»dej sali umieszczano po 22 osoby, dla jednego zawod-
nika zabrakªo miejsca. Gdy za± z jednej sali zrezygnowano, miejsc w pozostaªych
starczyªo dla wszystkich. Ilu zawodników wzi¦ªo udziaª w olimpiadzie oraz ile sal
przygotowano dla nich?

Rozwi¡zanie

Przypu±¢my, »e sal byªo k oraz, »e po rezygnacji z jednej, w ka»dej z pozostaªych
k−1 sal umieszczono n uczniów. Co oczywiste, k ≥ 2 i n ≤ 32. Wszystkich uczniów
bior¡cych udziaª w olimpiadzie byªo wi¦c z jednej strony 22k + 1, z drugiej za±
n(k − 1). St¡d równanie 22k + 1 = n(k − 1), czyli n = 22 + 23

k−1 .
Zatem k − 1 = 1 lub k − 1 = 23. Kiedy jednak k = 2, n = 45, wi¦c k = 24. W
takim razie dochodzimy do wniosku, »e w olimpiadzie braªo udziaª 529 uczniów
rozlokowanych w 24 salach.

Problem 5

Na zaj¦cia Profesora ucz¦szcza 12 studentów. Profesor na pocz¡tku ka»dego ty-
godnia zadaje im pewne ªamigªówki, które rozwi¡zuj¡ w sze±ciu dwuosobowych
grupach. Studenci sami dobieraj¡ si¦ w pary. Udowodni¢, »e niezale»nie od spo-
sobu, w który wybieraj¡ swoje grupy, istnieje zawsze takich dwóch studentów, »e
przynajmniej pi¦ciu innych studentów pracowaªo z ka»dym lub nie pracowaªo z
»adnym z tej pary.

Rozwi¡zanie

Oznaczmy A = s1, s2, . . . , s12 zbiór wszystkich studentów,
za± B = (si, sj), gdzie 1 ≤ i < j ≤ 12, zbiór wszystkich mo»liwych par studentów.
|B| =

(
12
2

)
= 66. Mówimy, »e si i (sj , sk) s¡ poª¡czone, je±li si, sj i sk s¡ rozª¡czne i
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si wspóªpracowaª z dokªadnie jednym spo±ród sj i sk. Niech S = [si, (sj , sk)], gdzie
si, (sj , sk) s¡ poª¡czone. Teraz udowodnimy »¡dany wynik. Zaªó»my, »e twierdze-
nie nie jest prawdziwe i, co tego wynika, mo»liwe jest, by ka»da z par (sj , sk) byªa
poª¡czona z przynajmniej sze±cioma studentami, czyli |S(∗, (sj , sk))| ≥ 6. St¡d
mamy:

|S| =
∑

sj ,sk∈B
|S(∗, (sj , sk))| = 396.

Z drugiej strony, je±li si pracowaª z d partnerami, wtedy si jest poª¡czony z (11−d)
parami studentów (bo mamy d mo»liwo±ci wyboru jednego z jego wcze±niejszych
partnerów i 11 − d jednego z takich, z którymi jeszcze nie pracowaª). Dla liczb
caªkowitych 0 ≤ d ≤ 11, maksymalna warto±¢ d(11−d) to 30, zakªadaj¡c »e d = 5
lub 6. St¡d |S(si, ∗)| ≤ 30, z czego wynika, »e

|S| =
∑
si∈A
|S(si, ∗)| ≤ 30|A| = 360.

St¡d mamy nierówno±¢ 396 ≤ |S| ≤ 360, co jest oczywi±cie sprzeczne. W takim
razie teza postawiona w zadaniu nie mo»e by¢ nieprawdziwa.

Problem 6

Niech X b¦dzie sko«czonym zbiorem, gdzie |X| = n i niech A1, A2, ..., Am b¦d¡
trzyelementowymi podzbiorami X takimi, »e |Ai

⋂
Aj | ≤ 1 dla ka»dego i 6= j.

Wykaza¢, »e istnieje zbiór A b¦d¡cy podzbiorem X z przynajmniej b
√
2nc ele-

mentami niezawieraj¡cy »adnego z Ai.

Rozwi¡zanie

Niech A b¦dzie podzbiorem X niezawieraj¡cym »adnego z Ai, z maksymaln¡ licz-
b¡ elementów, a |A| = k. Co oczywiste, |X \A| = n−k. Niech x b¦dzie elementem
X nienale»¡cym do A. Z maksymalno±ci A, A ∪ { x} nie speªnia warunków za-
dania, co znaczy, »e istnieje i(x) nale»¡ce do 1, . . . ,m takie, »e Ai(x) ⊆ A ∪ { x} .
W takim razie x nale»y do Ai(x) i zbiór Ai(x) \ { x} jest podzbiorem A. St¡d,
zbiór Lx = A ∩ Ai(x) musi mie¢ 2 elementy. Poniewa» |ai ∩ Aj | ≤ 1 dla i 6= j,
wszystkie zbiory Lx musz¡ by¢ rozª¡czne. Zde�niowali±my injekcj¦ f(x) = Lx ze
zbioru X \A w zbiór dwuelementowych podziobrów A. Z tego wniosek, »e:

n− k ≤
(
k

2

)
=

k2 − k

2
,

czyli k2 − k ≥ 2n, wi¦c b
√
2nc ≤ k, co mieli±my udowodni¢.

Problem 7

Niech n ≥ 4 b¦dzie ustalon¡ liczb¡ caªkowit¡, a S = {P1, P2, ..., Pn} zbiorem
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n-punktów le»¡cych na jednym okr¦gu. Przez okr¡g PiPjPk rozumiemy okr¡g opi-
sany na trójk¡cie PiPjPk. Niech at, 1 ≤ t ≤ n, okre±la liczb¦ okr¦gów PiPjPk

zawieraj¡cych Pt we wn¦trzu i niech m(S) = a1 + a2 + ... + an. Udowodni¢, »e
istnieje taka dodatnia liczba caªkowita f(n) zale»na tylko od n, »e punkty S s¡
wierzchoªkami wielok¡ta wypukªego wtedy i tylko wtedy, gdy m(S) = f(n).

Rozwi¡zanie

Je±li ABCD jest czworok¡tem wypukªym, na którym nie da si¦ opisa¢ okr¦gu, to
∠A+ ∠C 6= ∠B + ∠D. Poniewa» za± suma tych czterech k¡tów jest równa 360◦,
bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e ∠A + ∠C > 180◦ > ∠B + ∠D. Wtedy
punkty B i D s¡ na zewn¡trz okr¦gów, odpowiednio, ACD i ABC, a punkty A i C
s¡ wewn¡trz okr¦gów, odpowiednio, BCD i BAD. Je±li ABCD jest czworok¡tem
wypukªym, bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e ∠A > 180◦. Wtedy A znaj-
duje si¦ wewn¡trz okr¦gu BCD, a B, C i D znajduj¡ si¦ na zewn¡trz okr¦gów,
odpowiednio, ACD, ABD i ABC. Dla ka»dego zbioru Pi, Pj , Pk, Pl istniej¡ cztery
mo»liwe zestawienia dodaj¡ce 1 do liczby m(S), to jest (Pi, PjPkPl), (Pj , PiPkPl),
(Pk, PiPjPl) i (Pl, PiPjPk). Je±li podane cztery punkty tworz¡ wielok¡t wypukªy,
dokªadnie dwa z powy»szych zestawie« dodaj¡ do m(S) 1, je±li wkl¦sªy - tylko
jedno. Niech a(S) i b(S) okre±laj¡, odpowiednio, liczb¦ wypukªych i wkl¦sªych
czworok¡tów z wierzchoªkami w zbiorze S. Mamy:

a(S) + b(S) =

(
n

4

)
2a(S) + b(S) = m(S).

Dalej, m(S) =
(
n
4

)
+ a(S). Stwierd¹my teraz, »e f(n) = 2

(
n
4

)
to »¡dana warto±¢.

Istotnie, je±li punkty S tworz¡ wielok¡t wypukªy, wtedy ka»dy czworok¡t przez
nie utworzony tak»e jest wypukªy, wi¦c a(S) =

(
n
4

)
i m(S) = f(n). Z drugiej stro-

ny, je±li m(S) = f(n), wtedy a(S) =
(
n
4

)
, wi¦c ka»dy czworok¡t utworzony przez

punkty ze zbioru S jest wypukªy, z czego wniosek, »e punkty zbioru S tworz¡
wielok¡t wypukªy.

Problem 8

Niech n ≥ 3 b¦dzie liczb¡ caªkowit¡. Zaªó»my, »e P1P2...Pn jest foremnym n-
k¡tem. Wyznaczy¢ liczb¦ nieprzystaj¡cych trójk¡tów PiPjPk, gdzie i, j, k s¡ para-
mi ró»nymi liczbami caªkowitymi nale»¡cymi do zbioru 1, 2, ..., n.

Rozwi¡zanie

Co wida¢, wierzchoªki du»ego wielok¡ta s¡ równomiernie rozªo»one na okr¦gu. Po-
niewa» inne rozwi¡zania s¡ symetryczne, rozwa»amy nieprzystaj¡ce trójk¡ty, w
których P1 jest jednym z wierzchoªków. Niech N1 bedzie liczb¡ nieprzystaj¡cych
trójk¡tów równobocznych, N2 liczb¡ nieprzystaj¡cych, nierównobocznych trójk¡-
tów równoramiennych, a N3 liczb¡ nieprzystaj¡cych trójk¡tów ró»nobocznych.
Musimy wi¦c policzy¢ liczb¦ N = N1 +N2 +N3.
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Mamy
(
n−1
2

)
= (n−1)(n−2)

2 trójk¡tów z P1 jako jednym z wierzchoªków. Niech

S = P1PiPj , gdzie 2 ≤ i ≤ j ≤ n. Wtedy |S| = (n−1)(n−2)
2 . W S, ka»dy ró»no-

boczny trójk¡t pojawia si¦ sze±¢ razy, poniewa» jest 3! sposobów wyboru dªugo±ci
boków P1Pi, PiPj , PjP1; ka»dy równoramienny trójk¡t wyst¦puje trzy razy, bo
mamy trzy sposoby wyboru P1Pi, PiPj , PjP1 jako podstawy tego trójk¡ta; ka»dy
za± równoboczny trójk¡t, je±li jest, wyst¦puje raz. St¡d równanie:

(n− 1)(n− 2)

2
= N1 + 3N2 + 6N3. (∗)

Jest te» oczywiste, »e istnieje maksymalnie jeden trójk¡t równoboczny o wierz-
choªku w P1. St¡d N1 = 1 lub N1 = 0, czyli N1 = 1 − p dla pewnego p ∈ 0, 1.
Aby wyznaczy¢ N2, mo»emy zawsze obróci¢ trójk¡t tak, by P1 nie byª wierzchoª-
kiem przy podstawie. St¡d, rozwa»amy takie trójk¡ty P1PiPj , gdzie P1Pi = P1Pj .
Je±li liczba n jest parzysta, jest n−2

2 takich równoramiennych trójk¡tów, po±ród
których jeden mo»e by¢ równoboczny. Je±li liczba n jest nieparzysta, mamy n−1

2
takich trójk¡tów, po±ród których te» mógª pojawi¢ si¦ jeden trójk¡t równoboczny.
St¡d:

N1 +N2 =
n− 2 + q

2
, (∗∗)

gdzie q ∈ 0, 1. Z (∗) i (∗∗) mamy:

12N = 12(N1 +N2 +N3) = 2(N1 + 3N2 + 6N3) + 6(N1 +N2) + 4N1 =

= (n− 1)(n− 2) + 3(n− 1 + q) + 4(1− p) = n2 + 3q − 4p,

gdzie p, q ∈ 0, 1. Wiedz¡c, »e −4 ≤ 3q− 4p ≤ 3, N jest liczb¡ caªkowit¡ najbli»sz¡
n2

12 , mo»emy zapisa¢: N = bn2

12 + 1
2c.

Problem 9

Niech n i k b¦d¡ dodatnimi liczbami caªkowitymi speªniaj¡cymi nast¦puj¡ce wªa-
sno±ci: Istnieje taki zbiór T n punktów pªaszczyzny, »e:
1) �adne trzy nie s¡ wspóªliniowe.
2) Dla ka»dego punktu P z T istnieje maksymalnie k równoodlegªych od P punk-
tów w T .
Udowodni¢, »e:

k <
1

2
+
√
2n.

Rozwi¡zanie

Niech A = T = P1, P2, ..., Pn i niech B = li,j dla 1 ≤ i < j ≤ n, gdzie li,j jest
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symetraln¡ PiPj . Wtedy |B| =
(
n
2

)
. Niech S = (Pi, lj,k), gdzie Pi le»y na lj,k. Skoro

»adne trzy punkty nie s¡ wspóªliniowe, mamy |S(∗, lj,k)| ≤ 2. St¡d

S =
∑

lj,k∈B
|S(∗, lj,k)| ≤ 2|B| = n2 − n.

Z drugiej strony, poniewa» Pi jest równoodlegªe od przynajmniej k innych punk-
tów, Pi le»y na symetralnych odcinków utworzonych przez ka»de dwa spo±ród tych
punktów. St¡d |S(Pi, ∗)| ≥

(
k
n

)
, wi¦c

S =
∑
Pi∈A

|S(Pi, ∗)| ≥ n

(
k

2

)
=

n(k2 − k)

2
.

�¡cz¡c powy»sze wyniki otrzymujemy

k2 − k − 2(n− 1) ≤ 0.

Po wykonaniu oblicze« daje to:

1

2
−
√

2n− 7

4
≤ k ≤ 1

2
+

√
2n− 7

4
,

z czego bezpo±rednio wynika teza zadania.

Problem 10

Maj¡c danych n wspóªliniowych punktów rozwa»my odlegªo±ci mi¦dzy nimi. Za-
ªó»my, »e ka»da odlegªo±¢ wyst¦puje maksymalnie 2 razy. Udowodni¢, »e istnieje
co najmniej bn2 c odlegªo±ci wyst¦puj¡cych dokªadnie raz.

Rozwi¡zanie

Niech x b¦dzie liczb¡ odlegªo±ci wyst¦puj¡cych raz, a y - odlegªo±ci wyst¦puj¡-
cych dwa razy. Chcieliby±my znale¹¢ dolne ograniczenie caªkowitej liczby ró»nych
odlegªo±ci, czyli x + y. Aby to zrobi¢, policzymy odcinki od lewej do prawej ze
wzgl¦du na ich lewy koniec. Oznaczmy punkty P1, P2, ..., Pn od lewej do pra-
wej. P1 jest lewym ko«cem n − 1 odcinków ró»nych dªugo±ci. Dalej, P2 jest le-
wym ko«cem n − 2 odcinków, z których jednak niektóre mogªy zosta¢ policzone
przy rozwa»aniu P1. Zauwa»my, »e dwa razy policzona zostaªa maksymalnie jed-
na dªugo±¢ - w innym wypadku, je±li P1Pi = P2Pj i P1Pk = P2Pl, otrzymujemy
równo±¢ P1P2 = PiPj = PkPl, co jest sprzeczne z warunkami zadania. St¡d,
co najwy»ej jedna dªugo±¢ zostaªa powtórzona przy rozwa»aniu P2, wi¦c w tym
przypadku mamy przynajmniej n − 3 nowych dªugo±ci. Przy rozwa»aniu P3 jako
lewego ko«ca otrzymujemy przynajmniej n − 5 nowych dªugo±ci, to jest n − 3
pomniejszone o mo»liwe powtórzenia z P1 i P2. Prowadzimy dalej to rozumowa-
nie i dochodzimy do wniosku, »e róznych dªugo±ci odcinków jest przynajmniej
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(n− 1) + (n− 3) + (n− 5) + (n− 7) + ... . Je±li liczba n jest nieparzysta, suma
ta jest równa n2−1

4 , a je±li jest parzysta - n2

4 .

Wiemy, »e caªkowita liczba odcinków jest równa x + 2y, czyli n(n−1)
2 . Z powy»-

szych obserwacji wynika za±, »e x+ y ≥ bn2

4 c, wi¦c 2x+2y ≥ bn2

2 c. W takim razie

x ≥ bn2

2 c − (n
2

2 −
n
2 ) = b

n
2 c, co byªo do udowodnienia.

Problem 11

Hrabia Ludwik rozkazaª upiec 68 ró»nych ró»nych ciast z ró»nych cukierniczych
mikstur. Niektóre z mikstur s¡ sªodkie. Ka»de ciasto zrobione jest z pi¦ciu mikstur,
z których co najmniej jedna jest sªodka. Wiadomo, »e dla ka»dych trzech mikstur
istnieje dokªadnie jedno ciasto je zawieraj¡ce. Udowodni¢, »e przynajmniej jedno
z ciast jest wyj¡tkowo sªodkie - skªadaj¡ si¦ na nie przynajmniej cztery sªodkie
mikstury.

Rozwi¡zanie

Przeprowadzimy dowód nie wprost, przypuszczaj¡c, »e nie ma wyj¡tkowo sªodkich
ciast. Zaªó»my, »e mamy n rodzajów mikstur, oznaczonych s1, s2, ..., sn, spo±ród
których s1, s2, ..., sm to mikstury sªodkie.
Ka»d¡ trójk¦ mikstur nazywijmy wywarem. Policzymy caªkowit¡ liczb¦ wywarów
na dwa sposoby. Co oczywiste, mamy

(
n
3

)
wywarów. Z drugiej strony, ka»de ciasto

zawiera w sobie
(
5
3

)
= 10 wywarów. Poniewa» ka»dy wawar wyst¦puje tylko w

jednym z ciast, mamy 68 · 10 =
(
n
3

)
, wi¦c n = 17.

Zaªó»my, »e mikstura si zostaªa u»yta do ci ciast. Dla ka»dego z tych ciast, jest(
4
2

)
= 6 wywarów zawieraj¡cych si. W takim razie mamy 6ci wywarów zawiera-

j¡cych si. Z drugiej strony,
(
16
2

)
= 120 wywarów zawiera si. St¡d ci = 20, czyli

ka»da mikstura zostaªa u»yta do dokªadnie 20 ciast.
Przypu±¢my, »e si i sj , dla 1 ≤ i < j ≤ 17, zostaªy u»yte do ci,j ciast. Dla ka»dego
z tych ciast s¡ dokªadnie

(
3
1

)
= 3 wywary zawieraj¡ce zarówno si, jak i sj . W

takim razie jest 3ci,j wywarów zawieraj¡cych si i sj . Z drugiej strony
(
15
1

)
= 15

wywarów zawiera si i sj . St¡d ci,j = 3, czyli ka»da para mikstur zostaªa u»yta w
dokªadnie 5 ciastach.
Zaªó»my, »e si, sj , sk, dla 1 ≤ i < j < k ≤ 17, s¡ u»yte razem do ci,j,k ciast - z
warunków zadania wiemy, »e ci,j,k = 1. Dalej, zaªó»my, »e si, sj , sk, sl s¡ u»yte do
ci,j,k,l ciast. Z pocz¡tkowego zaªo»enia mamy ci,j,k,l = 0, je±li 1 ≤ i < j < k < l ≤
m.
Teraz skorzystajmy z wiedzy, »e ka»de ciasto zawiera przynajmniej jedn¡ sªodk¡
mikstur¦. Policzmy wi¦c caªkowit¡ liczb¦ ciast na dwa sposoby. Wiadomo, »e jest
ich 68. Z drugiej strony, z zasady wª¡cze« i wyª¡cze« mamy

68 =
m∑
i=1

ci −
∑

1≤i<j≤m
ci,j +

∑
1≤i<j<k≤m

ci,j,k =
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= 20m− 5

(
m

2

)
+

(
m

3

)
=

1

6
m(m2 − 18m+ 137),

czyli 68 · 6 = m(m2 − 18m + 137). Teraz wystarczy udowodni¢, »e nie istnieje
m ≤ n = 17 speªniaj¡ce powy»sz¡ równo±¢. W tym celu rozwa»ymy reszty z
dzielenia przez 5 obu stron równania.

3 ≡ m(m2 − 3m+ 2) ≡ m(m− 1)(m− 2) (mod 5).

Co wida¢, powy»sze równanie nie ma rozwi¡za« caªkowitych, z czego wynika, »e
pocz¡tkowe zaªo»enie o nieistnieniu wyj¡tkowo sªodkiego ciasta jest zwyczajn¡, acz
fataln¡ pomyªk¡. Owiane legend¡ wyj¡tkowo sªodkie ciasto istnieje wi¦c naprawd¦.

Problem 12

Znale¹¢ najwi¦ksz¡ liczb¦ naturaln¡ k o nast¦puj¡cej wªasno±ci:
Istnieje k takich ró»nych podzbiorów zbioru n-elementowego, »e ka»de dwa maj¡
niepust¡ cz¦±¢ wspóln¡.

Rozwi¡zanie

Oznaczmy szukan¡ liczb¦ przez k(n). Niech a b¦dzie ustalonym elementem zbio-
ru n-elementowego X. Rodzina R wszystkich pozbiorów zbioru X postaci B ∪ a,
gdzie B jest podzbiorem zbioru X \ a, ma niepust¡ cz¦±¢ wspóln¡ - a nale»y do
ka»dego z tych podzbiorów. Rodzina R skªada si¦ z 2n−1 podzbiorów B zbioru
(n− 1)-elementowego X \ a jest równa 2n−1. Zatem k(n) ≥ 2n−1.
Z drugiej strony, je»eli zbiór A nale»y do pewnej rodziny R podzbiorów zbioru
X, w której ka»de dwa podzbiory maj¡ niepust¡ cz¦±¢ wspóln¡, to zbiór X \ A
nie nale»y do R. W takim razie liczba podzbiorów nale»¡cych do rodziny R nie
przekracza poªowy liczby wszystkich podzbiorów X, czyli k(n) ≤ 2n

2 = 2n−1. Z
obu nierówno±ci wynika, »e k = 2n−1.


