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1.1 Teoria

De�nicja 1.1 Klik¡ nazywamy graf peªny; ka»de dwa wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦-

dzi¡.

De�nicja 1.2 Klik¡ k-wierzchoªkow¡ nazywamy klik¦ posiadaj¡c¡ k wierzchoªków.

De�nicja 1.3 Grafem k-wolnym nazywamy graf niezawieraj¡cy kliki k-wierzchoªkowej.

De�nicja 1.4 Stopniem wierzchoªka grafu nazywamy liczb¦ kraw¦dzi s¡siaduj¡cych z

wierzchoªkiem. Oznaczany jako degWi, gdzie Wi jest wierzchoªkiem.

Twierdzenie 1.1 (Twierdzenia Mantela)

Maksymalna liczba kraw¦dzi w gra�e o n wierzchoªkach, w którym nie ma trójk¡tów, jest

równa
⌊
n2

4

⌋
.

Dowód Przeprowad¹my dowód indukcyjny. Dla n = 1 i n = 2, teza jest oczywista.

Zaªó»my, »e n > 2 i nasz graf G ma pewn¡ kraw¦d¹ AB. Z zaªo»enia indukcyjnego,

podgraf W utworzony z pozostaªych n− 2 wierzchoªków (G bez A i B), ma co najwy»ej

b (n−2)
2

4 c kraw¦dzi. Zauwa»my teraz, »e ka»dy wierzchoªek C nale»¡cy do W , ma kra-

w¦d¹ z co najwy»ej jednym z wierzchoªków A i B (inaczej powstaªby trójk¡t). Takich

wierzchoªków jest n− 2 i dodatkowo nale»y jeszcze policzy¢ kraw¦d¹ AB, wi¦c G ma co

najwy»ej: ⌊
(n− 2)2

4

⌋
+ (n− 2) + 1 =

⌊
(n− 2)2 + 4(n− 2) + 4 · 1

4

⌋
=

⌊
n2

4

⌋
kraw¦dzi - co ko«czy dowód.

�

Lemat 1.1 (Lemat Zarankiewicza)

Je»eli G jest grafem niezawieraj¡cym k-wierzchoªkowej kliki, to istnieje wierzchoªek G,

którego stopie« nie przekracza
⌊
k−2
k−1n

⌋
.

Dowód Zaªó»my przeciwnie. Oznaczmy zbiór wierzchoªków poª¡czonych z Vi przez

Ai oraz we¹my pewien wierzchoªek V1. Z zaªo»enia:

|Ai| >
⌊
k − 2

k − 1
n

⌋
≥ 1 +

⌊
k − 2

k − 1
n

⌋
> 0

Zatem istnieje V2 ∈ A1. Nast¦pnie:

|A1 ∩A2| = |A1|+ |A2| − |A1 ∪A2| ≥ 2(1 +

⌊
k − 2

k − 1
n

⌋
)− n > 0
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Zatem istnieje V3 ∈ A1 ∩A2. Kontynuuj¡c rozumowanie otrzymujemy, »e dla ka»dego i:

|
j⋂

i=1

Ai| ≥ j(1 +

⌊
k − 2

k − 1
n

⌋
)− (j − 1)n

W szczególno±ci, dla j = k − 1:

|
k−1⋂
i=1

Ai| ≥ (k − 1)(1 +

⌊
k − 2

k − 1
n

⌋
)− (k − 2)n > 0

Zatem istnieje wierzchoªek Vk ∈
⋂k−1

i=1 Ai. Ale widzimy, »e wtedy wierzchoªki V1, ..., Vk

tworz¡ klik¦ k-wierzchoªkow¡. Uzyskali±my sprzeczno±¢, co ko«czy dowód.

�

Twierdzenie 1.2 (Twierdzenie Turana)

Najwi¦ksz¡ liczb¡ kraw¦dzi, jak¡ mo»e posiada¢ n-wierzchoªkowy graf niezawieraj¡cy k-
wierzchoªkowej kliki jest:

k − 2

k − 1
· n

2 − r2

2
+

(
r

2

)
gdzie r jest reszt¡ z dzielenia n przez k − 1.

Dowód Przeprowad¹my dowód indukcyjny ze wzgl¦du na n. Dla n = 1, teza jest

oczywista. Zaªó»my teraz, »e teza jest prawdziwa dla wszystkich grafów o n−1 wierzchoª-
kach niezawieraj¡cych kliki k-wierzchoªkowej. Z lematu Zarankiewicza, z danego grafu

G (niezawieraj¡cego k-wierzchoªkowej kliki) mo»emy wybra¢ wierzchoªek o stopniu nie

wiekszym ni» bk−2k−1nc. Z zaªo»enia indukcyjnego, podgraf utworzony z pozostaªych n−1
wierzchoªków nie zawiera kliki k-wierzchoªkowej. Zatem liczba kraw¦dzi grafu G nie

przekracza: ⌊
k − 2

k − 1
n

⌋
+

k − 2

k − 1
· n

2 − s2

2
+

(
s

2

)
gdzie s ≡ n− 1 (mod k− 1). Widzimy, »e: n ≡ r (mod k− 1), r < k− 1 oraz n− 1 ≡ s
(mod k − 1), s < k − 1↔ n ≡ s+ 1 (mod k − 1).
Rozwa»my 2 przypadki. W pierwszym, s < k − 2, czyli s + 1 < k − 1, wi¦c s + 1 = r,
s = r − 1. W drugim przypadku, s = k − 2 ≡ −1 (mod k − 1), czyli r = 0. Po
podstawieniu s widzimy, »e:⌊

k − 2

k − 1
n

⌋
+

k − 2

k − 1
· n

2 − s2

2
+

(
s

2

)
=

k − 2

k − 1
· n

2 − r2

2
+

(
r

2

)
Pozostaªo pokaza¢, »e da si¦ skonstruowa¢ graf o n-wierzchoªkach niezawieraj¡cy k-
wierzchoªkowej kliki, który ma tyle kraw¦dzi. Niech n = (k − 1)q + r. Rozwa»my k − 1
grup wierzchoªków, z których r ma po q + 1 elementów, a k − 1 − r (reszta) ma po

q elementów i poª¡czmy wierzchoªki, które nie znajduj¡ si¦ w tych samych grupach.
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Jedyne kraw¦dzie, które nie zostaªy narysowane, to te w obr¦bie poszczególnych grup.

Jest ich dokªadnie: r ·
(
q+1
2

)
+ (k− 1− r) ·

(
q
2

)
. Podstawmy x za k− 1. Zatem caªkowita

liczba kraw¦dzi jest równa:(
n

2

)
− (r ·

(
q + 1

2

)
+ (x− r) ·

(
q

2

)
) =

n2 − n− rq(q + 1)− (x− r)q(q − 1)

2
=

=
n2 − n− 2rq − xq2 + xq

2
=

n2 − n− 2rq − xq2 + n− r

2
=

=
(xq + r)2 − (xq + r)− 2rq − xq2 + n− r

2
=

x2q2 + 2xqr + xq2 − 2rq + (r2 − r)

2
=

=
(x− 1)(q2x+ 2qr)

2
+

(
r

2

)
=

(x− 1)(q2x2 + 2qrx)

2x
+

(
r

2

)
=

=
(x− 1)(n2 − r2)

2x
+

(
r

2

)
=

k − 2

k − 1
· n

2 − r2

2
+

(
r

2

)
Widzimy, »e skonstruowany graf ma maksymaln¡ liczb¦ kraw¦dzi oraz nie posiada kliki

k-wierzchoªkowej. Taki graf nazywamy grafem Turana i oznaczamy przez T (n, k).
Uwaga 1: W wielu ¹ródªach znajdujemy nieco inne sformuªowanie tego twierdzenia,

mówi¡ce o tym, »e maksymaln¡ liczb¡ kraw¦dzi jest k−2
k−1 ·

n2

2 . Zauwa»my, »e odpowiada

to przypadkowi, gdy r = 0, czyli k−1 dzieli n i rzeczywi±cie k−2
k−1 ·

n2−r2
2 +

(
r
2

)
≤ k−2

k−1 ·
n2

2 .

Uwaga 2: Nale»y jeszcze zauwa»y¢, »e k−2
k−1 ·

n2−r2
2 +

(
r
2

)
zwykle nie jest liczb¡ caªkowit¡.

Wtedy oczywi±cie bierzemy pod uwag¦ podªog¦ z tego wyra»enia (takie sformuªowanie

te» si¦ pojawia w niektórych ¹ródªach).

Uwaga 3: Udowodnione wcze±niej Twierdzenie Mantela wynika wprost z Twierdzenia

Turana.

�

Twierdzenie 1.3 (Twierdzenie Ramsaya)

W gra�e peªnym o Rk wierzchoªkach i pokolorowanym k kolorami mo»na znale¹¢ jedno-

kolorowy trójk¡t; Rk jest dane wzorem rekurencyjnym: R1 = 3, Rk = k(Rk−1 − 1) + 2 i

jest jednocze±nie najmniejsz¡ liczb¡ o tej zale»no±ci.

Dowód Przeprowad¹my dowód indukcyjny. Graf pokolorowany jednym kolorem ma

oczywi±cie jednokolorowy trójk¡t je»eli ma co najmniej 3 wierzchoªki. Zatem R1 =
3. Zaªó»my wi¦c, »e twierdzenie jest prawdziwe dla k − 1 i we¹my graf peªny o Rk

wierzchoªkach pokolorowany k kolorami. Rozwa»my dowolny wierzchoªek tego grafu.

Jest on poª¡czony z ka»dym z pozostaªych k(Rk−1 − 1) + 1 wierzchoªków jednym z k
kolorów, wi¦c z zasady szu�adkowej, z pewnymi Rk−1 wierzchoªkami jest poª¡czony tym

samym kolorem (niech to b¦dzie kolor niebieski). Je»eli które± 2 wierzchoªki z tych Rk−1
s¡ poª¡czone kolorem niebieskim, to mamy niebieski trójk¡t. W przeciwnym wypadku,

po±ród Rk−1 wierzchoªków nie wystepuje kolor niebieski, wi¦c s¡ one poª¡czone ze sob¡

tylko k−1 kolorami. Zatem z zaªo»enia indukcyjnego istnieje po±ród nich jednokolorowy

trójk¡t - co ko«czy dowód.
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�

Problem 1

Ile kraw¦dzi mo»e zawiera¢ graf o n wierzchoªkach, w którym nie ma kliki 5-wierzchoªkowej?

Dowód Z Twierdzenia Turana, graf niezawieraj¡cy 5-wierzchoªkowej kliki mo»e mie¢

maksymalnie:
3

4
· n

2 − r2

2
+

(
r

2

)
≤ 3n2

8

kraw¦dzi.

�

Problem 2

W pewnym pa«stwie jest 1998 miast. Dla ka»dych trzech miast, przynajmniej dwa z

nich nie s¡ bezpo±rednio poª¡czone. Najwi¦ksza liczba bezpo±rednich poª¡cze« jest rów-

na 9992.

Dowód Niech zbiór 1998 miast b¦dzie grafem, gdzie ka»da kraw¦d¹ jest bezpo±red-

nim poª¡czeniem. Z zaªo»enia wynika, »e w tym gra�e nie ma kliki 3-wierzchoªkowej.

Zatem, na mocy twierdzenie Turana, najwi¦ksza mo»liwa liczba bezpo±rednich poª¡cze«

(kraw¦dzi) jest równa:
1

2
· 1998

2

2
=

19982

4
= 9992

�

Problem 3

Zbiór 1, 2, 3, ..., 65 podzielono na cztery rozª¡czne zbiory. Istniej¡ takie liczby a, b, c
(niekoniecznie ró»ne) nale»¡ce do jednego z tych zbiorów, »e a+ b = c.

Dowód Niech ka»dy podzbiór oznacza jeden kolor. We¹my 66 punktów, ponumerujmy

je liczbami od 1 do 66 i pomalujmy kraw¦d¹ kolorem przyporz¡dkowanym do zbioru, do

którego nale»y ró»nica numerów przy tej kraw¦dzi. Z twierdzenia Ramseya wynika, »e 3 z

tych punktów s¡ poª¡czone tym samym kolorem (poniewa» R4 = 66). Ponumerujmy je a,

b, c zakªadaj¡c bez straty ogólno±ci, »e a < b < c oraz niech: x = b−a, y = c−b, z = c−a.
Wtedy x, y, z nale»¡ do jednego podzbioru oraz x+ y = z.

�

Problem 4

Zbiór liczb naturalnych podzielono na 6 parami rozª¡cznych podzbiorów. Istniej¡ takie

liczby naturalne 1 ≤ a < b < c ≤ 2005, »e liczby a2 + b2, a2 + c2, b2 + c2 nale»¡ do tego

samego podzbioru.
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Dowód Rozpatrzmy graf peªny o 2005 wierzchoªkach ponumerowanych liczbami od 1

do 2005. Przypiszmy ka»demu z 6 rozª¡cznych podzbiorów jeden kolor i poª¡czmy wierz-

choªki o numerach x i y kolorem podzbioru, do którego nale»y x2 + y2. Z twierdzenia

Ramseya, istnieje trójk¡t jednokolorowy, poniewa» 2005 < R6 = 1958. Zatem istniej¡

liczby a, b, c, dla których a2 + b2, a2 + c2 i b2 + c2 nale»¡ do tego samego podzbioru.

�

Problem 5

Na okr¦gu o promieniu 1 le»y n ró»nych punktów (n ≥ 2). Je»eli q jest liczb¡ odcinków

o ko«cach w tych punktach i dªugo±ci wi¦kszej ni»
√
2, to 3q ≤ n2.

Dowód Skonstruujmy graf maj¡cy wierzchoªki w okre±lonych w tre±ci punktach i po-

ª¡czmy kraw¦dziami punkty, których odleglo±¢ jest wi¦ksza ni»
√
2. Poka»emy, »e w

tym gra�e nie ma kliki 4-wierzchoªkowej. Zaªó»my nie wprost, »e jest i nazwijmy jej

wierzchoªki w kolejno±ci cyklicznej: A, B, C, D. Poniewa» promie« okr¦gu wynosi 1, to

odcinek o ko«cach na okr¦gu i dªugo±ci
√
2 tworzy ze ±rodkiem okregu k¡t wi¦kszy ni»

90 stopni. Zatem odcinki AB, BC, CD, DA razem tworz¡ ze ±rodkiem k¡t wi¦kszy ni»

360 stopni, co jest niemo»liwe. Zatem graf nie zawiera kliki 4-wierzchoªkowej, wi¦c z

twierdzenia Turana mo»e mie¢ co najwy»ej n2

3 kraw¦dzi.

�

Problem 6

W pewnym pa«stwie jest 2001 miast i ka»de jest poª¡czone bezpo±rednio z przynajmniej

1600 miastami. Najwi¦kszym n, dla którego musi by¢ mo»liwe znalezienie n miast, z któ-

rych ka»de dwa s¡ bezpo±rednio poª¡czone, jest n = 5.

Dowód Niech 2001 miast (wierzchoªków) tworzy graf G. Teza jest równowa»na z tym,

»e nale»y znale¹¢ najwi¦ksze takie n, dla którego musi by¢ mo»liwe znalezienie kliki

n-wierzchoªkowej. Z lematu Zarankiewicza wiemy, »e je»eli G nie zawiera takiej kliki, to

istnieje wierzchoªek, który ma stopie« co najwy»ej równy bn−2n−1 · 2001c. Zatem chcemy

znale¹¢ najwi¦ksze n, dla którego bn−2n−1 · 2001c < 1600, poniewa» wtedy lemat nie b¦dzie

speªniony dla n. Widzimy, »e najwiekszym rozwi¡zaniem jest n = 5. Pozostaªo pokaza¢,
»e dla n > 5, graf nie musi zawiera¢ n-wierzchoªkowej kliki. W szczególno±ci, wystarczy

skonstruowa¢ graf o 2100 wierzchoªkach i stopniach wierzchoªków równych co najmniej

1600 niezawieraj¡cy 6-wierzchoªkowej kliki. Takim grafem jest graf Turana - T(2001, 6),

którego stopie« jest równy b45 · 2001c = 1600, i który nie zawiera 6-wierzchoªkowej kliki.

�

Problem 7

Danych jest 21 punktów na okr¦gu. Istnieje przynajmniej 100 par punktów, takich, »e

para tworzy z ±rodkiem okr¦gu k¡t o warto±ci co najwy»ej 120 stopni.
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Dowód Rozwa»my dwa grafy, jeden (G) utworzony z par punktów, które tworz¡ ze

±rodkiem okr¦gu k¡t nie wi¦kszy ni» 120 stopni, a drugi (W), uzupeªniaj¡cy G do grafu

peªnego (utworzonego z danych 21 punktów). W G, poª¡czmy 2 wierzchoªki je»eli tworz¡

ze ±rodkiem k¡t nie wi¦kszy ni» 120 stopni, a odpowiednio w W, poª¡czmy 2 wierzchoªki

je»eli tak nie jest. Widzimy, »e w ten sposób poªaczyli±my parami wszystkie 21 punktów,

czyli otrzymali±my w sumie
(
21
2

)
= 210 kraw¦dzi. Zauwa»my, »e W jest grafem, który nie

posiada trójk¡tów (gdyby posiadaª, to w danym trójk¡cie które± 2 punkty speªniaªyby

warunek k¡towy - co wynika z tego, »e k¡t przy ±rodku okr¦gu opisanego na trójk¡cie

jest peªny), wi¦c z twierdzenia Turana , W ma maksymalnie 212−1
4 = 110 kraw¦dzi.

Zatem G ma co najmniej 210− 110 = 100 kraw¦dzi, co ko«czy dowód.

�

Problem 8

Niech A b¦dzie podzbiorem zbioru S = {1, 2, ..., 1000000} maj¡cym dokªadnie 101 ele-

mentów. Istniej¡ t1, t2, ..., t100 ∈ S takie, »e zbiory Aj = {x+ tj |x ∈ A}, j = 1, 2, ..., 100
s¡ parami rozª¡czne.

Dowód Niech A = a1 < a2 < ... < a101. Narysujmy graf maj¡cy 106 wierzchoªków

i poª¡czmy wierzchoªki i oraz j je»eli zbiory (A + i) i (A + j) s¡ rozª¡czne. Widzimy,

»e »eby wierzchoªek k byª poª¡czony z wierzchoªkiem l, to k − l nie mo»e by¢ równe

ai − aj (ai 6= aj). Liczb takiej postaci jest 101 · 100, zatem ka»dy wierzchoªek jest stop-

nia co najmniej 106−101 ·100. Zatem graf ma co najmniej 106(106−101·100)
2 (*) kraw¦dzi.

Teza b¦dzie zachodzi¢, je»eli w danym gra�e mo»na znale¹¢ klik¦ 100-wierzchoªkow¡. Z
twierdzenia Turana wiemy, »e istnieje klika 100-wierzchoªkowa je»eli graf ma wi¦cej ni»:

k − 2

k − 1
· n

2 − r2

2
+

(
r

2

)
=

98

99
· 10

12 − 1

2
+

(
1

2

)
kraw¦dzi. Mo»na sprawdzi¢, »e powy»sza liczba jest mniejsza ni» (*), zatem teza zacho-

dzi.

�

Problem 9

Na konferencji jest n delegatów i ka»dy zna co najwy»ej k j¦zyków. W ka»dej trójce, co

najmniej dwóch delegatów mówi wspólnym j¦zykiem. Najmniejszym n, takim »e dla ja-

kiejkolwiek kon�guracji speªniaj¡cej powy»sze kryteria, mo»liwe jest znalezienie j¦zyka,

którym mówi co najmniej trzech delegatów, jest n = 2k + 3.

Dowód Najpierw poka»emy, »e teza zachodzi dla n = 2k+3. Skonstruujmy graf, w któ-

rym wierzchoªkami b¦d¡ delegaci i poª¡czmy kraw¦dzi¡ par¦ delegatów, je»eli nie mówi¡

tym samym j¦zykiem. Z zaªo»enia, w grupie trzech delegatów, przynajmniej dwóch mówi
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wspólnym j¦zykiem, zatem nasz graf nie zawiera kliki 3-wierzchoªkowej. Z lematu Za-

rankiewicza, istnieje pewien wierzchoªek A, którego stopie« nie przekracza bn2 c. Wynika

z tego, »e nie jest poª¡czony z przynajmniej k+1 wierzchoªkami. Zatem delegat A, mo»e

si¦ dogada¢ w pewnym j¦zyku z ka»dym z pewnej grupy k+1 delegatów. Ale poniewa»

A zna co najwy»ej k j¦zyków, to porozumiewa si¦ z przynajmniej dwoma delegatami

z tej grupy tym samym j¦zykiem. Znale¹li±my wi¦c grup¦ 3 delegatów mówi¡cych tym

samym j¦zykiem. Pozostaªo wykaza¢, »e mo»na tak rozdzieli¢ j¦zyki pomi¦dzy 2k + 2
delegatów, »eby teza nie zachodziªa (poniewa» wtedy b¦dziemy wiedzie¢, »e 2k + 3 jest

najmniejsz¡ liczba speªniaj¡c¡ warunki zadania). Podzielmy ich na 2 grupy po k + 1
delegatów ka»da i przydzielmy ka»dej parze w obr¦bie grupy, inny j¦zyk, w którym si¦

komunikuje. Widzimy, »e ka»dy delegat mówi k-j¦zykami oraz dla ka»dej grupy trzech

delegatów, dwóch znajdzie si¦ w tej samej grupie, wi¦c mówi wspólnym j¦zykiem. Wi-

da¢, »e w tej sytuacji teza nie zachodzi, poniewa» ka»dym j¦zykiem mówi co najwy»ej

dwóch delegatów.

�

Problem 10

Dany jest graf G posiadaj¡cy n2 + 1 kraw¦dzi i 2n wierzchoªków (n ≥ 3). G zawiera

dwa trójk¡ty dziel¡ce wspólny bok.

Dowód Przeprowad¹my dowód indukcyjny. Dla n = 3, nasz graf (G) ma 6 wierzchoªków

i 10 kraw¦dzi. Z twierdzenia Turana, je»eli graf 6-wierzchoªkowy nie zawiera trójk¡ta,

to ma co najwy»ej 36
4 = 9 kraw¦dzi. Zatem graf G zawiera trójk¡t. Mo»emy wybra¢ 2

wierzchoªki A i B tego trójk¡ta o stopniu tej samej parzysto±ci. Je»eli graf utworzony z

pozostaªych 4 wierzchoªków zawiera co najmniej 5 kraw¦dzi, to teza zachodzi. Zaªó»my,

wi¦c, »e zawiera co najwy»ej 4 kraw¦dzie. Wtedy, co najmniej 6 kraw¦dzi ma ko«ce w

A i B. Poniewa» pomi¦dzy A i B ju» jest kraw¦d¹, to z A lub B wychodzi co najmniej

5 kraw¦dzi, ale poniewa» stopnie A i B s¡ tej samej parzysto±ci, to wychodzi z A lub B

co najmniej 6 kraw¦dzi. Ale poniewa» ª¡cz¡ one A i B z 4 pozostaªymi wierzchoªkami,

to z zasady szu�adkowej, co najmniej 2 z tych 4 wierzchoªków, s¡ poª¡czone zarówno

z A, jak i z B - co dowodzi tezy dla n = 3. Zaªó»my, »e teza zachodzi dla n i stosuj¡c

analogiczne rozumowanie poka»my, »e zachodzi te» dla n+1 (graf W). Poniewa» W ma

2(n+1) wierzchoªków i (n+1)2 +1 kraw¦dzi, to z twierdzenia Turana zawiera trójk¡t.

Ponownie, wybieramy z trójk¡ta 2 wierzchoªki o stopniach tej samej parzysto±ci. Je»eli

pozostaªe 2n wierzchoªków (*) zawiera co najmniej n2+1 kraw¦dzi, to na mocy zaªo»e-

nia indukcyjnego, teza zachodzi. W przeciwnym wypadku, co najmniej 2n+2 kraw¦dzi

ma ko«ce w A lub B, ale poniewa» jest kraw¦d¹ pomi¦dzy A i B oraz ich stopnie s¡ tej

samej parzysto±ci, to przynajmniej 2n+2 kraw¦dzi wychodzi z A lub B do (*). Tak jak

dla n = 3, istniej¡ dwa wierzchoªki z (*), z których ka»dy jest poª¡czony z A i B - co

ko«czy dowód.

�
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Problem 11

Graf o n wierzchoªkach i k kraw¦dziach zawiera co najmniej k
3n(4k − n2) trójk¡tów.

Dowód Ponumerujmy wierzchoªki grafu od 1 do n, oznaczmy je vi i niech wierzchoªek

vi ma stopie« di. We¹my vi oraz vj : vi jest poª¡czony z (di − 1) spo±ród pozostaªych

(n−2) wierzchoªków, a vj - z (dj −1). Poniewa» innych wierzchoªków ni» vi oraz vj jest
tylko (n − 2), to liczba wierzchoªków poª¡czonych zarówno z vi, jak i z vj jest równa

przynajmniej:

(di − 1) + (dj − 1)− (n− 2) = (di + dj − n)

Tyle jest te» przynajmniej trójk¡tów o kraw¦dzi vivj . Zatem caªkowita liczba trójk¡tów

jest równa 1
3 ·
∑

vivj∈E (di + dj − n), gdzie E to jest zbiór kraw¦dzi. Ale
∑

vivj∈E (di + dj) =∑n
i=1 (di)

2, poniewa» ka»dy wierzchoªek i pojawia si¦ w dokªadnie di wyrazach. Zatem
caªkowita liczba trójk¡tów jest równa:

1

3
·

n∑
i=1

(di)
2 − 1

3
· nk

Z nierówno±ci Cauchy'ego Schwarza:

n∑
i=1

(di)
2 ≥

(
∑n

i=1 di)
2

n
=

(2k)2

n
=

4k2

n

Sk¡d w oczywisty sposób uzyskujemy tez¦.

�

Problem 12

Niech A1, A2, ..., A101 b¦d¡ ró»nymi podzbiorami zbioru 1, 2, ..., n, »e suma którychkol-

wiek 50 podzbiorów ma wi¦cej ni» 50
51n elementów. Po±ród nich s¡ takie trzy, »e dowolne

dwa z tych trzech maj¡ element wspólny.

Dowód Rozwa»my graf G, którego wierzchoªkami s¡ dane podzbiory i poª¡czmy dwa

podzbiory je»eli maj¡ wspólne elementy. Zaªó»my, »e G nie zawiera kliki 3-wierzchoªkowej

(w przeciwnym wypadku teza jest oczywista). Udowodnijmy, »e istnieje grupa przynaj-

mniej 51 wierzchoªków, z których ka»dy ma stopie« co najwy»ej 50. Zaªó»my nie wprost,

»e tak nie jest, czyli istnieje grupa 51 wierzchoªków, ka»dy o stopniu równym co najmniej

51 (*). Wybierzmy wierzchoªek A nale»¡cy do tej grupy. A jest poª¡czone z co najmniej

51 wierzchoªkami, wi¦c z (*) wiemy, »e A musi by¢ poª¡czone z pewnym wierzchoªkiem

B, którego stopie« te» jest co najmniej 51. Poniewa» A i B s¡ poª¡czone z co najmniej

51 wierzchoªkami, a wierzchoªków innych ni» A i B jest 99, to musi istnie¢ wierzchoªek

C, który jest poª¡czony zarówno z A, jak i z B. Uzyskali±my sprzeczno±¢, poniewa» w

G nie ma trójk¡ta. Zatem mo»emy znale¹¢ wierzchoªki Ai1 , ..., Ai51 , z których ka»dy ma

stopie« co najwy»ej 50. Wynika z tego, »e podzbiór Ai1 jest rozª¡czny z co najmniej



10 1 Ekstremalna Teoria Grafów

pi¦¢dziesi¦cioma podzbiorami. Poniewa» iloczyn tych 50 podzbiorów ma wi¦cej ni» 50
51n

elementów, wnioskujemy, »e |Ai1 | < n− 50
51 · n = n

51 . W podobny sposób: |Aij | < n
51 dla

ka»dego j ∈ 1, 2, ..., 51. Zatem:

|Ai1 ∪Ai2 ∪ ... ∪Ai50 | ≤ |Ai1 |+ ...+ |Ai50 | < 50 · n
51

=
50

51
n

Co jest sprzeczne z zaªo»eniami zadania.

�

Problem 13

Niech G b¦dzie grafem niezawieraj¡cym trójk¡tów (1), takim, »e »aden jego wierzchoªek

nie jest przystaj¡cy do wszystkich pozostaªych wierzchoªków (2) oraz je»eli A i B nie

s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡, to istnieje taki wierzchoªek C, »e AC i BC s¡ kraw¦dziami (3).

Wszystkie wierzchoªki maj¡ ten sam stopie«.

Dowód Rozpatrzmy punkt A tego grafu o stopniu m i s¡siadach B1, ..., Bm. Z (1),

dla i 6= j, Bi i Bj nie s¡ poª¡czone i z (3), punkt C 6= A nie mo»e by¢ poª¡czony z Bi

oraz Bj jednocze±nie. Zatem s¡siadów Bi postaci Cij (ró»nych od A i ró»nych od pozo-

staªych Bj) jest dokªadnie degBi− 1. Jedynymi punktami, które mog¡ by¢ poª¡czone z

Cij (nie licz¡c Bi) s¡ inne Chk, poniewa» z (3) wynika, »e ka»dy wierzchoªek grafu jest

poª¡czony z A ±cie»k¡ dªugo±ci 1 lub 2 (Innymi sªowy, jedynymi punktami tego grafu

s¡: A, s¡siedzi A, czyli Bi, oraz s¡siedzi punktów Bi - oznaczane jako C z odpowiednim

indeksem). Ale z (2), Cij nie mo»e by¢ poª¡czone z Cik oraz nie mo»e by¢ poª¡czone z

ró»nymi Ckh i Ckh′ z (3), zatem jest poªaczone z co najwy»ej jednym punktem postaci

Ckh dla ka»dego k 6= i (*). Dodatkowo, zauwa»my, »e z (3) wynika, »e musi istnie¢ punkt

X poª¡czony z Bk i Cij (k 6= i) oraz jedynymi punktami poª¡czonymi z Bk s¡ A i Ckh.

Zatem Cij musi by¢ poª¡czone z przynajmniej jednym punktem Ckh dla ka»dego k 6= i
(**). Z (*) oraz (**) wnioskujemy, »e stopie« Cij jest równy m.

Ale gdyby±my wystartowali z punktu Bi zamiast A i powtórzyli analogiczne rozumowa-

nie, to uzyskaliby±my, »e stopie« Bi jest taki sam jak stopie« Chk, gdzie Chk jest jednym

z s¡siadów Ci1. Zatem wszystkie punkty maj¡ ten sam stopie«.

�

Problem 14

Graf o n wierzchoªkach i k kraw¦dziach nie zawiera trójk¡tów. Mo»na wybra¢ taki wierz-

choªek, »e podgraf utworzony z pozostaªych wierzchoªków ma co najmniej k(1 − 4k
n2 )

kraw¦dzi.

Dowód Dla danego punktu P, podzielmy kraw¦dzie grafu na trzy kategorie: (1) od-

cinki PQ, gdzie Q jest s¡siadem P; (2) odcinki QQ' (Q jest s¡siadem P, wi¦c Q' nim

nie mo»e by¢, poniewa» w tym gra�e nie ma trójk¡tów); (3) odcinki Q'Q�, gdzie Q' i

Q� nie s¡ sasiadami P. Widzimy, »e dla danego P, liczba kraw¦dzi w kategoriach (1)
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i (2) jest równa
∑′ degQ, gdzie

∑′ oznacza, »e sumujemy tylko po s¡siadach P. Za-

tem liczba kraw¦dzi w kategorii (3) jest równa: k −
∑′ degQ. Chcemy wi¦c pokaza¢, »e∑′ degQ ≥ 4k2

n2 .

Sumuj¡c kraw¦dzie w kategoriach (3) dla wszystkich P, otrzymujemy:
∑

P
∑′ degQ

(*), co jest równe
∑

deg2Q (suma po wszystkich punktach Q), poniewa» ka»dy degQ

liczyli±my w sumie (*) dokªadnie degQ razy. Z nierówno±ci Cauchy'ego-Schwarza:

(
∑

degQ)2 ≤ (
∑

12)(
∑

deg2Q) = n ·
∑

deg2Q

Ale
∑

degQ = 2k, wi¦c:

∑
P

′∑
degQ =

∑
deg2Q ≥ (

∑
degQ)2

n
=

4k2

n

Ale poniewa» suma n wyrazów jest równa co najmniej 4k2

n , to przynajmniej jeden wyraz

jest wiekszy lub równy 4k2

n2 . Zatem mo»na znale¹¢ takie P, dla którego
∑′ degQ ≥ 4k2

n2 -

co chcieli±my pokaza¢.

�
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