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1.1 Teoria

Definicja 1.1 Klikqg nazywamy graf petny; kazde dwa wierzchotki sq potgczone krawe-
dzig.

Definicja 1.2 Klikg k-wierzchotkowq nazywamy klike posiadajacg k wierzchotkow.
Definicja 1.3 Grafem k-wolnym nazywamy grof niezawierajgcy kliki k-wierzchotkowej.
Definicja 1.4 Stopniem wierzchotka grafu nazywamy liczbe krowedzi sgsiadujgcych z
wierzchotkiem. Oznaczany joko degW;, gdzie W; jest wierzchotkiem.

Twierdzenie 1.1 (Twierdzenia Mantela)
Maksymalna liczba krawedzi w grafie o n wierzchotkach, w ktdrym nie ma trojkatow, jest
TOWNG [%J

Dow6d Przeprowadzmy dowdéd indukeyjny. Dla n =11 n = 2, teza jest oczywista.
Zatozmy, ze n > 2 i nasz graf G ma pewna krawedz AB. 7 zalozenia indukcyjnego,
podgraf W utworzony z pozostatych n — 2 wierzchotkow (G bez A i B), ma co najwyzej
L("ZQ)QJ krawedzi. Zauwazmy teraz, ze kazdy wierzchotek C nalezacy do W, ma kra-
wedz z co najwyzej jednym z wierzchotkow A i B (inaczej powstatby trojkat). Takich
wierzchotkéw jest n — 2 i dodatkowo nalezy jeszcze policzy¢ krawedz AB, wiec G ma co

najwyzej:

[t |

krawedzi - co koniczy dowdd.

i

Lemat 1.1 (Lemat Zarankiewicza)
Jezeli G jest grafem niezawierajogcym k-wierzchotkowej kliki, to istnieje wierzchotek G,
ktorego stopien nie przekracza %nJ

Dowodd Zatézmy przeciwnie. Oznaczmy zbiér wierzchotkéw potaczonych z V; przez
A; oraz wezmy pewien wierzchotek Vi. Z zalozenia:

k—2 k—2

Zatem istnieje Vo € A;. Nastepnie:

k—2
4101 sl = A1+ 42~ |4 Ul 220+ | £=2m]) =0 >0
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Zatem istnieje V3 € A1 N As. Kontynuujac rozumowanie otrzymujemy, ze dla kazdego i:

(Al 2z [ =3n]) - G-
=1

W szczegolnoscei, dla j = k — 1:

k—1
() Al = (k=11 + {:_fnJ)—(k—z)mo
=1

Zatem istnieje wierzcholek Vi, € ﬂi-:ll A;. Ale widzimy, ze wtedy wierzchotki V1, ..., V;

tworzg klike k-wierzchotkowa. Uzyskalismy sprzecznosé, co koriczy dowod.
O

Twierdzenie 1.2 (Twierdzenie Turana)
Najwiekszq liczbg krawedzi, jokg moze posiadaé n-wierzchotkowy graf niezawierajgcy k-

wierzchotkowej kliky jest:
k—2 n?—r? N r
k—1 2 2

gdzie r jest resztq z dzielenia n przez k — 1.

Dowd6d Przeprowadzmy dowdd indukcyjny ze wzgledu na n. Dla n = 1, teza jest
oczywista. Zatozmy teraz, ze teza jest prawdziwa dla wszystkich graféw o n—1 wierzchot-
kach niezawierajacych kliki k-wierzchotkowej. Z lematu Zarankiewicza, z danego grafu
G (niezawierajacego k-wierzchotkowej kliki) mozemy wybraé¢ wierzchotek o stopniu nie

k—2

wiekszym niz [ 7=fn]. Z zatozenia indukcyjnego, podgraf utworzony z pozostatych n —1

wierzchotkow nie zawiera kliki k-wierzchotkowej. Zatem liczba krawedzi grafu G nie

przekracza:
k—2 +k:—2 n2—s2+ s
1 Tk-1 T 2 P

gdzie s=n—1 (mod k —1). Widzimy, ze: n=r (mod k—1),r <k—1lorazn—1=s
(mod k—1),s<k—1<n=s+1 (mod k—1).

Rozwazmy 2 przypadki. W pierwszym, s < k — 2, czylis+1 < k—1, wiecs+1=r,
s = r — 1. W drugim przypadku, s = k —2 = —1 (mod k — 1), czyli »r = 0. Po
podstawieniu s widzimy, ze:

k—2 +k:—2 n2—52+ S k—2 n2—r2+ r
n . = —
k—1 k—1 2 2 E—1 2 2
Pozostato pokaza¢, ze da sie skonstruowaé graf o n-wierzchotkach niezawierajacy k-
wierzchotkowej kliki, ktory ma tyle krawedzi. Niech n = (k — 1)q + r. Rozwazmy k — 1

grup wierzchotkéow, z ktorych r ma po ¢ + 1 elementéw, a k — 1 — r (reszta) ma po
q elementéw i polaczmy wierzcholki, ktére nie znajduja sie w tych samych grupach.
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Jedyne krawedzie, ktore nie zostaly narysowane, to te w obrebie poszczegélnych grup.
Jest ich doktadnie: 7 - (qgl) 4+ (k—1—=7)-(%). Podstawmy « za k — 1. Zatem calkowita
liczba krawedzi jest rowna:

B e

B n? —n —2rq— xq®> + xq B n?—n-—-2rq—z¢>+n—r
— 5 — 5 —
(xq+7)2 — (zq+7)—2rq —x¢* +n —r B 22q% + 2xqr + xq® — 2rq + (r® — 1) B
N 2 N 2 N
(z = )(Px+2qr) (v _ (z=1)(P* +2gqra)  (r
2 2 2x 2

S ()= )

Widzimy, ze skonstruowany graf ma maksymalng liczbe krawedzi oraz nie posiada kliki
k-wierzchotkowej. Taki graf nazywamy grafem Turana i oznaczamy przez T'(n, k).

Uwaga 1: W wielu zZréodtach znajdujemy nieco inne sformutowanie tego twierdzenia,
moéwiace o tym, ze maksymalng liczba krawedzi jest % . %2 Zauwazmy, ze odpowiada

n?

to przypadkowi, gdy r = 0, czyli k — 1 dzieli n i rzeczywiscie % . ”25"2 + (g) < % 5

o (5) zwykle nie jest liczbg calkowita.

Uwaga 2: Nalezy jeszcze zauwazy¢, ze ;=7 - "

Wtedy oczywiscie bierzemy pod uwage podtoge z tego wyrazenia (takie sformutowanie
tez sie pojawia w niektorych zrodtach).

Uwaga 3: Udowodnione wczesniej Twierdzenie Mantela wynika wprost z Twierdzenia
Turana.

0

Twierdzenie 1.3 (Twierdzenie Ramsaya)

W grafie petnym o Ry, wierzchotkach i pokolorowanym k kolorami mozna znalesé jedno-
kolorowy trojket; Ry jest dane wzorem rekurencyjnym: R1 = 3, Ry = k(Rk—1 — 1) +2 ¢
jest jednoczesnie najmniejszq liczbg o tej zaleznosci.

Dow6d PrzeprowadZzmy dowdd indukcyjny. Graf pokolorowany jednym kolorem ma
oczywiscie jednokolorowy tréjkat jezeli ma co najmniej 3 wierzcholki. Zatem R; =
3. Zalozmy wiec, ze twierdzenie jest prawdziwe dla k — 1 i wezmy graf pelny o R
wierzchotkach pokolorowany k kolorami. Rozwazmy dowolny wierzchotek tego grafu.
Jest on polaczony z kazdym z pozostatych k(Ri_1 — 1) + 1 wierzcholtkéw jednym z k
koloréw, wiec z zasady szufladkowej, z pewnymi Rj_; wierzchotkami jest potaczony tym
samym kolorem (niech to bedzie kolor niebieski). Jezeli ktore§ 2 wierzchotki z tych Ry_;
sa potaczone kolorem niebieskim, to mamy niebieski tréjkat. W przeciwnym wypadku,
posrod Ry wierzchotkéw nie wystepuje kolor niebieski, wiec s3 one potaczone ze soba
tylko k—1 kolorami. Zatem z zalozenia indukcyjnego istnieje poéréd nich jednokolorowy
tréjkat - co koniczy dowod.
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Problem 1
Tle krawedzi moze zawiera¢ graf o n wierzchotkach, w ktérym nie ma kliki 5b-wierzchotkowej?

Dowo6d 7 Twierdzenia Turana, graf niezawierajacy 5-wierzchotkowej kliki moze mieé

maksymalnie:
3 n?—r? T 3n?
= + <
4 2 2) 7 8
krawedzi.
g
Problem 2

W pewnym panstwie jest 1998 miast. Dla kazdych trzech miast, przynajmniej dwa z
nich nie sg bezposrednio potaczone. Najwieksza liczba bezposrednich polaczeni jest row-
na 999°.

Dowdd Niech zbior 1998 miast bedzie grafem, gdzie kazda krawedz jest bezposred-
nim potaczeniem. 7Z zalozenia wynika, ze w tym grafie nie ma kliki 3-wierzchotkowe;j.
Zatem, na mocy twierdzenie Turana, najwieksza mozliwa liczba bezposrednich potaczent
(krawedzi) jest rowna:

1 1998% 19982

_ 2
5 2 1 =999

0

Problem 3
Zhior 1,2,3,...,65 podzielono na cztery roztagczne zbiory. Istniejg takie liczby a, b, ¢
(niekoniecznie r6zne) nalezgce do jednego z tych zbioréw, ze a + b = c.

Dow6d Niech kazdy podzbiér oznacza jeden kolor. Wezmy 66 punktéw, ponumerujmy
je liczbami od 1 do 66 i pomalujmy krawedz kolorem przyporzadkowanym do zbioru, do
ktorego nalezy réznica numerdéw przy tej krawedzi. Z twierdzenia Ramseya wynika, ze 3 z
tych punktow sa potaczone tym samym kolorem (poniewaz R4y = 66). Ponumerujmy je a,
b, c zaktadajac bez straty ogélnosci, ze a < b < coraz niech: x = b—a,y = c—b,z = c—a.
Wtedy z,y, 2z naleza do jednego podzbioru oraz x +y = z.

0

Problem 4
Zbior liczb naturalnych podzielono na 6 parami roztacznych podzbioréw. Istnieja takie
liczby naturalne 1 < a < b < ¢ < 2005, ze liczby a? + b2, a® + 2, b? + ¢? naleza do tego
samego podzbioru.
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Dowdd Rozpatrzmy graf pelny o 2005 wierzchotkach ponumerowanych liczbami od 1
do 2005. Przypiszmy kazdemu z 6 roztacznych podzbioréw jeden kolor i potaczmy wierz-
chotki o numerach x i y kolorem podzbioru, do ktérego nalezy z? + y2. Z twierdzenia
Ramseya, istnieje trojkat jednokolorowy, poniewaz 2005 < Rg = 1958. Zatem istnieja
liczby a, b, ¢, dla ktorych a® + b, a® + c? i b? + 2 naleza do tego samego podzbioru.

0

Problem 5
Na okregu o promieniu 1 lezy n roznych punktow (n > 2). Jezeli ¢ jest liczbg odcinkow
o koncach w tych punktach i dtugosci wiekszej niz /2, to 3¢ < n?.

Dowod Skonstruujmy graf majacy wierzchotki w okreslonych w tresci punktach i po-
laczmy krawedziami punkty, ktorych odleglosé jest wieksza niz v/2. Pokazemy, ze w
tym grafie nie ma kliki 4-wierzchotkowej. Zaldézmy nie wprost, ze jest i nazwijmy jej
wierzchotki w kolejnosci cyklicznej: A, B, C, D. Poniewaz promien okregu wynosi 1, to
odcinek o koncach na okregu i dtugosci v/2 tworzy ze érodkiem okregu kat wiekszy niz
90 stopni. Zatem odcinki AB, BC, CD, DA razem tworza ze $rodkiem kat wiekszy niz
360 stopni, co jest niemozliwe. Zatem graf nie zawiera kliki 4-wierzchotkowej, wigc z

twierdzenia Turana moze mie¢ co najwyzej ‘5 krawedzi.

0

Problem 6
W pewnym panistwie jest 2001 miast i kazde jest potaczone bezposrednio z przynajmniej
1600 miastami. Najwiekszym n, dla ktérego musi by¢ mozliwe znalezienie n miast, z kto-
rych kazde dwa sa bezposrednio potaczone, jest n = 5.

Dowdd Niech 2001 miast (wierzcholtkow) tworzy graf G. Teza jest rownowazna z tym,
ze nalezy znalezé¢ najwieksze takie n, dla ktérego musi byé¢ mozliwe znalezienie kliki
n-wierzchotkowej. 7Z lematu Zarankiewicza wiemy, ze jezeli G nie zawiera takiej kliki, to
istnieje wierzcholek, ktéry ma stopiet co najwyzej réwny LZ—:% -2001]. Zatem chcemy
znalezé najwieksze n, dla ktorego LZ—:? 2001 < 1600, poniewaz wtedy lemat nie bedzie
spetniony dla n. Widzimy, ze najwiekszym rozwiazaniem jest n = 5. Pozostalo pokazad,
ze dla n > 5, graf nie musi zawiera¢ n-wierzchotkowej kliki. W szczeg6lnosci, wystarczy
skonstruowad graf o 2100 wierzchotkach i stopniach wierzchotkéw réwnych co najmniej
1600 niezawierajacy 6-wierzchotkowej kliki. Takim grafem jest graf Turana - T(2001, 6),

ktorego stopieri jest rowny L% -2001] = 1600, i ktory nie zawiera 6-wierzchotkowej kliki.
]

Problem 7
Danych jest 21 punktéw na okregu. Istnieje przynajmniej 100 par punktow, takich, ze
para tworzy z §rodkiem okregu kat o wartosci co najwyzej 120 stopuni.



1.1 Teoria 7

Dow6d Rozwazmy dwa grafy, jeden (G) utworzony z par punktow, ktore tworza ze
srodkiem okregu kat nie wiekszy niz 120 stopni, a drugi (W), uzupetniajacy G do grafu
pelnego (utworzonego z danych 21 punktoéw). W G, potaczmy 2 wierzchotki jezeli tworza
ze srodkiem kat nie wiekszy niz 120 stopni, a odpowiednio w W, potaczmy 2 wierzchotki
jezeli tak nie jest. Widzimy, ze w ten sposob potaczylidmy parami wszystkie 21 punktow,
czyli otrzymalid§my w sumie (221) = 210 krawedzi. Zauwazmy, ze W jest grafem, ktory nie
posiada trojkatow (gdyby posiadal, to w danym trojkacie ktores 2 punkty spelnialyby
warunek katowy - co wynika z tego, ze kat przy $rodku okregu opisanego na trojkacie
jest pelny), wiec z twierdzenia Turana , W ma maksymalnie 21?% = 110 krawedzi.
Zatem G ma co najmniej 210 — 110 = 100 krawedzi, co konczy dowdd.

g

Problem 8
Niech A bedzie podzbiorem zbioru S = {1,2, ..., 1000000} majacym doktadnie 101 ele-
mentow. Istnieja t1,12,...,t100 € S takie, ze zbiory A; = {x +t;|lv € A},j =1,2,...,100
sa parami roztaczne.

Dowéd Niech A = a1 < ag < ... < ajor. Narysujmy graf majacy 10° wierzchotkéw
i polaczmy wierzcholki ¢ oraz j jezeli zbiory (A +14) i (A + j) sa roztaczne. Widzimy,
ze zeby wierzchotek k byl potaczony z wierzchotkiem [, to & — [ nie moze by¢ réwne
a; — aj (a; # a;). Liczb takiej postaci jest 101 - 100, zatem kazdy wierzcholek jest stop-
nia co najmniej 10° —101-100. Zatem graf ma co najmniej w (*) krawedzi.
Teza bedzie zachodzi¢, jezeli w danym grafie mozna znalezé¢ klike 100-wierzchotkows. Z

twierdzenia Turana wiemy, ze istnieje klika 100-wierzchotkowa jezeli graf ma wiecej niz:

k—2 n2—r2+ r\ 98 1012_1+ 1
k—1 2 2) 99 2 2
krawedzi. Mozna sprawdzi¢, ze powyzsza liczba jest mniejsza niz (*), zatem teza zacho-

dzi.

0

Problem 9
Na konferencji jest n delegatow i kazdy zna co najwyzej k jezykow. W kazdej trojee, co
najmniej dwoch delegatéw moéwi wspolnym jezykiem. Najmniejszym n, takim ze dla ja-
kiejkolwiek konfiguracji spelniajacej powyzsze kryteria, mozliwe jest znalezienie jezyka,
ktorym mowi co najmniej trzech delegatow, jest n = 2k + 3.

Dowdd Najpierw pokazemy, ze teza zachodzi dla n = 2k + 3. Skonstruujmy graf, w kto-
rym wierzchotkami beda delegaci i potaczmy krawedzia pare delegatéw, jezeli nie mowia
tym samym jezykiem. Z zatozenia, w grupie trzech delegatéw, przynajmniej dwéch mowi
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wspélnym jezykiem, zatem nasz graf nie zawiera kliki 3-wierzchotkowej. Z lematu Za-
rankiewicza, istnieje pewien wierzchotek A, ktérego stopien nie przekracza |5 |. Wynika
z tego, ze nie jest potaczony z przynajmniej k4 1 wierzchotkami. Zatem delegat A, moze
sie dogada¢ w pewnym jezyku z kazdym z pewnej grupy k + 1 delegatéw. Ale poniewaz
A zna co najwyzej k jezykdéw, to porozumiewa sie z przynajmniej dwoma delegatami
z tej grupy tym samym jezykiem. Znalezlismy wiec grupe 3 delegatéw moéwiacych tym
samym jezykiem. Pozostato wykazac¢, ze mozna tak rozdzieli¢ jezyki pomiedzy 2k + 2
delegatow, zeby teza nie zachodzita (poniewaz wtedy bedziemy wiedzie¢, ze 2k + 3 jest
najmniejsza liczba spelniajaca warunki zadania). Podzielmy ich na 2 grupy po k + 1
delegatéw kazda i przydzielmy kazdej parze w obrebie grupy, inny jezyk, w ktérym sie
komunikuje. Widzimy, ze kazdy delegat méwi k-jezykami oraz dla kazdej grupy trzech
delegatéw, dwodch znajdzie sie w tej samej grupie, wiec méwi wspdlnym jezykiem. Wi-
da¢, ze w tej sytuacji teza nie zachodzi, poniewaz kazdym jezykiem méwi co najwyzej
dwoch delegatow.

0

Problem 10
Dany jest graf G posiadajacy n? 4 1 krawedzi i 2n wierzchotkéw (n > 3). G zawiera
dwa trojkaty dzielace wspélny bok.

Dowod Przeprowadzmy dowdd indukcyjny. Dla n = 3, nasz graf (G) ma 6 wierzchotkow
i 10 krawedzi. Z twierdzenia Turana, jezeli graf 6-wierzchotkowy nie zawiera trojkata,
to ma co najwyzej % = 9 krawedzi. Zatem graf G zawiera trojkat. Mozemy wybraé 2
wierzchotki A i B tego tréjkata o stopniu tej samej parzystosci. Jezeli graf utworzony z
pozostatych 4 wierzchotkéw zawiera co najmniej 5 krawedzi, to teza zachodzi. Zalézmy;,
wiec, ze zawiera co najwyzej 4 krawedzie. Wtedy, co najmniej 6 krawedzi ma konce w
A i B. Poniewaz pomiedzy A i B juz jest krawedz, to z A lub B wychodzi co najmniej
5 krawedzi, ale poniewaz stopnie A i B sg tej samej parzystosci, to wychodzi z A lub B
co najmniej 6 krawedzi. Ale poniewaz taczg one A i B z 4 pozostatymi wierzchotkami,
to z zasady szufladkowej, co najmniej 2 z tych 4 wierzchotkéw, sg potaczone zaréowno
z A, jak 1 z B - co dowodzi tezy dla n = 3. Zalézmy, ze teza zachodzi dla n i stosujac
analogiczne rozumowanie pokazmy, ze zachodzi tez dla n+ 1 (graf W). Poniewaz W ma
2(n 4+ 1) wierzchotkéw i (n 4 1)% + 1 krawedzi, to z twierdzenia Turana zawiera trojkat.
Ponownie, wybieramy z tréjkata 2 wierzcholki o stopniach tej samej parzystosci. Jezeli
pozostate 2n wierzcholkow (*) zawiera co najmniej n? + 1 krawedzi, to na mocy zatoze-
nia indukcyjnego, teza zachodzi. W przeciwnym wypadku, co najmniej 2n + 2 krawedzi
ma korice w A lub B, ale poniewaz jest krawedz pomiedzy A i B oraz ich stopnie sy tej
samej parzystosci, to przynajmniej 2n + 2 krawedzi wychodzi z A lub B do (*). Tak jak
dla n = 3, istnieja dwa wierzcholki z (*), z ktorych kazdy jest potaczony z A i B - co
koniczy dowdd.

O
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Problem 11
Graf o n wierzchotkach i k krawedziach zawiera co najmniej %(41{: —n?) trojkatow.

Dowdd Ponumerujmy wierzchotki grafu od 1 do n, oznaczmy je v; i niech wierzchotek
v; ma stopien d;. Wezmy v; oraz vj : v; jest polaczony z (d; — 1) sposrod pozostatych
(n —2) wierzcholkow, a vj - z (d; — 1). Poniewaz innych wierzcholkéw niz v; oraz v; jest
tylko (n — 2), to liczba wierzchotkéw potaczonych zaréwno z v;, jak i z v; jest rowna
przynajmniej:

(di—l)—F(dj—l)—(n—Q) = (dl—i—d]—n)
Tyle jest tez przynajmniej trojkatow o krawedzi v;v;. Zatem catkowita liczba trojkatow
jest r6wna %‘ZvivjeE (d; + d;j — n), gdzie E to jest zbior krawedzi. Ale ZvivjeE (di +dj) =
S, (di)?, poniewaz kazdy wierzcholek i pojawia si¢ w dokladnie d; wyrazach. Zatem
catkowita liczba tréjkatéow jest rowna:

n

i=1

Skad w oczywisty sposéb uzyskujemy teze.

O

Problem 12
Niech A1, As, ..., A1p1 beda réznymi podzbiorami zbioru 1,2, ...,n, ze suma ktérychkol-
wiek 50 podzbioréw ma wiecej niz g—(l)n element6éw. Poérdd nich sa takie trzy, ze dowolne

dwa z tych trzech maja element wspolny.

Dowdd Rozwazmy graf G, ktérego wierzchotkami sa dane podzbiory i potaczmy dwa
podzbiory jezeli maja wspolne elementy. Zatézmy, ze G nie zawiera kliki 3-wierzchotkowej
(w przeciwnym wypadku teza jest oczywista). Udowodnijmy, ze istnieje grupa przynaj-
mniej 51 wierzchotkéw, z ktorych kazdy ma stopien co najwyzej 50. Zatézmy nie wprost,
ze tak nie jest, czyli istnieje grupa 51 wierzchotkéw, kazdy o stopniu réwnym co najmniej
51 (*). Wybierzmy wierzchotek A nalezacy do tej grupy. A jest polaczone z co najmniej
51 wierzchotkami, wiec z (*) wiemy, ze A musi by¢ potaczone z pewnym wierzchotkiem
B, ktoérego stopieni tez jest co najmniej 51. Poniewaz A i B sg potaczone z co najmniej
51 wierzchotkami, a wierzchotkéw innych niz A i B jest 99, to musi istnie¢ wierzchotek
C, ktory jest potaczony zaréwno z A, jak i z B. Uzyskaliémy sprzecznosé, poniewaz w
G nie ma trojkata. Zatem mozemy znalezé wierzchotki A, ..., A;,,, z ktorych kazdy ma
stopieni co najwyzej 50. Wynika z tego, ze podzbior A;, jest roztaczny z co najmniej
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pie¢dziesiecioma podzbiorami. Poniewaz iloczyn tych 50 podzbioréw ma wiecej niz g—?n

elementow, wnioskujemy, ze |A; | < n — % n = g;. W podobny sposob: |4;,| < £ dla
kazdego 5 € 1,2,...,51. Zatem:

n 50
’Ail U Aig U... UA1‘50| < ‘A“’ + ...+ |Ai50‘ < 50 - 57 = 5711

Co jest sprzeczne z zatozeniami zadania.

0

Problem 13
Niech G bedzie grafem niezawierajacym trojkatow (1), takim, ze zaden jego wierzchotek
nie jest przystajacy do wszystkich pozostatych wierzchotkow (2) oraz jezeli A i B nie
sa potaczone krawedzig, to istnieje taki wierzchotek C, ze AC i BC' sa krawedziami (3).
Wszystkie wierzchotki maja ten sam stopieri.

Dow6d Rozpatrzmy punkt A tego grafu o stopniu m i sasiadach By, ..., By,. Z (1),
dla i # j, B; i Bj nie sa potaczone i z (3), punkt C' # A nie moze by¢ potaczony z B;
oraz B; jednoczesnie. Zatem sasiadow B; postaci Cj; (réznych od A i réznych od pozo-
statych Bj) jest doktadnie degB; — 1. Jedynymi punktami, ktére moga by¢ poltaczone z
Cj; (nie liczac B;) sa inne Chy, poniewaz z (3) wynika, ze kazdy wierzchotek grafu jest
polaczony z A Sciezka dlugosci 1 lub 2 (Innymi stowy, jedynymi punktami tego grafu
sa: A, sasiedzi A, czyli B;, oraz sasiedzi punktow B; - oznaczane jako C z odpowiednim
indeksem). Ale z (2), Cj; nie moze by¢ polaczone z Cj, oraz nie moze by¢ polaczone z
roznymi Clp 1 Crp z (3), zatem jest polaczone z co najwyzej jednym punktem postaci
Crp, dla kazdego k # i (*). Dodatkowo, zauwazmy, ze z (3) wynika, ze musi istnie¢ punkt
X potaczony z By, i Cyj (k # i) oraz jedynymi punktami potaczonymi z By s3 A 1 Cip,.
Zatem Cj; musi by¢ polaczone z przynajmniej jednym punktem Cyj, dla kazdego k # i
(**). Z (*) oraz (**) wnioskujemy, ze stopieni Cj; jest rowny m.

Ale gdybysmy wystartowali z punktu B; zamiast A i powtorzyli analogiczne rozumowa-
nie, to uzyskalibyémy, ze stopieri B; jest taki sam jak stopient Cyy, gdzie Chy, jest jednym
z sasiadow Cyp. Zatem wszystkie punkty maja ten sam stopien.

0

Problem 14
Graf o n wierzchotkach i k krawedziach nie zawiera tréjkatéw. Mozna wybraé taki wierz-
chotek, ze podgraf utworzony z pozostalych wierzchotkéw ma co najmniej k(1 — %)
krawedzi.

Dowod Dla danego punktu P, podzielmy krawedzie grafu na trzy kategorie: (1) od-
cinki PQ, gdzie Q jest sasiadem P; (2) odcinki QQ’ (Q jest sasiadem P, wiec Q' nim
nie moze by¢, poniewaz w tym grafie nie ma trojkatow); (3) odcinki Q'Q”, gdzie Q’ i
Q7 nie sa sasiadami P. Widzimy, ze dla danego P, liczba krawedzi w kategoriach (1)
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i (2) jest rowna Y. degQ, gdzie >’ oznacza, ze sumujemy tylko po sasiadach P. Za-
tem liczba krawedzi w kategorii (3) jest réwna: k — >’ deg@. Chcemy wiec pokazaé, ze
> degQ > 4k,

Sumujac krawedzie w kategoriach (3) dla wszystkich P, otrzymujemy: > P Y degQ
(*), co jest rowne > deg?@ (suma po wszystkich punktach Q), poniewaz kazdy degQ
liczylismy w sumie (*) doktadnie degQ razy. Z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza:

(D degQ)* < (O 1D _deg’Q) =n - deg’Q

Ale Y degQ = 2k, wiec:
! 2 2
ZPZdegQ = Zdeng > (Z:d29Q> = %

Ale poniewaz suma n wyrazow jest rowna co najmniej %, to przynajmniej jeden wyraz
4k2
n? =

jest wiekszy lub réwny 47%2. Zatem mozna znalezé takie P, dla ktorego ' degQ >
co chcielismy pokazaé.

O
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