


Aleksandra Grabinska

kl. VI A, SP34

Jak mozna kombinowaé¢ w matematyce ?

Czyli do czego mozna uzywac trojkata Pascala

1. Wprowadzenie

W pierwszej klasie szkoly podstawowej, kiedy bytam jeszcze mata dziewczynka,
dostatam na urodziny tadny, niebieski piérnik z matymi kotkami oraz zestaw picknych
kredek. Byt jednak jeden maty problem. W pidrniku bylo miejsce na pidro, dwa zapasowe
naboje, gumke do mazania, strugaczke, otowek oraz pie¢ kredek. Natomiast w zestawie
otrzymatam dziesi¢¢ réznokolorowych kredek. Oczywiscie mogtam caly zestaw kredek braé
do szkoty, jednak piornik z kotkami podobat mi si¢ tak bardzo, ze chcialam w nim mie¢
wszystko. Po wtozeniu pigciu kredek do piornika zrobito mi si¢ troche zal pozostatych pieciu
kredek, ktore mialy zosta¢ same w domu. Pojawit si¢ dylemat, ktore kredki zabra¢ do szkoty,
a ktore zostawi¢. Po dluzszej chwili zastanowienia postanowilam, ze aby bylo sprawiedliwie,
codziennie do szkoty bede bra¢ inny zestaw pigciu kredek sposrdd dziesieciu kredek
z zestawu. Poczatkowo myslatam, Ze to bedzie oznacza¢, jakbym miata dwa zestawy kredek
i na zmiang bedg brata jeden lub drugi zestaw kredek do szkoty. Dosztam do wniosku,
ze bedzie ciekawiej, jak codzienne bede brata nieco inny zestaw kredek. Zaczetam liczy¢ na
kartce ile takich mozliwosci zestawow moze by¢. Jednak tamtego dnia zadanie okazato si¢ na
tyle zmudne, Ze nie udato mi si¢ tego policzy¢ na kartce. Wtedy oznaczytam wszystkie kredki
od 1 do 10 i kazdego dnia zapisywalam, ktore kredki bior¢ do szkoty, a wieczorem
pilnowatam, zeby zapakowa¢ do pidrnika zestaw kredek, ktorego w szkole jeszcze nie bylo.
Okazato si¢, ze do konca roku szkolnego, kazdego dnia sztam do szkoty z innym zestawem
kredek.

Teraz jest juz w szostej klasie 1 wiem, ze kazdy taki unikalny zestaw kredek mozna
nazwa¢ kombinacja. Wtedy, pie¢ lat wczesniej przez kilka godzin prébowatam policzy¢
liczbe wszystkich kombinacji kredek 1 nie udalo mi si¢, mimo, ze dobrze umiatam liczy¢.
Teraz policzenie tych kombinacji zajmuje mi nie wigcej niz minutg, a z uzyciem trojkata

Pascala nawet kroce;j.



2. Od poczatku, czyli kim byl Pascal ?

Po raz pierwszy z Panem Pascalem spotkalam si¢ na kotku matematycznym, przy
poznawaniu jego trojkata. Wiedziona ciekawoscig zaczgtam w Internecie szukaé jego
zyciorysu i teraz mam wrazenie, ze z Panem Pascalem spotkam si¢ jeszcze wielokrotnie i to
nie tylko na lekcji matematyki. Ponizej przedstawiam najwazniejsze fakty z zycia tego

wielkiego uczonego.

Blaise Pascal urodzit si¢ w 1623 r. w Clermont-Ferrand, a zmart w wieku zaledwie 39
lat w Paryzu w 1662 r. Bedac matym dzieckiem stracit matke i byt wychowywany wraz ze
swoimi dwoma siostrami przez swojego ojca Etienne. Byl to czlowiek wyksztatcony,
z zawodu sedzia 1 co ciekawie osobiscie zajmowat si¢ edukacja swoich dzieci. Patrzac na

osiagniecia jego dzieci mozna powiedzieé, ze nauczycielem byt bardzo dobrym.

Blaise Pascal bedac jedenastoletnim chitopcem napisat prace na temat dzwickow
wydawanych przez wibrujace ciata. Do stynnych historii z dziecinstwa, nalezy zaliczy¢ ta,
kiedy ojciec chlopca zakazal mu si¢ uczy¢ matematyki do pigtnastego roku zycia, aby ta nie
odciagata go od nauki taciny i greki. Pewnego dnia, kiedy chtopiec miat dwanascie lat, ojciec
zauwazyl swego syna kreslacego kawatkiem wegla linie na podlodze, probujac dowiesc, ze
suma katow w trojkacie jest rowna dwoém katom prostym. Od tego momentu ojciec pozwolit

synowi na nauke matematyki.

W wieku siedemnastu lat Blaise Pascal napisal krotki traktat na temat tzw.
"Tajemniczego SzeS$ciokata" i przestat go do znanego matematyka Mersenne'a do Paryza.
W traktacie zostato sformulowane prawo znane dzisiaj jako Twierdzenie Pascala. Praca byta
na tyle skomplikowana, ze Kartezjusz, ktoremu Mersenne pokazal rgkopis, nie chcial

uwierzy¢, ze siedemnastolatek jest jego autorem.



Pascalina

Ojciec Pascala popadt w nietask¢ u kardynata Richelieu i musial opusci¢ Paryz,
zostawiajac jednak dzieci pod opieka przyjacioiki. Siostra Blaise'a, Jacqueline grajagca w
dziecigcym przedstawieniu zwrdcita uwage kardynata Richelieu, dzigki czemu Etienne Pascal
zostat przywrocony do task oraz otrzymat posade komisarza podatkowego. Wigze si¢ z tym
kolejna znana historia. Ot6z Blaise pragnagc pomoc ojcu w pracy i obliczaniu podatkow
skonstruowat jedna z pierwszych maszyn liczacych, zwang maszyng Pascala lub Pascalina,

zdolng do dodawania i odejmowania.

Inne wazne osiggniecia Blaisa Pascala:
1. Sformutowat tzw. Prawo Pascala (prawo ci$nienia w ptynach).
2. Wynalazt strzykawke i pras¢ hydrauliczna.

3. Jako pierwszy uzyl barometru od okre§lania wysokosci nad poziomem morza. W 1647
napisat traktat "Nowe eksperymenty z proznig", w ktorej postulowat istnienie prézni, w czym

roznit sie od wielu wspoétczesnych mu badaczy w tym m.in. Kartezjuszem.

4. Wraz z Fermatem rozwingt teori¢ gier hazardowych 1 stworzyt podstawy teorii

prawdopodobienstwa.

5. Zaprojektowal pierwszy Omnibus - stanowigcy poczatek prawdopodobnie pierwszej linii

komunikacyjnej na swiecie

.. 1 w koncu w 1653 napisat "Traktat o trojkacie arytmetycznym", w ktorym przedstawit

znany dzi$ tréjkat Pascala

Blaise Pascal to takze wybitny pisarz, filozof1 teolog. Zmart w Paryzu w 1662 r. po dlugiej

I wyczerpujacej chorobie.



3. Czy tréjkat rzeczywiscie byl Pascala ?
Czy trojkat Pascal rzeczywiscie zostat odkryty przez Pascala dopiero w XVII w. ?

W matematyce znane rézne stynne trojkaty, a do najstynniejszych nalezg trojkat

egipski, trojkat pitagorejski oraz trojkat Pascala.

Okazuje si¢, ze znany dzisiaj trojkat Pascala (TP) i pewne jego wlasciwosci byly juz
znane Persom i Chinczykom w juz w XI w. Dotyczy to m.in. prac chinskiego matematyka
Chia Hsien, datowane na ok. 1050 r., ktory stosowat trojkat do wyliczania pierwiastkow
kwadratowych 1 szeSciennych. Z kolei perski matematyk Omar Khayyam, Zyjacy w latach ok.
1048-1113, wykorzystywatl wilasciwosci TP do wyliczania pierwiastkow kwadratowych.
Najwczesniejsze znalezione przedstawienie trojkata Pascala jest przypisywane chinskiemu
matematykowi Yang Hui i jest datowane na ok. 1261-75 r. n.e. Kolejne przedstawienie TP
jest datowane na 1303 r. przez chinskiego matematyka Zhu Shijie, ktéry nadmienia,

ze W tamtym czasie TP byt juz znany od bardzo dawna.

W 1654 r. Blaise Pascal opisuje TP oraz jego wlasciwosci, znane wczeSniej,
ale rowniez te wczesniej nieznane. Dzigki tej obszernej pracy rozpowszechnit wsrod
wspoétczesnych mu ludzi nauki "magiczne" wlasciwosci TP i pewnie z tego wzgledu zostat on

nazwany trojkatem Pascala.



4. Jak zbudowac trojkata Pascala ?

Trojkat Pascala jest okreslany przez Pawlowskiego 1 Tomalczyka (2010, s.135) jako
"trojkqtna tablica ktorej pierwszy wiersz stanowi liczba jeden, a kazdy nastepny powstaje
W ten sposob, ze pod kazdymi dwoma sqsiednimi wyrazami poprzedniego wiersza wpisuje sie

ich sume, a na poczqtku i na koncu kazdego nowego wiersza dopisuje sie jedynki".

Trojkat Pascala znany jest pod nastepujaca postacia:
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Pierwszy element to liczba 1 - ale uwaga, umownie jest przypisywany do poziomu zerowego.
Pierwszy poziom to zatem dwie liczby 1 1.

Drugi poziom to liczby 1, 2, 1.

Trzeci poziom to 1,3,3,1.

Czwarty poziomto 1, 4, 6, 4, 1, itd.

Uwaga !!!

Liczby na danym poziomie n, sa wspotczynnikami rozwinigcia n potggi dwumianu.
Dwumian to np. (a + b)"

Przyktadowo na poziomie 2 mamy liczby 1,2,1, czyli:

(a+h)?= a2 + 2ab + b2 = (1) * a? + (2)*ab + (1)*b?



PREZENTACJA TROJKATA PASCALA

Najczesciej TP jest przedstawiany jako dwuwymiarowa piramida, o wierzchotku na gorze
I podstawie na dole, ale nie zawsze tak bylo. W jednej ze swoich prac Pascal przedstawia

trojkat w nastepujacy sposob:
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Podejscie takie pozwala tatwo wyliczy¢ wartosci TP w arkuszu kalkulacyjnym np. MS Excel,

jak ponizej:

POZYCJA

POZIOM

Przyktadowo warto§¢ POZYCJI 2 Na POZIOMIE 1, wynosi 2. W Excelu mozna wyliczy¢
wartos¢ tej komorki D4 jako (=C4+D3), czyli jako sume komorek po lewej stronie i na gorze.
Wystarczy tg formute skopiowaé¢ do pozostatych komoérek. W ten sposob mozna w Excelu

bardzo szybko zbudowac¢ trojkat Pascala.



5. Magiczne wlasciwosci Trojkata Pascala

Trojkat Pascala (TP) ma wiele wtasciwosci i zastosowan i tak do konca nie wiadomo,
czy wszystkie jego wilasciwosci zostaly juz odkryte. Ponizej przedstawi¢ najprostsze jego

wilasciwosci i zastosowania:

1. Podstawowe wlasciwosci - przekatne

1. Pierwsza przekatna to same jedynki

2. Druga przekatna to kolejne liczby naturalne

3. Trzecia przekatna to liczby trojkatne 1,3,6,10,15 ...
1 Pierwsza liczba trojkatna = 1
2. Druga liczba trojkatna=1+2 =3

3. Trzecia liczba trojkatna=1+2+3 =6



N. n-ta liczba trojkatna=1+2+3+..n=n*(n+1)/2
4. Czwarta przekatna to liczby czworoscienne 1,4,10,20, 35...
1. Pierwsza liczba czworoscienna = 1

2. Druga liczba czworoscienna to suma pierwszej 1 drugiej liczby trdjkatne;,

czyli=1+3=4

3. Trzecia liczba czworo$cienna to suma pierwszej, drugiej i trzeciej liczby

trojkatnej = 1 +3 +6=10

N. n-ta liczba czworoscienna to =n * (n+1) * (n+2) / 6

Na liczby czworo$cienne mozna réwniez patrze¢ jako liczbg kul potrzebnych do utozenia

czworoscianu foremnego.
2. Poziomy TP.

Moze nieco dziwi¢, ze pierwszy element (liczba 1) jest okres§lana jako poziom 0, chociaz
logicznie byloby, ze jest to poziom 1. Istnieje jednak istotny powdd tego stanu rzeczy. Kazdy

poziom mozna traktowac jako liczbg - wyktadnik potegi liczby 11 - w ten sposéb ze:

J
A

i




3. Suma liczb w poszczegdlnych poziomach to wynik potegowania 2", gdzie n - oznacza
poziom TP:

Czyli
v na poziomie II s3 liczby 1,2,1 - ich suma wynosi 4 = 22(° I poziom TF)
v napoziomie I1I sa liczby 1,3,3,1 - ich suma wynosi 8 = 23(° Il poziom TP)
v' napoziomie IV sg liczby 1,4,6,4,1 - ich suma wynosi 16 = 24(t0 1V poziom TP)
v

4. Popatrzmy na liczby na drugiej przekatnej. Wynik potegowania kazdej z tych liczb jest

suma dwoch sgsiednich komorek (jak na rysunku ponizej).

10



5. W TP mozna otrzymac¢ stynny ciagg Fibonacciego - 1,1,2,3,5,8.... Zostat opisany w 1202 r.
przez Leonarda z Pizy, zwanego Fibonaccim. Jest to ciag liczb naturalnych. Kazdy nastepny

wyraz jest tworzony poprzez dodanie dwdch poprzednich.

/

4. TP mozna wykorzysta¢ do okreslenia ile unikalnych zestawow (kombinacji) k-
elementowych mozna otrzyma¢ z danego zbioru n-elementowego. W tym przypadku, aby

znaleZ¢ ta liczbg nalezy znalez¢ poziom '"n" oraz pozycje "K' w Trojkacie Pascala.

Przyktadowo wro¢my do mojego problemu z pidrnikiem 1 kredkami. W moim przypadku
liczba kredek n - wynosi 10, natomiast liczba miejsc w piorniku - podzbioru k - wynosi 5.

Zatem, jezeli popatrzymy na TP - Poziom 10 i Pozycja 5 = 252:

POZYCJA

POZIOM
© 0N R WN R O
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Zatem, aby znalez¢ liczbe kombinacji wystarczy tylko spojrze¢ na tablice 1 odczyta¢ wynik,
zamiast robi¢ zmudne obliczenia, jak to robilam w pierwszej klasie. 252 kombinacje
oznaczaja, ze przez caly rok mogtam chodzi¢ do szkoty i za kazdym razem z inng zestawem

(kombinacjg) kredek.
6. Kombinatoryka, czyli jak to inaczej obliczy¢ ?

Wynik obliczenia mozna rowniez otrzymac¢ za pomocg tzw. symbolu Newtona (zwany

réwniez wspotczynnikiem dwumianowym), ktérego wzor przedstawia si¢ nastgpujaco:

!
()= 7o —m

We wzorze n oznacza liczbe wszystkich elementow zbioru gltownego, czyli np. liczbe
wszystkich kredek w pudetku - np. 10 sztuk. Natomiast k oznacza liczbg podzbioru, czyli np.

liczbe miejsc na kredki w piorniku - np. 5 miejsc.

Aby obliczy¢ wszystkie mozliwe kombinacje wystarczy podstawic

odpowiednie liczby do wzoru:

(10)_ 10! _4—*—2—*34445*6*7*8*9*10_30240_252
5/ 51(10-5) 1+2+3+4+«5%x1%2x3%4%5 120

Otrzymali$my zatem ten sam wynik co poprzednio. Z poczatku wzor wydaje si¢ trudny,

jednak po krotkiej zabawie okazuje si¢ bardzo tatwy w zastosowaniu.

12



Co ciekawe trojkat Pascala mozna przedstawi¢ za pomocg

symboli Newtona w nastepujacy sposob:

Po obliczeniu kazdego elementu na powyzszym rysunku

powinnisSmy otrzymac trojkat Pascala.

7. Co jeszcze mozna wykombinowa¢é ?

Prawdopodobnie przykladéw zastosowan trdjkata Pascala oraz kombinatoryki jest
bardzo duzo. Chciatam jednak przyblizy¢ jedno zadanie, ktore szczegodlnie mi si¢ spodobato,
a ktore znalaztam w zbiorze zadan autorstwa Anety Zurek i Piotra Jedrzejewicza pt. ,,Zbior

zadan dla kétek matematycznych w szkole podstawowej ” (zad. 268).
Pytanie:

Ile punktow przeci¢cia moga mie¢ cztery rozne proste na plaszczyznie ?

Kazda osoba w klasie dostaje cztery nitki w rdéznych kolorach .Moga wigzaé nitki ale tak,

aby po tych zabiegach wszystkie nitki po przyklejeniu do zeszytu byty proste .
1.Jaka jest liczba najwigkszej ilosci wezetkow ?
2.1le mozna otrzyma¢ kombinacji liczby wezetkow ?

3.Jaka jest najmniejsza ilos¢ wezetkow jesli nie zero ?

13



Jak poradzi¢ sobie z problemem jezeli kazde dziecko dostalo by 100 nitek ?

UWAGA: Zaktadamy zZe na skrzyzowaniu nitek trzeba zawsze umiesci¢ wezetek.

1.Dziecko , ktore chee otrzymac najwigksza ilos¢ wezetkdw musi zauwazy¢ ,ze :

-nitka pierwsza musi krzyzowac si¢ z druga

-nitka trzecia z pierwsza i druga

-nitka czwarta z pozostatymi trzema

Takim sposobem otrzymujemy 1 supetek w pierwszym ruchu 2 w nastepnym i 3 w kolejnym.

Czyli 1+2+3=6. Biorac pod uwage Szerszy aspekt niewiadomej liczby nici warto zastanowic¢

si¢ czym dla liczby 4 jest to rOwnanie.

Liczba nitek Maksymalna liczba Opis
wezelkow (1 - pierwsza nitka, 2 - druga nitka ...)
1 0 Jedna nitka
2 1 1z2
3 3 1z22,1z30raz2z3
4 6 122,123,124,223,224,324
5 10 1z2,123,124,125...
6 15 122,123,124,125,1z6...
7 21
8 28

14



Liczba wezetkéw przy danej liczbie nitek

MOZLIWA LICZBA WEZELKOW

1(2|3)4]|5|6(7(8|9] 10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19

20

21

22

23

24

25| 26| 27| 28

LICZBA NITEK

Przy duzych liczbach mozna zgubi¢ si¢ w obliczeniach. Zauwazmy jednak, ze:

e w szczegdlnym przypadku, jesli wszystkie nitki sg réwnolegle nie ma zadnych

wezetkow:

e je$li przynajmniej jedna z nitek nie jest rownolegla do pozostatych, to liczba

wezetkoéw jest o jeden mniejsza od liczby nitek

e maksymalna liczbg wezetkow jest liczbg trojkatng, zatem mozna jg obliczy¢ jako:

I.  n*(n+l) /2, gdzie n to liczba o jeden mniejsza od liczby nitek, czyli, jezeli k

to liczba nitek, to liczba wezetkow to bedzie (k-1) * k /2

Il.  mozna obliczy¢ réwniez, jako:

(n) _ n! . n!
2/ 21(n=2)! 21(n—-2)!
czyli np. dla 5 nitek (n = 5) to bedzie:

(5)_ 5! 5! _-1—*—2—*%*4*5_10
2/ 21(5=2) 21%3] 1%2%31+2+3

a dla 6 nitek (n=6) to bedzie:
(6)_ 6! _ 6l _1—*2—*—3—*4*5*6_15
2/ 21(6=2) 21%4! 1%2%31%2+3+4

15



I1l.  Warto$¢ mozna wyczytac¢ z trojkata Pascala (III przekatna)

<4——— | Il poziom pozycja3=1

€
Sssoes
eg}e ~

Ill poziom pozycja 3 =3

IV poziom pozycja3 =6

Aby znalez¢ liczbe wezetkow przy danej liczbie nitek n, nalezy znalez¢ pozycje trzecig (na

trzeciej przekatnej) na poziomie n (oznaczajacej liczbe nitek), czyli, jak mamy:

v dwie nitki - patrzymy na Il poziom i pozycj¢ 3 = 1;
V' trzy nitki - patrzymy na Il poziom i pozycje 3 = 3
v’ cztery nitki - patrzymy na IV poziom i pozycje 3 =6

Uwaga !!! przy jednej nitce, musimy zatozy¢, Ze pozycja trzecia jest poza trjkatem Pascala

i dlatego wynosi zero.

A gdyby zamiast nitek mielibySmy linie metra ???
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Jaka jest minimalna ilo§¢ mozliwych przecieé linii metra ?

v' w skrajnym przypadku wszystkie linie metra mogg by¢ réwnolegle do siebie i nie
majg, zadnego przeciecia,;

v" moze by¢ rowniez sytuacja, ze wszystkie przecinajg si¢ w jednym miejscu, np. dworcu
glownym - i wtedy mamy jeden punkt przeciecia;

v’ jezeli nie przecinajg si¢ w jednym miejscu to:

Zaktadajac ze linie metra sg proste i kazda linia ma koniec i poczatek w innym miejscu,
a przystanki sa tylko w miejscach skrzyzowania si¢ linii kolejowych oraz jezeli linie nie sg do
siebie rownolegle musza by¢ na tyle dlugie aby przecina¢ si¢ z nierownoleglymi do siebie

liniami .

Przy ilo$ci czterech linii metra i zatozeniu ze muszg krzyzowac si¢ w przynajmniej jednym

miejscu jaka jest najmniejsza mozliwa liczba przystankow ?

-zaktadamy ze wszystkie linie sg do siebie rownoleglte oprocz jednej ktora tym samym nie jest

réwnolegta do pozostatych trzech

Z tego wynika, ze najmniejsza liczba przecig¢ mniejsza od zera to n-1 (gdzie n to liczba linii

metra).
d
a allb
bile
c cld

v’ natomiast, jezeli wszystkie linie metra przecinaja si¢ w roéznych miejscach, kazda
Z kazda inng linig to mamy maksymalnie sze$¢ stacji przesiadkowych (przecieé linii
metra), co mozna obliczy¢ jako:

(4)_ 4! 4l 234

2 21(4—-2)! 212! F%2%x1%2
lub

mozna odczyta¢ z tablicy trojkata Pascala (IV poziom, pozycja 3)
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lub
mozna wyliczy¢ ze wzoru na liczby trojkatne: n*(n+1) / 2, co w naszym przypadku

oznacza:3*4/2=6

8. Zakonczenie

Poznajac trojkat Pascala bylam pod wrazeniem jego historii, prostoty budowy,
a przede wszystkim bardzo duzej ilosci zastosowan i wlasciwosci. Wydaje mi sig, ze trojkat
ten pokazuje pigkno matematyki i magi¢ liczb. Najwazniejsze jednak, ze ze wzglgdu na swoja
prostot¢ moze by¢ stosowany nawet przez uczniow szkoly podstawowej do rozwigzywania
bardziej skomplikowanych zadan z kombinatoryki.

Drugim strong poznania trojkata Pascala jest przyblizenie zyciorysu wybitnego
matematyka Blaisa Pascala, ktory stanowi istotny element historii matematyki. Jego zyciorys
pokazuje w jaki sposob rozwijata si¢ matematyka i pozwala lepiej zrozumie¢ jej sens. Historia
trojkata Pascala pokazuje, Ze matematyka rozwijala si¢ 1 byta niezaleznie odkrywana
W r6znym czasie, na réznych kontynentach, w réznych kulturach, byta zapisywana za pomocg
roznych jezykow, a jednak jest taka sama i zawsze niezaleznie od czasow, jezyka i kultury

daje te same wyniki, jest uniwersalna.
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