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Wstep

Jestem uczennicg klasy 5 szkoty podstawowej. 1 kwietnia jak zwykle
w Prima Aprilis skoncze 12 lat, bez zartu. Mam rdzne zainteresowania: polski,
historia, matma. Nic jednak nie wchodzi mi chyba do gtowy tak tatwo, jak
matematyka. Wiec nic dziwnego w tym, Ze postanowitam wzig¢ udziat
w konkursie na prace matematyczng. Byto wiadome od poczatku, ze sie do
niego zapisze i raczej nic by mnie nie powstrzymato. No, moze z wyjgtkiem
jakiegos kataklizmu, ale juz wiem, ze statystycznie one sie rzadko przydarzaja.

Dwa miesigce temu moja nauczycielka matematyki zaproponowata mi
napisanie pracy matematycznej na temat ,Paradoksy matematyczne”. Gdy
dowiedziatam sie, ze zostatam wybrana do konkursu, od razu sie zgodzitam,
zatozytam, ze nie powinno mi to sprawic ktopotow. A gdy ustyszatam o temacie
pracy, wprost promieniatam ze szczescia! Lubie paradoksy, sg bardzo ciekawe,
otaczajg nas w Swiecie petnym zagadek - tych do rozwigzania i tych, ktérych
logicznie nie potrafimy wyjasnié, czyli wiasnie paradoksow. Mysle, ze gdybym
miata mozliwos¢ wyboru — pisanie o tym temacie lub o czyms innym
(np. o figurach geometrycznych) to i tak wybratabym te paradoksy.

Swojg prace postanowitam zatytutowaé ,Dadelki”, a dlaczego witasnie
tak, zdradze dopiero w pierwszym rozdziale, gdyz chce wszystkich zachecié¢ do
dalszego czytania.

Paradoksy to bardzo ciekawa cze$¢ matematyki. Zwykle kazde zadanie
ma logiczne i obowigzkowe rozwigzanie. A w przypadku paradoksdw zdarza sie,
ze rozwigzania nie da sie logicznie wyttumaczy¢. Uwazam natomiast, ze ze
wszystkich zebranych przypadkéw, najciekawsze sg te paradoksy, z ktérymi
spotykamy sie na co dzien.

Swojg prace rozpoczetam od tropienia wszelkich  zagadek
matematycznych. Nie obyto sie jednak bez pomocy rodziny. Od czegos
musiatam zaczg¢, a jednak nic nie przychodzito mi do gtowy. Mama podsuneta
mi ,Achillesa i zétwia” i zaczeto sie. Dalej sama sobie radzitam, szukatam
w Internecie, czytatam opracowania o paradoksach i opisywatam je wtasnymi
stowami, jak najlepiej umiatam. Oprdcz tego korzystatam z ciekawostek, ktére
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znam i wiem po prostu, ze istniejg. Tak zaczeta sie moja przygoda
z paradoksami.

Podczas tej dtugiej pracy odkrywatam takze, jak wiele z paradokséw kryje sie
w otaczajgcym nas Swiecie. Nie tylko matematycznych, czytatam réwniez
o fizycznych. Oczywiscie ttem tej pracy jest caty czas matematyka, ale fizyczne
zjawiska paradoksalne stanowityby rowniez ciekawy temat do opisania.

Postanowitam przedstawi¢ réwniez troche paradoksow Zycia
codziennego oraz tych, ktdre sg po prostu niemozliwe (jak np. ,Paradoks
dziadka”). Te ostatnie nalezg do tzw. , paradoksow klasycznych” i z pewnoscia
wiele o0s6b zapytanych o podanie jakiegokolwiek przyktadu wskazatoby
przypadek , Achillesa i zétwia” lub , Paradoks trojkata”. Jako najbardziej znane
i popularne, musiaty sie réwniez pojawi¢ w moim opracowaniu.

| na koncu o tym, dlaczego te paradoksy sg takie wazne. Przeczytatam, ze sg
one bardzo czesto odpowiedzialne za duzy postep nauki. Dzieje sie tak dlatego,
ze uczeni napotykajac zjawisko paradoksalne na ogdét muszg je po prostu
zrozumiec i angazujg w to wszelkie sity i mozliwosci. Czesto powstajg przy tym
nowe teorie naukowe.

Teraz zapraszam wszystkich na dokfadne przejrzenie ,Dadelek”.
Wciggnijcie sie w Swiat paradoksow, przeczytajcie o witasciwosciach
i ciekawostkach, o ktérych napisatam w tej pracy. Zapisane sg w niej tylko te
najbardziej mnie interesujace, te o ktérych moze wiecie mato i z pewnoscia
moja prezentacja Was zaciekawi.

Interesujgcego przegladania©
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Dadelki?

,Dadelki”- wszystkie wybrane przeze mnie paradoksy matematyczne
i filozoficzne, ztozone w prace.

Dlaczego akurat Dadelki? Ostatnio pomyslatam:, ze praca musi miec jaki$
intrygujacy tytut. ,Paradoksy matematyczne” sg za oczywiste. Dlaczego by nie
Dadelki? Moja nauczycielka matematyki czesto méwi na mnie Dadelka, i to
mnie zainspirowato. Idealna nazwa. Ponizej zamieszczam wiec ,,Dadelki” - mdj
zbior paradoksow.

Paradoksy matematyczne
Paradoks - co to jest?

1. Paradoks jest zdaniem, ktére prowadzi do logicznej sprzecznosci lub
sytuacji, ktora przeczy zdrowemu rozsgdkowi. Rozpoznanie paradoksu, ktéry
oparty jest na (pozornie!) tatwych i madrych pomystach czesto prowadzito do
znacznych postepdw w nauce i filozofii.

2. Stowo ,paradoks” wzieto sie z greckiego ,paradoksos”, co po Polsku
znaczy ,,nieoczekiwany”, ,nieprawdopodobny”.

3. W matematyce czesto pojawiajg sie pytania, ktérych nie potrafimy
zrozumiec i logicznie wyttumaczy¢. Zjawisko to nazywamy aporig, co po grecku
znaczy trudnosc.

4. Na aporie bardzo fatwo natkng¢ sie w matematyce i stanowig podstawe
jej rozwoju.

Gdy aporia zostanie rozwigzana, zostaje ona sofizmatem lub paradoksem,
zaleznie od strony, po ktdrej nastgpito rozstrzygniecie. Jesli rozumowanie byto
poprawne, chociaz wynik wydawat sie niedorzeczny i sprzeczny z intuicjg, jest
to paradoks. Jesli rozumowanie zawierato w sobie btad, znaczy to, ze aporia
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okazuje sie sofizmatem. Prawda jest, ze tak btedne myslenie prowadzi¢ moze
do tezy prawdziwej, zaréwno jak fatszywej.

Jednym z przeréznych rodzajéw paradoksu jest antynomia. Antynomia (po
grecku antinomos) po polsku znaczy , przeciw prawu”. Rodzaj ten przedstawia
rozumowanie, ktére doprowadza jednoczesnie do otrzymania dwdch
przeciwstawnych stron. Prawda jednego zdania pocigga za sobg prawdziwos¢
swojego zaprzeczenia i tak samo na odwrét.

Na kolejnych stronach tej pracy przedstawie wiele stynnych, jak i tych mato
znanych paradokséw. Beda one zaréwno matematyczne, jak i filozoficzne,
zresztg na jedno wychodzi- filozofia jest pewng czescig matematyki.
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Filozofowie

Na tej stronie opisuje filozofow, ktérzy wymyslili niektore
z paradokséow na kolejnych stronach, i dzieki temu paradoksy te sg
nazwane od ich imion.

Zenon z Elei

Zenon z Elei byt greckim filozofem. Urodzit sie 490 lat p. n. e. i zmart 430 lat
p. n. e., zyt wiec jedynie 60 lat. Uczyt sie w szkole eleatéw a Elei, skagd nazwa
jego przydomku- Zenon z Elei. Doskonalit sztuke prowadzenia sporéw,
co uznawat za wykazywanie na swojej drodze zestawiania poje¢ prawdy
wilasnej i czyjegos fatszu. W tamtych czasach takie zjawisko zwano
dialektyky, a ze przeciez Zenon doskonalit wiedze na jej temat, wiele zrédet
mowi, ze Zenon jest jej tworcy. Jego najpopularniejszymi paradoksami sg
»Achilles i zotw” oraz ,,Strzata”, ktore wyjasnione sg na kolejnych stronach.
Epimenides

Epimenides to grecki filozof z Krety. Z zawodu byt takze kapftanem
i poetg. Urodzit sie w VI w. p. n. e., zyt na przetomie VI a VIl wieku, przezyt
zas az 159 lat! Wedtug legendy stato sie tak, poniewaz w dziecinstwie
Epimenides zasnat w jaskini, a gdy obudzit sie w niej 57 lat pdzniej,
obdarzony byt nadzwyczajng madroscig. Gdy spat, nie postarzat sie za
bardzo, wiec miat 57 lat moze jako nastolatek lub student. Epimenides zostat
ostatnim z ,siedmiu medrcéw”, czyli grupy wybitnych dziataczy
i reformatordw, ktdéra dziatata w Grecji na przetomie VIi VIl wieku.

Mobius

August Ferdinand Mobius byt niemieckim matematykiem i astronomem.
Narodzit sie 17 listopada 1790 r. w Schulpforte, a zmart 26 wrzesnia 1868r.
w Lipsku. Jeden z twdrcow nowoczesnej geometrii algebraicznej. Znany
z odkrycia funkcji Mobiusa i wstegi Mobiusa, opisanej dalej w tej pracy.
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Najwiekszg cze$é¢ tej pracy poswiecam przedstawieniu najciekawszych
wyszukanych przeze mnie paradoksoéw, zardwno tych najbardziej znanych,
jak réwniez zwyktych sprzecznosci i zagadek, ktére mogtyby by¢ postrzegane
w kategorii paradoksu. Nie braknie takze paradokséw zycia codziennego.
Oto one.

Achilles i zotw”

Achilles i zotw postanawiajq zrobi¢ wyscig na dowolny dystans. Wiadomo, ze
Achilles jest o wiele szybszy od Zotwia, obliczyli nawet, ze potrafi biegac¢ od
niego 2 razy szybciej, wiec w tym wyscigu zotw nie miatby szans. Jednak jako
ze Achilles jest sprawiedliwy, postanawia ze Zzotw oddali sie od niego na
starcie o % catego dystansu do pokonania. Biegajgcy szybko Achilles, jako
biegngcy od Zotwia 2 razy predzej, dobiegnie do % dystansu w chwili, kiedy
jego kompan przedrepta do % catej drogi. Kiedy Achilles dobiegnie do %
dystansu, z6tw znéw bedzie dalej, poniewaz pokona % + 1/8 wyscigu. Lecz
kiedy Achilles dobiegnie w to miejsce, zotwia juz tam nie bedzie i tymczasem
bedzie stat 1/16 dystansu dalej od niego, az tak w nieskoriczonos¢. Wynika
z tego, ze w ten sposob Achilles zawsze moze liczy¢ na porazke, chociaz jest
od zotwia az 2 razy szybszy.

Zétw 1.1/2 2.1/4 3.1/8 4.1/16...

Achilles 2.1/2 3.1/4 4.1/8...
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Strzata”

Wystrzelona z tuku strzata nigdy nie bedzie mogta dolecie¢ do celu.
Jest tak, poniewaz w kazdej chwili terazniejszej strzata nie rusza sie,
ale spoczywa, zabierajgc konkretne miejsce w naszej przestrzeni. Poniewaz
czas stworzony jest z takich doktadnie chwil, kiedy strzata spoczywa, wiec tak
naprawde strzata ciqggle zajmuje okreslone miejsce i nie moze leciec
do przodu.

JParadoks Epimenidesa (ktamcy)”

[ A
£ /Z QNSZt

KEAMIE

Pewna osoba mowi: ,ja zawsze ktamie”. Zadajmy wiec sobie pytanie- czy
ten cztowiek jest ktamcq? Po chwili dojdziemy do wniosku, ze nie moze
nim by¢, bo twierdzqc ,ja zawsze ktamie” mowi prawde, czyli nie jest
ktamcq. Czy wiec ta osoba mowi prawde? Tak jak w poprzednim pytaniu,

mozna dojs¢ do sprzecznosci- skoro mdwi prawde, to znaczy,
ze faktycznie zawsze ktamie, wiec nie moze powiedziec¢ prawdy.
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Paradoks skazanego”

Znana jest nastepujgca przypowies$é. Trwa przestuchanie. Sgd mowi
do wieznia:

- Zostaniesz powieszony w nastepnym tygodniu, ale nie podamy Ci
doktadnego dnia tego wydarzenia, wiec egzekucja bedzie dla ciebie
zaskoczeniem.

Po krétkim namysle skazany odpowiada, ttumaczac:

- Nie mozecie w takim razie powiesi¢ mnie w niedziele, bo skoro mam by¢
powieszony do ostatniego dnia nastepnego tygodnia, czyli niedzieli, w ten
dzien w ogodle nie bytbym zaskoczony, ze mnie wieszacie. Skoro
w niedziele nie mozecie mnie powiesi¢, to nalezy popatrzec¢ na inne dni.
Tuz przed niq jest sobota, ale w niq takze nie moglibyscie mnie powiesic,
bo bez niedzieli jest to ostatni dzieri tygodnia, tak wiec wiedziatbym,
co dla mnie szykujecie, i bytbym przygotowany. Przed sobotq jest pigtek,
ale wytgczajgc sobote i niedziele z powiedzianych wczesniej przyczyn,
bytby to ostatni dzien w tygodniu. | w ten dziern nie moZecie mnie
ukatrupi¢, bo nie miatbym ,niespodzianki” wiedzqgc, ze jest to ostatni
mozliwy termin. Rozumujqgc tak dalej- nie mozecie mnie powiesic,
bo egzekucja w zaden dzien nie sprawi mi zaskoczenia.
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LParadoks fryzjera”

@\

N\

W pewnej wiosce pracuje fryzjer, ktory zajmuje sie goleniem mezczyzn.
Wszyscy mezZczyzni z miasteczka dzielg sie na golgcych sie samodzielnie
i tych, ktdrzy chodzq na zabieg do fryzjera. Wszyscy, ktorzy nie golg sie sami,
chodzq do fryzjera, ale ten nie goli tych, ktorzy golq sie samodzielnie.
Czy wiec fryzjer goli sie sam? Jesli tak, to nie moze goli¢ sie sam, poniewaz
jest fryzjerem, ktory nie goli tych, ktorzy golg sie sami. A jesli nie goli sie sam,

to znaczy, Ze idzie do fryzjera i goli sie sam!

Paradoks Russella (ciotki)”

Oparty na tej samej podstawie co paradoks fryzjera.

Pewna ciotka twierdzi, iz: -lubi tych, ktorzy sie nie lubig; -nie lubi tych,
ktorzy sie lubig. Czy ta ciocia lubi siebie? Jedynq sensowng odpowiedzig
jest: -Ciotka lubi sie wtedy, gdy sie nie lubi, a nie lubi sie wtedy, gdy sie

lubi.

Strona 10
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Paradoks liczby 1"

0.999...=1

Bardzo popularny paradoks zwigzany z liczbq 1. A brzmi on nastepujgco:
Utamek dziesietny nieskoriczony 0,9999.... rowny jest 1!

To twierdzenie wydaje sie bardzo nieprawdopodobne dla wielu ludzi. Jednak
mozna matematycznie, w prosty sposob to udowodnic.. Oto jeden
z dowodow:

x=0,999...

dalej mnozymy przez 10 oczywiscie obie strony rownania:
10x = 9,999...

| odejmujemy jeszcze jednego x-a po obu stronach rownania:
10x - x =9,999... - 0,999...

Wynik:

9% =9

A zatem ostatecznie:

x=1

Btgd myslenia w tym paradoksie polega¢ moze na przewidywaniu przez nas,
ze na koncu dziewiqtek znajduje sie ,ostatnia dziewigtka”. A nie jest to
jednak prawda. Paradoks ten zwiqzany jest tez z pojeciem ,,nieskoriczonosci”,
ktore trudno jest nam zrozumiec.

| kolejny dowod matematyczny:
1/3=0,333...
3x1/3=3x0,333...

1=0,999...

A zatem twierdzenie jest najzupetniej prawdziwe!
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Paradoks urodzin”

Jeszcze jeden paradoks, ktory opiera sie na tzw. rachunku
prawdopodobienstwa. Przyjmujemy, Zze chodzimy do klasy, w ktdrej znajdujg
sie 23 osoby. Pytanie brzmi: Jakie jest prawdopodobiernstwo, ze dwie osoby
bedqg miaty urodziny tego samego dnia?

Na pierwszy rzut oka kazdy odpowie, Zze na pewno bardzo niskie, moze nawet
nieprawdopodobne jest, zeby tak sie zdarzyto. Jednak prawdopodobieristwo,
ze dwie osoby swietowaty urodziny tego samego dnia wynosi jednak az 50,7
procent!

Ale jak to?
Wynika to oczywiscie z matematyki. Liczy sie to w sposob opisany ponizej.

Jesli klasa liczytaby 366 0s6b (czyli 0sob, tyle dni w roku plus 1) moglibysmy
by¢ stuprocentowo pewni, ze dwie osoby bedq miaty urodziny tego samego
dnia (nawet gdyby kazdy miat urodziny innego dnia w roku). Teraz liczymy
prawdopodobieristwo, Zze 2 osoby nie bedg miaty urodzin tego samego dnia,
wg nastepujgcego dziatania:

365/365 x 364/365 =99,72%
W przypadku trzech osob jest to:
365/365 x 364/365 x 363/365 =99,17%

A w przypadku 23 0sob:
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365/365 x 364/365 x 363/365 ... x 344/365 x 343/365 = 49,27%

W rezultacie, jesli prawdopodobienstwo, ze dwie osoby z 23 nie bedq miaty
urodzin tego samego dnia wynosi 49,3% to prawdopodobienstwo, ze akurat
bedqg miaty urodziny tego samego dnia wynosi 50,7%

100%-49,3%=50,7%.

Mozna powiedzie¢, ze intuicja w tym przypadku zawodzi, zas z punktu
widzenia statystyki i matematyki twierdzenie to jest catkowicie prawdziwe.

LSamospetniajace sie proroctwo”

Mozna uznac za paradoks.

Samospetniajqgce sie proroctwo to zjawisko, w ktorym okreslone oczekiwania
w stosunku do pewnych zachowan Iub tez zdarzen wptywajq na te
zachowania czy zdarzenia i powodujq spetnienie oczekiwan.

Takie zjawisko wystepuje, gdy informacja o czyms, co ma sie zdarzyc,
pochodzgca z pewnych | wiarygodnych zrddet, z tych Zrodet jest
przekazywana w taki sposob, ze w koncu jest realizowana. Jest to zjawisko
nieswiadome i pojawia sie w sposob mimowolny.

Najlepiej jednak zrozumiec¢ ten paradoks mozina za pomocq przyktadu.
Podaje go wiec dla wyjasnienia:

Rozeszta sie plotka dotyczqca pewnego banku, mowigca o tym, Ze niedfugo
z powodu problemdw finansowych ow bank upadnie. W wyniku rozchodzenia
sie tej plotki ludzie wpadajq w tak zwany owczy ped, poprzez ktdry, wierzgc
w plotke, zaczynajq wyjmowac i przestajq wptacac pienigdze na ten bank,
co doprowadza do jego upadku. A przeciez bank nie miat mimowolnego
zamiaru utracenia wszystkich wielu z klientdéw i pieniedzy!

Emilia Dgdela ,Dqdelki” Strona 13



.Paradoks znikajacej monety”

Zwigzana z nim historyjkat: P6znqg nocq do taniego hoteliku przybywa trzech
podrdznych. Kazdy z nich ma w portfelu 10 koron. Decydujq, ze wezmq
wspolnie jeden duzy pokaoj, ktory kosztuje 30 koron za noc. Wszyscy sktadajq
sie zatem po 10 koron, po czym idq do pokoju, prowadzeni przez boja
hotelowego. W tym samym czasie recepcjonistka otrzymuje maila, ze w tym
dniu obowiqzuje promocyjna oferta za noc w wysokosci 25 koron za pokdj.
Uczciwa recepcjonistka odsyta 5 koron gosciom za pomocqg chfopca
hotelowego. Chtopak mniej uczciwy zatrzymuje dla siebie 2 korony i zwraca
kazdemu z podroznych po 1 koronie. W ten sposob chtopak zarobit 2 korony,
a poszczegdlni goscie zaptacili za pokoéj po 9 koron. Daje to w sumie
dwadziescia dziewie¢ koron. Zaptacili jednak poczgtkowo 30 — gdzie zatem
podziata sie 1 korona?

3x9+2 =29

Przyglgdajqc sie sprawie blizej, zobaczymy, ze zadnych pieniedzy nie brakuje,
tylko nasze rozumowanie jest nieco btedne. Prawidtowe obliczenia:

3x10 zt=30zt

30zt-25zt=5z¢
5z1-(3x1zt)-2z1=0zt
3x9z1-2zt= 25zt

W kasie hotelu pozostato 25 koron, 3 korony wrocity do podréznych, a 2 zarobit
chtopak.

! Przytoczone za Johnem D. Barrowem ,,Jak wygra¢ na loterii?”
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Paradoks dziadka”

e

Jesli cofnqtbys sie w czasie i zabitbys swojego dziadka, to nie urodzitbys sie,
poniewaz nie byto by twojej mamy bqdz twojego taty na swiecie i nie
przyszedtbys na swiat takze ty. Skoro bys nie zyt, nie mdgtbys cofnqgc sie
w czasie i zabi¢ swojego dziadka, poniewaz nie bytoby cie na swiecie.
Ale poniewaz nie cofngtbys sie w czasie przez to ze bys nie zyt, i nie zabitbys
dziadka, mogtbys sie urodzi¢ i wtedy cofnqgtbys sie w czasie i wtedy zabitbys
swego dziadka, itd....

Laradoks requty i wyjatku”
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Czy to prawda, ze kazda reguta ma wyjqtki? Oczywiscie, ze tak, zatem co jest
wyjgtkiem od reguty ,kazda requta ma wyjgtki”? To, ze nie kazda reguta
musi mie¢ wyjqgtki! Ale czy nie przed chwilg twierdzilismy, ze kazda reguta ma
wyjqtki?
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Paradoks z trojkatem”

1

pre ' g
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Na rysunku powyzZzej sq dwa trojkgty, na pierwszy rzut oka identyczne.
Co wiecej, wyglgdajqg na tréjkgty prostokqtne o tej samej podstawie
i wysokosci. W pierwszym trojkqcie znajdujq sie cztery figury geometryczne

w petni wypetniajgce go,; drugi trojkqt zawiera te same czesci z rysunku
pierwszego, ale zmienito sie ich utozenie. Okazuje sie, ze teraz jeden
kwadracik pola tréjkqta pozostaje pusty.

Jak to mozliwe? Przeciez tréjkqt jest taki sam, czesci takze, zamienilismy
tylko ich ukfad.

Najtatwiej wyttumaczyc¢ to tak: zadna z duzych figur (mimo, Ze tak sie moze
wydawac) nie jest tréjkgtem! tatwo to policzyé, sumujemy:

Pole duzego trojkqg wg rys:1:

5 x 3(pole prostokqta réz.-nieb.)+1/2 x 5 x 2(pole tréjkgta pomararicz.)+1/2 x
8 x 3 (pole prostokqta czerw.)=15+5+12=32

A teraz szybkie wyliczenie pola wg wzoru na trojkqt: %x13x5=32,5!

A zatem na rys. 1 nie ma trojkgta. Jest to czworokgt, a my uleglismy iluzji
optycznej. To samo dotyczy figury na rys.2.

Jesli dobrze sie przypatrzymy, stwierdzimy, iz na pierwszym rysunku
,przeciwprostokgtna” jest lekko wklesta, a na rys. 2 jest wypukta (zmienit sie
uktad tréjkqtow wypetniajgcych i zarazem ich kqty) —a wiec tam sie ukryta
1 brakujqca kratka i jej pole!
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Wstega Mobiusa”
Wstega Mébiusa to odpowiednio sklejony okrqg, z ktorego powstaje 2 razy

wiekszy. Uznaje sie jg za paradoks. Bez rysunkdéw trudno wyttumaczyc
0 co w niej chodzi, dlatego ponizej zamieszczam zdjecia wraz z
wyjasnieniami.

Jak jq zrobic¢?

Bierzemy niewielki pasek
papieru i trzymamy go
w dwoch dfoniach.

Odwracamy jednq strone pasemka na
druggq strone.

Przyktadamy obie koncowki
paska na wprost do siebie
i przyklejamy.
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Na powstatlej wstedze zaczynamy
robi¢ kreske przez srodek i nie
odrywajqgc reki ciggniemy jg az do
momentu jej rozpoczecia.

Tak wyglgda po narysowaniu

linii. To pierwszy paradoks
(cho¢ raczej ciekawostka)
Wstegi Mobiusa. Zostanie on
jednak wyjasniony
na kolejnej stronie.

Zwiqgzana z obecnym stanem Wstegi ciekawostka:

Znaczek recyklingu zostat wymyslony na podstawie Wstegi
Mobiusa. Oznacza on nieskoniczonqg przetwarzalnosc¢ produktow:

S
Alad

Na kolejnej stronie dalsze etapy robienia Wstegi:

= -
-
-

. \:\
S
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Idgc po narysowanej wczesniej linii,
za pomocq nozyczek zaczynamy
jg rozcinaé. Tniemy jgq, az do
fragmentu, w ktorym zaczelismy.

I powstata kolejna
ciekawostka: z krotkiej grubej
wstegi powstata dfuga cienka
wstega. Dokonalismy tego
rozcinajgc jedynie
odpowiednio ustawionq

wstege( rys. 1,2 i 3). Nie da sie
logicznie wyttumaczyc, dlaczego tak sie stato, zresztq dlatego
wtasnie jest paradoksem. Odpowiednio sklejona i przecieta na pot
data takqg samq wstege, tylko wiekszq i cienszgq.

O co w niej chodzi?

Po narysowaniu na Wstedze linii, idqcej przez srodek Wstegi ( rys. 4 i 5)
na kolejnym obrazku dotyczgcym jej wykonania zauwazy¢ mozina byto,
ze kreske widac¢ po obydwdch stronach Wstegi. Logicznie mowigc, obie
strony Wstegi to jedna strona. Chociaz zaczynalismy rysowac tylko z jej
jednej strony, to po zrobieniu catej kreski widac byto jg po dwdch stronach.
Gdyby przecigc Wstege po namalowaniu linii, narysowana na Wstedze
kreska bytaby widoczna z dwdch stron. Nie jest to jednak mozliwe,
bo przeciez nie odrywalismy reki od kartki i rysowalismy tylko jedng linie!
Zatem Wstega Mobiusa ma tylko jednq strone. Dlatego jest to paradoks.
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LParadoks roznych cen”

Choc¢ w zasadzie nie jest to paradoks, to wydaje mi sie to tak niezwykfe,

ze do tej kategorii powinno sie zaliczac.

Chodzi mi o ceny produktow w rdznych sklepach. Dlaczego dwie takie same
rzeczy rozniq sie cenami? Skoro mamy do czynienia z identycznym produktem
(ta sama ilos¢, ten sam sktad, to samo opakowanie, ten sam producent), to
dlaczego klient (czyli ja) spotyka sie z bardzo roznqg cenqg w dwoch roznych
sklepach? Dlaczego klienci wiedzqc, Zze ten sam produkt jest tariszy w innym
sklepie, nie idg kupi¢ go tam gdzie jest taniej? Jak duza musi by¢ réznica
w cenie, aby klient zrobit dodatkowy wysitek? | ile ona wynosi w dwdch
sklepach, ktore sprawdzitam?

Postanowitam porownac ceny ze sklepdw Rossman i Auchan. Poréwnac, czyli
obliczyé, ile zaptacitabym wiecej lub mniej w ktoryms z tych sklepow.
W procentach, utamkach i takich podobnych. Jak najdoktadniej.

Pierwszym moim fupem okazata sie herbatka Herbapol o smakach: malina,
zurawina i aronia. Obydwa sklepy nie specjalizujq sie w herbatach, wiec
w jednym jak i w drugim herbata nie powinna by¢ nadzwyczaj drozsza ani
tansza. Spodziewatam sie rdznicy jedynie w groszach.

Drugim produktem, ktorego cene postanowitam sprawdzi¢, byto mydto
kremowe Dove o konsystencjach i zapachu: fresh (cytrusowe, orzezwiajgce),
normalne (czyli jakis tadny zapach) i chyba waniliowe. NiewazZne. RozZne
zapachy kosztowaty tyle samo.

Trzecim produktem okazat sie szampon od Garnier- Ultra Doux. Rowniez
w trzech smakach (czy raczej zapachach): olejek z awokado i masto karite,
olejek arganowy i zurawina oraz sita pieciu roslin.

A czwarte postanowitam porownac¢ z ceng w Internecie. Skorzystatam
ze Smyka i sklepu internetowego Allegro. Na cel obratam maskotke Furby
Star Wars -jakgs najnowszq, w zwigzku z filmem, ktdry wszedt do kin.
Nie, zebym je lubita, sq drogie i plastikowe, i nawet nie wiadomo po co one
sq. Ale zacznijmy juz porownywac ceny- jak napisatam, pierwsza herbata.
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Oto wyniki mojej obserwacji:

Sklep: Rossman Sklep: Auchan
Cena: 6,99 PLN Cena: 4,18 PLN
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Wyliczenie roznicy cen herbat:
6,99z1-4,18z1=2,81zI

Roznica wynosi 2,81zl; co stanowi 40% ceny drozszego produktu zgodnie
z przeliczeniem:

2,81:6,99=0,4 (40%)

2,82:4,18=0,672 (67,2%)
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Nastepne porownanie dotyczy mydet Dove.

Sklep: Rossman Sklep: Auchan

Cena: 8,79 PLN Cena: 9,98 PLN

Wyliczenie roznicy cen mydet:
9,98z1-8,79z1=1,19z/

Rdznica cen mydet wynosi 1,19z1; co daje 12% w przeliczeniu na drozszy
produkt:

1,19:9,98=0,12 (12%)

1,19:8,79=0,14 (14%)
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Szampony:

Sklep: Rossman Sklep: Auchan
Cena: 9,99 PLN Cena: 9,84 PLN

Wyliczenie roznicy cen szamponow:
9,99z/-9,84z1=0,15z/

Rdznica cen szamponow rowna sie 0,15z, ta suma wynosi 1,5%

w przeliczeniu na droZszq cene:
0,15:9,99=0,015 (1,5%)

0,15:9,84=0,0152 (ponad 1,5%)
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Trzeba przyznac, ze niektdre produkty roznity sie cenq o bardzo duzo procent,
ale sq tez takie, ktore majq roznice jedynie w groszach. Teraz zdjecia zabawki
,Furby” Star Wars ze Smyka i sklepu internetowego Allegro, w ktorym mozna
znalez¢ i kupi¢ rzeczy uzywane i nowe... Ja znalaztam ,Furby” najtansze,
nierozpakowywane, nieuzywane i nawet (mam nadzieje) nie wyjmowane z
pudetka. Oto szokujgce wyniki moich porownan:

Sklep: Smyk Sklep: Allegro

Cena: 399,00 PLN Cena: 299,00 PLN (314,00 PLN z przesytkg kurierska)

Furbacca

| —
8 spm e e -

Wyliczenie roznicy cen Furby Star Wars z zatozeniem, ze osoba kupujgca
NIE ZAMAW/IA przesytki kurierskiej:

399z1-299z1=100z/

Rdznica cen Furby wynosi 100zl; jest to 25% w przeliczeniu na drozszq cene
W ponizszym dziataniu:

100,00:399,00=0,25 (25%)
100,00:299,00=0,33 (33%)

Wyliczenie roznicy cen Furby Star Wars z zatozeniem, ze osoba kupujqgca
ZAMAWIA przesytke kurierskq:

399z/-314z1=85z1

Rdznica cen Furby to az 85zl; w przeliczeniu na drozszq cene tego plastiku
jestto 21%:

85,00:399,00-0,21 (21%)
85,00:314,00=0,27 (27%)
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Whniosek:

Zaktadajgc, ze kazdy racjonalnie myslqcy klient bedzie chciat kupi¢ dany
produkt po najnizszej cenie, to zastanawiajgce jest, ze ,drozszy sklep” jest
w stanie w ogdle sprzedawac ten produkt. Stqd logicznym wnioskiem moze
byc¢ zatozenie, Ze klienci nie zawsze sq poinformowani o cenach w réznych
sklepach i czesto nieswiadomie kupujq produkty po wyzszych cenach. Gdyby
bowiem wiedzieli, ze np. ta sama herbata w odlegtosci 50 m kosztuje 40%
taniej, to pewnie by jej nie zakupili w tym drozszym sklepie. Ale klienci mogq
takze robic drozsze zakupy swiadomie z powodu np.: wygody (nie chce im sie
is¢ po 1 produkt dalej), straty czasu (w przypadku zakupu przez Internet
czekajgc na swojq przesytke), traktowania roznicy w cenie jako nieistotnej
(jesli nie majq ograniczen finansowych), lub z powodu koniecznosci — np.
zakup wody na plazy jest kilkukrotnie drozszy niz w markecie. Stqd na rynku
mogq istnie¢ sklepy oferujgce te same produkty rdzniqgce sie cenowo w
sposob istotny.

Laradoks dodatkowej kostki czekolady”

Ten paradoks ma bardzo ciekawe zastosowanie, i gdy sie o nim
dowiedziatam, od razu postanowitam je przetestowac. W tym paradoksie
chodzi o to, aby manewrujqgc dobrze ucietymi kawatkami czekolady ustawic
je w sposob, by tworzyty catq tabliczke czekolady, a rownoczesnie miec¢ dla
siebie jej kostke. Naszq kostke, ktora nie bedzie wchodzi¢ w sktad ztozonej
czekolady trzeba odcig¢ gdzieS w pofowie czasu wykonywania tego
doswiadczenia i prosze- juz mozina cieszy¢ sie tq oszczednosciq i
przyjemnosciq z jedzenia. Ten paradoks moze takze wywotac podziw wsrod
znajomych, ktorzy bedq zachwyceni trikiem. PrzejdZzmy wiec do tworzenia tej
niezwyktej iluzji.

Emilia Dgdela ,Dqdelki” Strona 25



Potrzebne bedq:
-czekolada o wymiarach 4x6
-linijka (najlepiej twarda, nie taka ktora jest elastyczna)
-ostry noz
-deska do krojenia
Jak jq zrobic¢?

Na poczgtek pokazuje czekolade,
ktorej zdjecia bedq na kilku
kolejnych stronach. Nie wazine
oczywiscie, jaka jest - nadziewana,
smakowa czy taka jak na fotografii
obok.

Najwazniejsze, zeby tabliczka
miata wymiary 4x6 kostek. Tylko
w takim uktadzie paradoks moze
sie udac.

Teraz bierzemy noz i przyktadajqgc
linijke, tniemy czekolade w
poprzek 3 rzedu.

Emilia Dgdela ,Dqdelki” Strona 26



Na zdjeciu obok to, co
powstato z przeciecia nozem.

Nastepnie z wiekszego kawatka
przekrojonej tabliczki odcinamy
najdtuzszy rzqd.

A od jego konca odcinamy 1
kostke. Jest to ta kostka,
ktora po przetozeniu paru
czesci czekolady nie bed:zie
juz wchodzita w jej catos¢.

Oto co powstafto dotychczas z
naszej czekolady. Teraz
nalezy poprzektadac pare
elementow. Zobaczmy
zatem jak!
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Naszqg kostke do zjedzenia
odktadamy na bok. Obydwa
fragmenty z czesci czekolady-
ten na gorze, nieruszany oraz
ten, od ktorego odcinalismy
kostke, zamieniamy stronami-
kostkg
ktadziemy na gorze, a ten

ten z utamang

drugi na dole. Nie wolno ich obraca¢- muszq by¢ w tej samej pozycji.

Ufozenie po wykonaniu powyiszych polecen musi byc takie, jakie

przedstawia zdjecie na gorze.

Tak konczy sie ten paradoks.
Co wyszto? Tabliczka jest cata
(jesli nie liczy¢ widocznych
dobrze cie¢ nozem), a kostka
okazata sie dodatkowa, wiec
»hic nie zjedlismy, nic nie
dotykalismy”. Lecz dlaczego

tak sie stato? Czy jest jakies wyliczenie matematyczne wyjasniajgce

te sztuczke?

Emilia Dgdela ,Dqdelki”

Strona 28



O co w tym chodzi?

Cata zagadka tkwi w dfugosci czekolady przed i po. Jak zmierzytam,
poczgtkowa dfugos¢ mojej czekolady wynosita 15,5cm, ale po przetozeniu
kostek i utworzeniu nowej tabliczki dtugos¢ mej czekolady wynosita zaledwie
14,5cm. Jak tatwo obliczyc, zabrakto 1cm:

15,5cm-14,5cm=1cm

Skoro dfugosc 1 kostki wynosi zaledwie 1cm, to czekolada powinna miec
chyba 6¢cm, a nie 15,5cm, prawda?(6cm bo 6 kostek). Obliczmy najpierw
roznice dtugosci czekolady i wszystkich kostek razem:

15,5cm-6cm=9,5cm

Na to nie ma juz odpowiedzi, aczkolwiek najprawdopodobniej 9,5 cm to
suma wszystkich dziur miedzy kostkami.

Kazdy zapewne mysli tez nad inna koncepcjq: ze przeciez 15,5 mozna
podzieli¢ na 6 i wtedy wyjdzie ponad 2. Jednak ustalilismy, ze 1 kostka ma
dtugosc¢ 1 cm.

W zasadzie jest to bardziej ztudzenie optyczne, bo wydaje sie, ze czekolada
jest taka sama jak wczesniej, ale do kategorii paradoksow sie nadaje. MozZna
to nazwac paradoksem optycznym.
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Zakonczenie

Koniec koncdw, jestem bardzo zadowolona z napisania tej pracy. Czuje
rados¢ ze zrobienia czegos trudnego i wymagajgcego. Choc trzeba przyzna¢, ze
juz troche watpitam w jej zakonczenie, chciatam, zeby byto duzo przyktadéw,
zeby bytfa sktadna i tadna. Ale jest juz gotowa i nie ma sie czym martwic. A przy
tym czuje duzg satysfakcje ©.

Byty poszukiwania! Znalezione tropy, dokumentowanie wszystkich
paradoksdw-skarbdéw. Podczas przeglagdania Internetu, ksigzek, pamieci i
wszystkiego, czego sie tylko da w poszukiwaniach przyktadow, zdatam sobie
sprawe, z jak wieloma paradoksami spotykamy sie na co dzien. Przyktadem jest
ten o cenach, bo przeciez kazdy, co najmniej raz w tygodniu chodzi do sklepu, i
wtedy co? Znajduje miliony paradokséw na podtkach! Oczywiscie nie zawsze
musi by¢ rdoznica w cenach tych wszystkich produktéw, ale czesto jaka$ tam
jest, mata czy duza. Rzadko kiedy sg to petne ztotéwki, zazwyczaj tylko grosze.
Przygodg byto jednak dla mnie tropienie ich ,na zywo” (miedzy regatami
sklepowymi). Tak samo paradoks urodzin - akurat tak sie sktada, ze 3 osoby z
mojej klasy majg urodziny w tym samym dniu, a ja juz teraz wiem, ze zadziatata
w tej sytuacji jakas statystyka. Czasem zdarzajg sie jednak takie przypadki, licze
nawet na to, ze kiedys spotkam osobe urodzong w tym samym dniu co ja. Moja
Mama urodzita sie doktadnie w tym samym dniu (i roku) co David Beckham, ale
jeszcze sie niestety nie spotkali osobiscie, cho¢ pewnie ona na to liczy ©.

Piszgc te prace, na pewno wiele sie nauczytam, zaréwno o paradoksach, jak i
samej matematyce. Zapoznatam sie z prowadzonymi w Internecie blogami
wielu ciekawych oséb, dla ktérych matematyka jest wielkg pasjg. By¢ moze ta
wiedza i te odkrycia przydadzg mi sie kiedy$ w przysztym zyciu. A i teraz bede
mogta bez problemu wyttumaczy¢ komus jakis paradoks np. ,ja zawsze ktamie”.
Kto wie.

Mam nadzieje, ze przez ten krétki czas kazdy, tak samo jak ja, nauczyt sie
czegos nowego, bo wiasnie po to jest ta praca.
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