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O autorze i wyborze tematu pracy

Nazywam sie Antek Dtugosz. Bardzo lubie szuka¢ nowych zastosowan wszystkiego wokét mnie.
Prébowatem chodzenia tytem na Orbitreku, jazda tytem na nartach to dla mnie zwyczajnosé.
Podkoszulki ubieram przewleczone na lewg strone, wktadajac w nie najpierw gtowe i ,odwlekajac” je
na siebie. Wielkg radoscig byto dla mnie uczestniczenie w kursie budowania eksperymentalnych
instrumentéw muzycznych podczas trwania VII Miedzynarodowych Warsztatéw Gitarowych w
Lanckoronie w 2014 roku. Moja gitara, na ktérej gratem w orkiestrze na koncercie finatowym na

koniec kursu, zrobiona bytfa z blachy do pieczenia ciasta.

Tak samo lubie dowiadywac sie o czyms innym lub wymyslaé cos w matematyce. Dlatego
liczby Fibonacciego zachecity mnie do eksperymentowania, zastanowienia sie, co mozna z nimi zrobic
troche inaczej. Na liczby Fibonacciego natchnagtem sie w ksigzce Diabet Matematyczny mniej wiecej
rok temu. Wkrétce ponownie ustyszatem o nich w Kahn Academy. ,,Zobaczytem” je tam w szyszkach,
kalafiorach i lisciach wokét todyg kwiatéw, co zapewnia maksymalny dostepie Swiatta do wszystkich
lisci. Od tego czasu nie mogtem przestac o nich myslec. Najpierw wpadtem na pomyst, aby napisac
jeden cigg Fibonacciego nad drugim, a nastepnie zapetni¢ catg kartke w gore i w dét liczbami
Fibonacciego traktujac jako poczagtkowe elementy dwie znajdujgce sie pod sobg liczby. W tym czasie
bratem tez udziat w zajeciach on-line z matematyki w CTY JHU i na jednym spotkaniu, na ktérych
uczyliémy sie poszukiwania rozwigzan zadan poprzez zauwazanie wzoru, wyszukiwalismy rézne
zaleznosci pomiedzy kolejnymi wierszami i kolumnami w tréjkacie Pascala. Pomyslatem, aby poszukaé

takich zaleznosci na mojej kartce.

Dlatego tez, gdy po wakacjach moja Pani od informatyki, ktéra uczy tez w innych klasach
matematyki, powiedziata mi o konkursie prac matematycznych, wiedziatem, ze musze napisaé o
liczbach Fibonacciego i dalej je badaé. Poniewaz jak juz pisatem, uwielbiam robi¢ rzeczy wspak,
popatrzytem tez, czy nie da sie zbudowac ciggu Fibonacciego wspak. Oczywisci dato sie, a co mnie
zaskoczyto, w lewo powstawat cigg Fibonacciego, ale co druga liczba byta ujemna. Na bazie tego ciggu
mozna byto zbudowac inng powierzchnie Fibonacciego. Zauwazytem tez, ze kazy ciag jak
Fibonacciego, ale rozpoczynajgcy sie jednym wyrazem dodatnim a drugim ujemnym, skfada sie od
pewnego wyrazu tylko z elementdw dodatnich badz ujemnych. Wéwczas podsunieto mi pomyst, aby
zbadaé, czy znajgc poczatkowe wyrazy ciggu, mozna stwierdzié, czy cigg bedzie ostatecznie zawsze juz

dodatni, czy ujemny.

Zanim podszedtem do rozwigzania problemu algebraicznie, najpierw postanowitem podejs¢

do sprawy numerycznie, wykorzystujgc mojg pasje do programowania. Od poczatku szkoty



podstawowej uczytem sie programowania. Najpierw nauczytem sie robié gry w Scratch’u. W piatej
klasie dowiedziatem sie w szkole o innym jezyku programowania dla dzieci — Baltie - i zaczatem
programowac w tym jezyku i starowaé w konkursach. Baltiego prébowatem tez wykorzystywaé do
réznych zadan matematycznych, w tym do obliczania wyrazéw ciggu Fibonacciego. W tym roku

uczeszczam na kurs programowania w Cpp.

Kropke nad ,,i” w przygotowaniach mojej pracy postawita moja Pani od informatyki mgr
Katarzyna Stachnik. Bez niej, nie miatbym pojecia, jak to wszystko uporzadkowac, zebrac
i przedstawic¢ w formie pracy konkursowej. Pani Stachnik poddata mi tez Swietny pomyst na tytut
pracy. Jestem jej bardzo wdzieczny za caty poswiecony mi czas i zyczliwos¢. Chciatbym, aby takich

nauczycieli byto w szkotach wiecej.
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Dywany i szaliki Antoniego

nie tylko bajka o pewnych zastosowaniach ciggéw Fibonacciego

Dawno, dawno temu, za siddma goérg, za siddma rzeka zyt sobie krélewicz Leonardo. Pochodzit z rodu
Fibonaccich. No moze nie catkiem krélewicz, ale syn dyplomaty wtoskiegoi nie catkiem za siédmg
rzeka, bo urodzit sie za jeszcze liczniejszymi rzekami i gérami w Pizie w 1175 roku. Zatem
przynajmniej rzeczywiscie zyt dawno, dawno temu. Cho¢ w pewnym sensie zyje do dzisiaj w swoich
uczniach. Ciagg Fibonacciego jest to bowiem jeden z ulubionych tematéw prezentacji szkolnych,

a nawet rozdziatdw ksigzek. O tym ciggu napisano juz tak wiele, ze nietatwo powiedzie¢ cos nowego.
Ciggu Fibonacciego uzyto na przyktad do opisu tempa rozmnazania sie krélikdw, uktadu lisci i nasion
na roslinach wszelkich. Znaleziono go tez w tréjkacie Pascala. Cigg ten jest uzywany do opisu zjawisk
ekonomicznych, meteorologicznych, w muzyce i w sztuce. Szczegdlnie ciekawe sg prezentacje Kahn
Academy- cykl: ,Spirals, Fibonacci and being a plant” gdzie nie tylko pokazane jest wystepowanie
ciggu Fibonacciego w przyrodzie, na przyktad w uktadzie lisci wokét todygi, ale przy okazji wyjasniona
jest metoda badan przyrodniczych. Matematycy znalezZli takze wiele ciekawych zaleznosci pomiedzy

niektdrymi wyrazami tego ciggu.

Ta opowiesé bedzie jednak o czyms zupetnie nowym. Mistrz Antoni, wierny uczen Fibonacciego,

opowie wam, jak uzywajac ciggu Fibonacciego, tka¢ dywany i nie tylko. Zatem postuchaijcie.

Podczas gdy jak dobrze wiecie, podstawowy cigg Fibonacciego buduje sie w ten sposdb, ze jego
kolejny wyraz powstaje jako suma dwdch poprzednich wyrazéw, gdzie pierwszymi wyrazami ciggu
zazwyczajsg 1i1lub0il, dywan Antoniego tka sie, zaczynajgc od czterech jedynek utozonych w

kwadrat.



Aby utkaé pierwszg éwiartke dywanu Antoniego, trzeba powtdrzy¢ krok dodawania dwdéch ostatnich

liczb, ale tym razem w dwa wymiary - w gére i w prawo, jak ponizej:

144 | 144 | 288 | 432 | 720 | 1152|1872 | 3024 | 4896 | 7920 | 12816 | 20736

89 89 | 178 | 267 | 445 | 712 | 1157 | 1869 | 3026 | 4895 | 7921 | 12816

55 55 | 110 | 165 | 275 | 440 | 715 | 1155 | 1870|3025 | 4895 | 7920

34 34 68 | 102 | 170 | 272 | 442 | 714 | 1156|1870 | 3026 | 4896

21 21 42 63 | 105 | 168 | 273 | 441 | 714 | 1155 | 1869 | 3024

13 13 26 39 65 | 104 169 | 273 | 442 | 715 | 1157 | 1872

8 8 16 24 | 40 64 | 104 168 | 272 | 440 | 712 | 1152

5 5 10 15 25 40 65 | 105 | 170 | 275 | 445 720

3 3 6 9 15 24 39 63 | 102 | 165 | 267 | 432

2 2 4 6 10 16 26 42 68 | 110 | 178 288

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

Taki dywan mozna rozszerzyé w lewo i w dét na trzy sposoby:

Mozemy postgpic tak, jak w prawo i w gore, tj. dodawac dwa wyrazy, aby obliczy¢ wartosc
kolejnego po lewej stronie lub pod spodem.
Mozemy “cofac” sie w lewo, w ten sposéb, aby dopisywany byt taki wyraz, ze po dodaniu go

do wyrazu sgsiedniego z prawej, otrzymamy warto$¢ nastepnego wyrazu na prawo.



Jak widzimy, tym sposobem dostajemy odbicie ciggu Fibonacciego co do wartosci bezwzglednych, ale
co drugi wyraz jest ujemny. Mozemy zatem w goére i w dot uzywac algorytmu Fibonacciego ,,do

przodu”, a idac w lewo uzywac¢ odwrotnego mechanizmu Fibonacciego.

e Mozemy wreszcie, tkajgc tylko w gére i w prawo, budowac¢ kolejne wyrazy ciggu w sposdb

standardowy, a w lewo i w dét tkaé ,rakiem” jak opisano powyzej.

A teraz powiedzcie mi dzieci, czy byliscie grzeczni? Zjedliscie dzisiaj $niadanie przed wyjsciem do
szkoty? | zadnych drozdzéwek? — zapytat sam krdlewicz Leonardo. Tak? To stuchajcie dalej mojego

ucznia Antoniego.



1 Gtéwna (prawa gorna) ¢wiartka dywanu Antoniego

Na pewno styszeliscie, ze czasem zamiata sie co$ pod dywan. A skoro tak, to dywany mogg skrywa¢

gtebokie tajemnice. Czy tak jest tez z dywanami Antoniego? Postuchaijcie.

1.1 Obserwacje Antoniego

Zanim zajmiemy sie catymi dywanami Antoniego, przypatrzmy sie ich gtdwnej ¢wiartce.

1.1.1 Najpierw zauwazmy, ze kazdy wiersz i kazda kolumna tej powierzchni jest ciggiem
Fibonacciego zaczynajgcym sie od dwdch liczb Fibonacciego np.: patrzac w gére i w dot, pigta

kolumna jest ciggiem Fibonacciego zbudowanym na poczatkowych wartosciach pie¢, pieé.

144 144 288 432 720 | 1152 | 1872 | 3024 | 4896 | 7920 | 12816 | 20736
89 89 178 267 445 712 | 1157 | 1869 | 3026 | 4895 | 7921 | 12816
55 55 110 165 275 440 715 | 1155 | 1870 | 3025 | 4895 | 7920
34 34 68 102 170 272 442 714 | 1156 | 1870 | 3026 | 4896
21 21 42 63 105 168 273 441 714 | 1155 | 1869 | 3024

13 13 26 39 65 104 169 273 442 715 | 1157 | 1872

8 8 16 24 40 64 104 168 272 440 712 | 1152
5 5 10 15 25 40 65 105 170 275 445 720
3 3 6 9 15 24 39 63 102 165 267 432
2 2 4 6 10 16 26 42 68 110 178 288
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144



1.1.2 Teraz popatrzmy na przekatng przechodzacg przez dwie jedynki (zaznaczone na czerwono):
Jak widzimy ponizej, na tych przekatnych znajdujg sie kwadraty kolejnych liczb Fibonacciego

(zielone).

144 144 288 432 720 | 1152 | 1872 | 3024 | 4896 | 7920 | 12816 | 20736

89 89 178 267 445 712 1157 | 1869 | 3026 | 4895 | 7921 12816

55 55 110 165 275 440 715 1155 | 1870 | 3025 | 4895 | 7920

34 34 68 102 170 272 442 714 1156 | 1870 | 3026 | 4896

21 21 42 63 105 168 273 441 714 | 1155 | 1869 | 3024

13 13 26 39 65 104 169 273 442 715 | 1157 | 1872

8 8 16 24 40 64 104 168 272 440 712 1152
5 5 10 15 25 40 65 105 170 275 445 720
3 3 6 9 15 24 39 63 102 165 267 432
2 2 4 6 10 16 26 42 68 110 178 288
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

1. 1=12

2. 1=172

3. 4=22

4. 9 =32

5. 25 =52

6. 64 =82

7. 169 = 132

8. 441 = 217



1.1.3  Kolejno popatrzmy na diagonalne rozpoczynajace sie od wartosci 1 i 2 (zaznaczone na

czerwono): Na tych osiach, réznice pomiedzy kolejnymi wyrazami sg kwadratami kolejnych liczb

Fibonacciego.

144 | 144 | 288 | 432 | 720 | 1152|1872 3024 | 4896 | 7920 | 12816 20736

89 89 | 178 | 267 | 445 | 712 | 1157|1869 | 3026 4895 7921 |12816

55 55 | 110 | 165 | 275 | 440 | 715 | 1155 1870|3025 | 4895 @ 7920

34 34 68 | 102 | 170 | 272 | 442 | 714 1156 1870| 3026 | 4896

21 21 42 63 | 105 | 168 | 273 | 441 | 714 1155 1869 | 3024

13 13 26 39 65 | 104 169 | 273 442 | 715 | 1157 | 1872

8 8 16 24 | 40 64 | 104 168 | 272 | 440 | 712 | 1152

5 5 10 15 25 40 65 | 105 170 | 275 | 445 720

3 3 6 9 15 24 39 63 | 102 | 165 | 267 | 432

2 2 4 6 10 16 26 | 42 68 | 110 @ 178 | 288

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

2—-1=1=1-1
6—2=4=2-2
15-6=9=3-3
40—-15=25=5-5
104 -40=64=8-8

273 —-104 =169 =13-13

10



1.1.4 Tym razem popatrzmy na dowolny kwadrat ztozony z czterech wyrazéw (niebieskie).
Okazuje sie, ze iloczyny elementdéw umieszczonych na skos w kwadracie (np. niebieskim, zielonym,

pomaranczowym, lub czerwonym) sg zawsze sobie réwne.

144 144 288 432 720 | 1152 | 1872 | 3024 | 4896 | 7920 | 12816 | 20736

89 89 178 267 445 712 | 1157 | 1869 | 3026 | 4895 | 7921 | 12816

55 55 110 165 275 440 715 | 1155 | 1870 7920

34 34 68 102 170 272 442 714 1156 4896

21 21 42 63 105 168 273 441 714 1155 | 1869 | 3024

13 13 26 39 65 104 169 273 442 715 1157 | 1872

8 8 16 24 40 168 272 440 712 | 1152
5 5 10 15 25 105 170 275 445 720
3 3 15 24 39 63 102 165 267 432
2 2 10 16 26 42 68 110 178 288
1 1 2 3 5 8 13 55 89 144
1 1 2 3 5 8 13 55 89 144

6:-6=2-3-2-3=3-3-2-2=9-4
21-34=21-34
65:64=5-13-8-8=13-8-5-8=104-40
65-63=5-13-7-3-3=5-3-7-3-13=105-39

3025-3026=5-5-11-11-2-17-89=5-11-2-17-89-5-11 = 1870 - 4895

11



Co wiecej, jezeli wezmiemy kwadrat dowolnej wielkosci, to iloczyny elementéw umieszczonych

w wierzchotkach po skosie rowniez sg sobie réwne (np. czerwone elementy lub zielone).

144 144 288 432 720 | 1152 | 1872 | 3024 | 4896 | 7920 | 12816 | 20736

89 89 178 267 445 712 | 1157 | 1869 | 3026 | 4895 | 7921 | 12816

55 55 110 165 275 440 715 | 1155 | 1870 | 3025 | 4895 | 7920

34 34 68 102 170 272 442 714 | 1156 | 1870 | 3026 | 4896

21 21 42 63 105 168 273 441 714 1155 | 1869 | 3024

13 13 26 39 65 104 169 273 442 715 1157 | 1872

8 8 16 24 40 64 104 168 272 440 712 1152
5 5 10 15 25 40 65 105 170 275 445 720
3 3 6 9 15 24 39 63 102 165 267 432
2 2 4 6 10 16 26 42 68 110 178 288
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

42-55=2-3-7-5-11=3-7-2-5-11=21-110

3-1155=3-11-5-3-7 =5-11-7-3-3=55-63

6:8=2-3:2:2:2=3-2:2-2-2=3-16

24-168=3-2-2-2-3+7+2:2:2=3-3-7-2-2-2-2-2-2=63-64

10-442=2-5-13-17-2=4-5-13-17 =2-2-17- 13-5=68-65

12



1.1.5 Dalej zauwazmy, ze suma kazdych dwdch kolejnych elementéw po przekatnej tworzy liczbe

Fibonacciego.

144 144 288 432 720 | 1152 | 1872 | 3024 | 4896 | 7920 | 12816 | 20736

89 89 178 267 445 712 1157 | 1869 | 3026 | 4895 | 7921 | 12816

55 55 110 165 275 440 715 | 1155 | 1870 | 3025 | 4895 | 7920

34 34 68 102 170 272 442 714 | 1156 | 1870 | 3026 | 4896

21 21 42 63 105 168 273 441 714 | 1155 | 1869 | 3024

13 13 26 39 65 104 169 273 442 715 | 1157 @ 1872

8 8 16 24 40 64 104 168 272 440 712 1152
5 5 10 15 25 40 65 105 170 275 445 720

3 3 6 9 15 24 39 63 102 165 267 432

2 2 4 6 10 16 26 42 68 110 178 288

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

1+1=2=F,

21+68=289=F,

40 + 104 = 144 = Fy,
26 +63 =89 =F,,

440 + 1157 = 1597 = F,

13



1.2 Zapytajcie Antoniego

- Mistrzu Antoni, czy mdgtbys wyjawi¢ nam tajemnice twoich dywandw. Skad biorg sie te wszystkie

zaleznosci, ktére nam wyjawites?

- Z przyjemnoscia - odpowiedziat Mistrz i kontynuowat. ,,0téz zauwazcie, moje dzieci, ze dywan

Antoniego jest wielkg tabliczkg mnozenia liczb Fibonacciego”.

F11 144 288 432 720 1152 | 1872 | 3024 | 4896 | 7920 | 12816 | 20736

F10 89 178 267 445 712 1157 | 1869 | 3026 | 4895 | 7921 | 12816

F9 55 110 165 275 440 715 1155 | 1870 | 3025 | 4895 | 7920

F8 34 68 102 170 272 442 714 1156 | 1870 | 3026 | 4896

F7 21 42 63 105 168 273 441 714 | 1155 | 1869 | 3024

F6 13 26 39 65 104 169 273 442 715 1157 | 1872

F5 8 16 24 40 64 104 168 272 440 712 1152
F4 5 10 15 25 40 65 105 170 275 445 720
F3 3 6 9 15 24 39 63 102 165 267 432
F2 2 4 6 10 16 26 42 68 110 178 288
F1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144
F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10 F11

W zwiazku z tym, na przekatnej opisanej w 1.2 znajduja sie kwadraty kolejnych liczb Fibonacciego-
tak jak na przekatnej w powyzszej Tabliczce Mnozenia znajdujg sie kwadraty kolejnych liczb

naturalnych.

14



Teraz popatrzmy sie na zaleznos$¢ w punktach dotyczacg iloczynu elementéw lezacych w katach
kwadratu. Aby uzasadnic, dlaczego tak jest, opiszmy potozenie czterech rogéw jakiegokolwiek
kwadratu umieszczonego na powierzchni Fibonacciego przy pomocy kolejnych numeréw liczb
Fibonacciego, ktére daja wynik danego elementu (czyli jak przy zwyktym uktadzie wspotrzednych
gdzie kolejne liczby na osiach Y i X numerujg kolejne liczby ciggu Fibonacciego). Utwdrzmy teraz
kwadrat ztozony z elementéw dywanu A4, B, C, D, gdzie A ma wspoétrzedne (I, m), B ma wspétrzedne

(I,n), C mawspodtrzedne (k,m), D ma wspodtrzedne (k,n). Zatem

A=F, - F,
B=F - F,
C=Fy-F,
D =F,-F,

Zauwazmy jak to zostato ujete w punkcie 1.1.4
A-D=F -F, -F,-F
Natomiast
B-C=F F -F,-F,
Czyli
A-D=F FE, - F,-E,=F -F,-F,-E,=B-C
Ostatecznie na podstawie zasady przemiennosci mnozenia
A-D=B-C
Zauwazmy, ze ograniczenia, jakie dalisSmy na wierzchotki, podajg warunki na wierzchotki prostokata,

a nie kwadratu. Zatem udowodniliSmy twierdzenie ogdlniejsze o iloczynie przeciwlegtych

wierzchotkéw prostokata na powierzchni Fibonacciego.

Poniewaz elementy powierzchni Fibonacciego sg iloczynami liczb Fibonacciego: w Wikipedii

zwrdcitem uwage na zwigzki pomiedzy iloczynami liczb Fibonacciego. Oto one:
Fop1 = Fn2 + Fr%—l
Fon = Fr%+1 - Fr%—l

k=1 sz = Fop By

Fpi1 Fqoq — E?= (—1)™ tzw. zaleznos¢ Cassiniego.

15



Pierwsze z tych twierdzen uzasadnia mojg obserwacje, ze suma dwdch kolejnych wyrazéw dywanu
lezgcych na diagonalnej jest liczbg z ciggu Fibonacciego. Druga zalezno$¢é pokazuje, ze réznica dwdch
elementow lezgcych na diagonalnej oddalonych od siebie o dwa tez jest liczbg Fibonacciego. Dalej na
podstawie trzeciego wzoru widzimy, ze suma n pierwszych elementéw z gtdwnej przekatnej jest
iloczynem dwdch liczb Fibonacciego — wyrazdéw E, i F,, . ciagu Fibonacciego. Wreszcie ostatnia
formuta méwi, ze element obok gtéwnej przekatnej pomniejszony o najblizszy element z gtdwnej
przekatnej wynosi albo 1, albo -1 w zaleznosci od tego, czy element na przekatnej jest kwadratem

parzystego, czy nieparzystego wyrazu ciggu Fibonacciego.

,Skoro juz zdradzitem wam najwazniejsze sekrety gtdwnej éwiartki mojego dywanu (powierzchni
Fibonacciego), nie pozostaje mi nic innego, jak opowiedzie¢ wam, jak tka¢ z kawatkow caty
patchworkowy dywan. Ale z tym musicie poczekac do jutra, bo dzisiaj jestem juz zmeczony”- dodat

Mistrz Antoni.

16



2. Kompletne symetryczne dywany Antoniego

Nazajutrz rano, gdy tylko Mistrz sie obudzit, ujrzat nad sobg grupke dzieci. ,,Mistrzu, co nam przyjdzie
z éwiartki dywanu. Powiedz nam jak z liczb Fibonacciego utkaé caty dywan” Poprosity dzieci. ,Jak juz
wspomniatem, pierwszg mozliwoscig bedzie odciecie lewego i dolnego brzegu skatadajgcymi sie z
podstawowych ciggdw Fibonacciego oraz utkanie odbicia lustrzanego wzgledem jednego z nich” —
przekrzykiwaty sie dzieci. A dalej nalezy utkaé odbicie lustrzane tak powstatej potéwki. Albo mozna
wyjsé z czterech jedynek w rogach kwadratu i doszywaé kolejne elementy stosujgc mechanizm

Fibonacciego w gére w doét w lewo i w prawo.” — wyjasnit Mistrz.

273 | 168 | 105 | 63 42 21 21 42 63 | 105 | 168 | 273

169 | 104 | 65 39 26 13 13 26 39 65 | 104 | 169

104 | 64 40 24 16 8 8 16 24 40 64 | 104

65 40 25 15 10 5 5 10 15 25 40 65

39 24 15 9 6 3 3 6 9 15 24 39

26 16 10 6 4 2 2 4 6 10 16 26

13 8 5 3 2 1 1 2 3 5 8 13

13 8 5 3 2 1 1 2 3 5 8 13

26 16 10 6 4 2 2 4 6 10 16 26

39 24 15 9 6 3 3 6 9 15 24 39

65 40 25 15 10 5 5 10 15 25 40 65

104 | 64 | 40 24 16 8 8 16 24 | 40 64 | 104

169 | 104 | 65 39 26 13 13 26 39 65 | 104 | 169

273 | 168 | 105 | 63 42 21 21 42 63 | 105 | 168 | 273
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Analogicznie, mozna zbudowac ggbke Antoniego (inni bedg jg zwac przestrzenig Antoniego). Mozna
wiec potozyé na sobie dwa puszyste dywany Antoniego i uktadaé na sobie kolejne kawatki idgc w gore
o wartosci réwnej sumie 2 ponizej potozonych elementdéw. Albo mozna wystartowac z 8 jedynek
umieszczonych w szescianikach z ggbki utozonych w szescian a nastepnie w kazdym kierunku
dodawad szescianiki z wartosciami stanowigcymi sumy dwdch wczesniejszych szesciandw.
Postepujemy wiec analogicznie do tego, jak z dwéch ciggdw Fibonacciego umieszczonych jeden nad

drugim (lub startujac z czterech jedynek w rogach kwadratu) zbudowali$my dywan Antoniego.

Zauwazmy, ze wartosci elementdw tej przestrzeni (ggbki Antoniego) sg iloczynami trzech liczb
Fibonacciego. Dlatego tez na gtdwnej przekatnej znajdziemy tam szesciany kolejnych liczb
Fibonacciego. Ciekawe tez bytoby rozszerzenie obserwacji dotyczacej iloczynéw elementéw
przestrzeni lezgcych w przeciwlegtych rogach dowolnego prostokgta w przestrzeni Fibonacciego.
Okazuje sie, ze iloczyn dwéch elementdow lezgcych w przeciwlegtych wierzchotkach pewnego
szescianu, jest rzeczywiscie rowny iloczynowi elementéw przestrzeni lezgcych w rogach na dowolne;j
innej przekatnej tego szescianu. Wynika to wprost z analogicznej argumentacji jak w przypadku
dywanu Antoniego. Rozwazymy, bowiem, w gabce Antoniego szescian wyznaczony potozeniem
wierzchotkow wyrazow Fupe, F(atiype » Fatp+m) » Fab(c+n)- Teraz dla utatwienia opusémy znak F,
mowiacy, ze to wyraz Fibonacciego i zajmijmy sie samymi wspotrzednymi. Widzimy, ze dla elementu
o wspétrzednych (a, b, ¢), rég po przekatnej ma wspotrzedne (a + k, b + m, c + 1). Zatem iloczyn

tych elementéw, to
Fo - Fp I+ Farg Foym® Fein

Teraz wezmy wierzchotek o potozeniu (a + k, b, c¢). Wierzchotkiem po przekatnej bedzie punkt o

wspotrzednych (a, b +m, ¢ + n). Zatem iloczyn tych elementdw gabki Antoniego to
Fosw = Fp .- Fg - Fyom - Feun

Z prawa przemiennos$ci mnozenia wynika, ze po przemnozeniu kazdy wyraz Fibonacciego sposrod
oznaczonych indeksami (a, b, c,a + k, b + m, ¢ + n) wystgpi doktadnie 1 raz. Zatem oba iloczyny s3
sobie réwne. Analogicznie sprawdzamy dla pozostatych trzech wierzchotkéw na wybranej scianie. Na
przyktad dla punktu (a, b +m, c) wierzchotek po przekatnej ma wspétrzedne (a + k, b, c + n)

| ponownie po uporzgdkowaniu otrzymujemy jako iloczyn tych elementéw
Fa ' Fb'Fc’Fa+k’ Fb+m' Fc+n

| tak samo dla dowolnego innego wierzchotka.
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3. Niesymetryczne dywany Antoniego

,Brrr” - powiedziat Antoni, gdy wyszedt z dzie¢mi na pole, a tu wokoto petno $niegu. ,Dzisiaj,
przydatyby sie Wam szaliki. Powiem wam jak zrobic szaliki Antoniego”- kontynuowat. ,,Méwitem juz,
ze drugg potowe powierzchni Fibonacciego mozemy zbudowad rowniez “cofajac” sie w lewo, w ten
sposdb, aby dopisywany element dodany do elementu obecnie najbardziej na lewo dat element

obecnie drugi od lewej” — rozpoczat trzecig opowiesé Mistrz.

-21

13 -8 5 -3 2 -1 1 0 1 1 2 3 5 8 13

21...

W ten sposéb mozna utkac caty niekoriczacy sie w obie strony szalik Antoniego. Jak wida¢, w lewo
powstaje co do bezwzglednych wartosci cigg Fibonacciego, ale co drugi jego wyraz pozostawiony
niepokolorowany ma znak ujemny. Ale popatrzcie, wyszto stonce. O szalikach powiem wiec innym

razem, a dzisiaj dokoricze opowies¢ o dywanach.

Podobnie jak przy robieniu w obie strony szalika, mozna postepowac z kazdym rzedem dywanu.
Zatem tak utworzony dywan Antoniego jest, jak opisany wczesniej dywan symetryczny, z tg rdznica,
ze co druga kolumna na lewo ma wyrazy przeciwne do tych z dywanu Antoniego. Dlatego nazywam
go czesSciowo niesymetrycznym dywanem Antoniego (lub niesymetryczng przestrzenig Fibonacciego).
Gérna jego potowa jest natomiast odbiciem lustrzanym dolnej potowy, ale lewa potowa nie jest
odbiciem lustrzanym prawej. (Lub mogtoby by¢ przeciwnie, lewa potowa jest odbiciem lustrzanym

prawej, ale gérna potowa nie jest odbiciem lustrzanym dolnej).
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Na ponizszym rysunku, kolumny tego samego koloru zawierajg te same wartosci po obu stronach.

Kolumny z przeciwnymi wartosciami wyrazéw Fibonacciego zostawitem niepokolorowane. Dywan ma

zatem pozioma o$ symetrii, ale nie pionowa. Zaleznosci w lewej czesci tak utworzonej przestrzeni
Fibonacciego sg dosy¢ podobne do tych juz opisanych, pamietajac jednak, ze suma dwéch wyrazéw

skosnych jest jak réznica po prawej stronie i odwrotnie.

273 |-168 | 105 | -63 | 42 | -21 | 21 21 | 21 | 42 | 63 | 105 | 168 | 273
159 | -104| 65 | -39 | 26 | -13 | 13 13 | 13 | 26 | 39 | 65 | 104 | 169
104 | -64 | 40 | -24 | 16 | -8 8 8 8 16 | 24 | 40 | 64 | 104
65 | 40 | 25 | -15 | 10 | -5 5 5 5 10 | 15 | 25 | 40 | 65
39 | -24 | 15 | -9 6 -3 3 3 3 6 9 15 | 24 | 39
26 | -16 | 10 | -6 4 -2 2 2 2 4 6 10 | 16 | 26
13 | -8 5 -3 2 -1 1 1 1 2 3 5 8 13
13 | -8 5 -3 2 -1 1 1 1 2 3 5 8 13
26 | -16 | 10 | -6 4 -2 2 2 2 4 6 10 | 16 | 26
39 | 24| 15 | -9 6 -3 3 3 3 6 9 15 | 24 | 39
65 | -40 | 25 | -15 | 10 | -5 5 5 5 10 | 15 | 25 | 40 | 65
104 | -64 | 40 | -24 | 16 | -8 8 8 8 16 | 24 | 40 | 64 | 104
159 | -104| 65 | -39 | 26 | -13 | 13 13 | 13 | 26 | 39 | 65 | 104 | 169
273 |-168| 105 | -63 | 42 | -21 | 21 21 | 21 | 42 | 63 | 105 | 168 | 273
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Mozna wreszcie utworzy¢ przestrzen Fibonacciego z czterech niesymetrycznych ¢wiartek

odpowiadajgcych tabliczce mnozenia réwniez na liczbach ujemnych. Zatem idac w dét lub lewo

budujac przestrzen Fibonacciego ,cofamy sie”, a idgc w prawo lub w gdre, stosujemy algorytm

Fibonacciego ,,do przodu”.

-168| 105 | -63 | 42 | -21 | 21 21 | 21 | 42 | 63 | 105 | 168
-104| 65 | -39 | 26 | -13 | 13 13 | 13 | 26 | 39 | 65 | 104
104 | -64 | 40 | -24 | 16 | -8 8 8 8 16 | 24 | 40 | 64 | 104
65 | 40 | 25 | 15| 10 | -5 5 5 5 10 | 15 | 25 | 40 | 65
39 | -24 | 15 | -9 6 -3 3 3 3 6 9 15 | 24 | 39
26 | -16 | 10 | -6 4 -2 2 2 2 4 6 10 | 16 | 26
13 | -8 5 -3 2 -1 1 1 1 2 3 5 8 13
13 | -8 5 -3 2 -1 1 1 1 2 3 5 8 13
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
13 | -8 5 -3 2 -1 1 1 1 2 3 5 8 13
-13 | 8 -5 3 -2 1 -1 -1 -1 -2 -3 -5 -8 | -13
26 | -16 | 10 | -6 4 -2 2 0 2 2 4 6 10 | 16 | 26
-39 (24 | -15| 9 -6 3 -3 0 -3 -3 -6 -9 | 15| -24 | -39
65 | 40 | 25 | 15| 10 | -5 5 0 5 5 10 | 15 | 25 | 40 | 65
-104| 64 | -40 | 24 | -16 | 8 -8 0 -8 -8 | -16 | -24 | 40 | -64 [-104
-104| 65 | -39 | 26 | -13 | 13 0 13 | 13 | 26 | 39 | 65 | 104
168 (-105| 63 | -42 | 21 | -21 | O | -21 | -21 | -42 | -63 |-105|-168
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Analogicznie mozna zbudowac niesymetryczng gabke Antoniego (przestrzen), startujgc albo z dwdéch
odpowiednich niesymetrycznych powierzchni Fibonacciego, albo z 8 jedynek utozonych w szes$cian i
postepujac zgodnie z zasadg, ze w gére w prawo i wgtgb dodajemy dwa poprzednie elementy, a idac

w dét lub w lewo i do przodu — odejmujac dalszy skrajny wyraz od drugiego w kolejnosci.
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4. Szaliki Antoniego

Opisany powyzej sposéb tworzenia odwrotnego ciggu Fibonacciego w tyt nasunat mi jeszcze jedno
zagadnienie do rozwazenia. Jak bedg wygladad szaliki, jezeli rozpoczniemy sktadanie od dwdch

kawatkdw z wartosciami o przeciwnych znakach. Na przyktad, pierwszy niech bedzie dodatni, a drugi

ujemny.
5 -5 0 -5 -5 [ujemny | ujemny | ujemny | ujemny | ...
5 -4 1 -3 -2 | ujemny | ujemny | ujemny | ujemny | . ..
5 -3 2 0 | dodatni | dodatni | dodatni | . . .
5 -2 3 dodatni | dodatni | dodatni | dodatni | dodatni | . . .

Zauwazmy, ze jezeli drugi wyraz jest maty co do wartosci bezwzglednej, cigg od pewnego momentu
bedzie skfadat sie wytacznie z wyrazéw dodatnich. Jezeli jednak jest odpowiednio duzy, od pewnego

momentu bedzie ztozony z wyrazéw wytgcznie ujemnych.

Mozemy teraz postawié¢ pytanie, jaka musi by¢ wielko$¢ drugiego wyrazu (co do bezwzglednej
wartosci) w stosunku do pierwszego, aby powstaty cigg Fibonacciego od pewnego momentu miat
znak drugiego wyrazu. Poniewaz sytuacja jest w petni symetryczna, mozemy zajac sig wytacznie

przypadkami takimi, w ktérych pierwszy wyraz jest dodatni a drugi ujemny.

Widac, ze jezeli drugi wyraz jest réwny pierwszemu, ale ma przeciwny znak, to cigg bedzie w koricu

ciggiem o znaku drugiego wyrazu.
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Jezeli natomiast drugi element bedzie nie wiekszy od potowy pierwszego co do wartosci

bezwzglednej, przewazy znak pierwszego wyrazu.

Ale dla jakiej wartosci drugiego elementu o przeciwnym znaku niz pierwszy, nastepuje ostateczna
zmiana znaku wyrazéw ciggu? Czyli jezeli pierwszy wyraz jest dodatni, od jakiej wartosci
bezwzglednej drugiego wyrazu cigg bedzie od pewnego wyrazu tylko ujemny? Zatem jezeli pierwszy
wyraz ma wartos¢ k, drugi ma warto$é —m, to jaka jest wartos¢ x = % taka, ze dla szalika

rozpoczynajgcego sie od elementéw k, m cigg ostatecznie stanie sie ujemny, a dla wyrazow k, m-1

dodatni?
1. dlak=10, m=7, x=0.7

bo 10,-7, 3,—4,—-1,— — — natomiast 10,—6, 4,—-2, 2, 0,+ + +
2. dlak=5 m=-4, x=038

bo 5,—-4, 1,-3,-2,— — — natomiast 5,-3, 2,—1, 1, 0,+ + +
3. dlaa=100, m =62, x =0.62

bo 100,-62,38,—24,14,-10,4,—6,—2,— — — natomiast 100,—-61,39,—-22,17,-5, 12,7,+ +

Najpierw przeprowadzitem obliczenia na komputerze. Napisatem program, ktéry podaje dla
zadanych pierwszych dwdch liczb ciggu Fibonacciego F; = k, F, = —m czy ten cigg od pewnego

wyrazu bedzie juz tylko ujemny, czy tylko dodatni i wypisywatem x = —% . cpp.sh/4605r.

Nastepnie napisatem program, ktéry sam dla zadanego k wyszukiwat najmniejsze m, dla ktérego ciagg
jest ujemny. Dodatkowo, taki sam program napisatem w jezyku Baltie (patrz appendix). Zobaczytem,
ze gdy wzrasta k, x dosy¢ szybko (powyzej 550) przestaje przekracza¢ 0.62 (patrz ponizej lub

szerzej w tabeli wynikéw).
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Okno programu Baltie

.- - -

. - FEERNEL? I

a.618181818181818
D6IBRIATININ 5

7 G.619565217191 304

2 0.618444885292563

3 Amnaasimore
061531901341 982
V617050355 7122)

345 0,61938958707 3604

345

146 061896,

AT Q6196428571

147

8

148

144

150

50 A.618I74558303887

151 46194 7619047619

Powiekszenie wynikow

g P SR EREN

12 " w
%)cmsso 600 { g — 0 e — 0 B
> ) ¥
w?m 0 .
o AN
s h -0,618181818181818
— -0.618874773139746
-0,619565217391304
-0,618444846292948
-0,61913357400722
-0,61981981981982
-0,618705035971223
-0,619389587073609
-0,618279569892473
-0,618962432915921
-0,619642857142857
0,618538324420677
-0,619217081850534

-0,618117229129662
-0,618794326241135
-0,619469026548673
-0.618374558303887
-0,619047619047619
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Czy mozna wiec obliczy¢ wartosé x algebraicznie? Przyjmijmy, ze pierwszy wyraz ciggu ma wartosc
k, a drugi —x * k, gdzie jak juz zauwazytem 1 > x > % Jak mozna opisac kolejne wyrazy ciggu

wedtug zasad Fibonacciego?

k, —xk, k(1-x), k(1-2x), k(2-3x), k(3-5x), k(5—-8x), k(8—13x)

Caty cigg bedzie ujemny od momentu, gdy dwa kolejne wyrazy bedg jeden ujemny, drugi niedodatni.
W rozwazaniach naszych mozemy opusci¢ mnozenie przez k, bo szukamy tylko, czy wyrazenie jest

dodatnie, czy ujemna. Zatem wartos¢ k nie ma znaczenia, wiec wystarczy rozwazyc cigg

1, -—x 1—x, 1-2x, 2-3x, 3-—5x, 5-—8x, 8 — 13x, 13 — 21x

Zauwazamy, ze elementy te sg zbudowane z elementéw ciggdw Fibonacciego F,, i F,,.1 . Kolejny
wyraz tego ciggu szalikowego S ma warto$¢ F,, — x - F,,.1 . Szukamy zatem warunku, zeby dwa

wyrazy szalikowe byty mniejsze lub réwne zero. Zatem chcemy, aby

Fn—X'Fn+1S0 l Fn+1—X'Fn+2SO

Warunek jest spetniony, gdy

F, . F,

Fni1 Fniz

Czy jest zatem najmniejsza warto$¢ x taka, ze jezeli mamy cigg o wyrazach k, —x + k, k(1 — x),...

to od pewnego wyrazu wszystkie elementy bedg ujemne? Dowiedziatem sie tez, ze stosunek —=**

n

dla bardzo duzych n zmierzajgcych do nieskoriczonosci, zmierza do liczby ¢ =1,618... definiujgcej
ztoty podziat. W naszych warunkach wystepujg wartosci odwrotne. Zatem nasze x wyznacza
odwrotnos¢ @, czyli ¢ = 1: @ = 0.618 ... , czyli mniej niz 0.62 . Zatem rzeczywiscie wyniki liczbowe

zbiezne sg z wynikami uzyskanymi algebraicznie.
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5. Szczesliwe zakonczenie

Wykorzystujac cigg Fibonacciego mozna szy¢ paczworkowe dywany i tworzy¢ gabki (budowad
powierzchnie i przestrzenie) ztozone z wyrazédw Fibonacciego zaczynajac z 4 jedynek tworzacych
kwadrat (lub odpowiednio 8 jedynek tworzacych szescian) i posuwajgc sie przy tworzeniu kolejnych
wyrazéw nie tylko w prawo, ale i w pozostatych kierunkach. Dywany te stanowig swoiste tabliczki
mnozenia wyrazoéw ciggu Fibonacciego, a wyrazy takiej przestrzeni, czy powierzchni fagczg miedzy
sobg ciekawe zaleznosci. Cho¢ zanim zabierzecie sie do dywandw, najlepiej zacza¢ od szalikow

Antoniego.

Proste szaliki Antoniego projektuje sie zgodnie z algorytmem ciggu Fibonacciego. Mechanizm
wykorzystany w ciggu Fibonacciego mozna tez odwrécic, projektujac szalik oparty o cigg Fibonacciego
zbudowany w przeciwng strone. Okazuje sie, ze taki szalik sktada sie z kwadratow z liczbami z ciggu
Fibonacciego co do wartosci bezwzglednej, ale co drugi z nich ma przeciwny znak. Nasuwa to pomyst
zbadania szalikéw, rozpoczetych dwoma elementami z liczbami o przeciwnych znakach, np.
pierwszego dodatniego i drugiego ujemnego. Okazuje sie, ze po pewnej liczbie wyrazéow o
naprzemiennych znakach, dalej wszystkie pozostate wyrazy sg juz jednego znaku. W pracy mojej
zbadatem, dla jakiej wartosci stosunku drugiego wyrazu do pierwszego cigg przestaje byé dodatni jak
pierwszy wyraz i zaczyna by¢ ujemny jak drugi wyraz. Badajgc zagadnienie zaréwno numerycznie, jak
i algebraicznie okazato sie, ze takim punktem zwrotnym jest ® = 1/ ¢ gdzie @ jest liczbg ze ztotego
podziatu. Ciekawe czy, gdyby dowolny ujemny, ale duzy co do wartosci bezwzglednej element ciggu
Fibonacciego ,,z lewej jego czesci” pomniejszy¢ o jeden (zwiekszy¢ o 1 jego bezwzgledng wartosé), to
czy uzyskany szereg bytby szeregiem od pewnego momentu zawsze ujemnym? Ale odpowiedz na to
pytanie pozostawie juz wam, drogie dzieci. Jezeli poprawnie odpowiecie na to pytanie, bedziecie zyli

dtugo i szczesliwie.
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6.

Oznaczenia i twierdzenia

E, -n-ty wyraz ciggu Fibonacciego

¢ - liczba ztotego podziatu zdefiniowana dla odcinkdw o dtugosci
odpowiednio a i b tworzgcych razem odcinek o dlugosci a+b jest taka, ze

atb _ % = ¢ =1.6180339887...

a

O=1:¢ symbolem ® oznacza sie czesto warto$¢ odwrotng do ¢

lim 2t —

n-ooco Fp

Fn

x = lim - punkt zwrotny dla szalikdéw Antoniego

n—-oo Fpyq

A, B, C,D — punkty na dywanie Antoniego

A (m,n) — punkt na dywanie Antoniego o wspdtrzednych m-tego i n-
tego wyrazu Fibonacciego
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8. Appendix
6.1 Wyniki
R: - pierwszy wyraz zmodyfikowanego ciggu Fibonacciego, liczba catkowita dodatnia

Rk - najmniejsza wartosc¢ k-tego wyrazu (najwieksza co do wartosci bezwzglednej), dlaktérej nasz

zmodyfikowany cigg Fibonacciego jest jeszcze ujemny. Ry jest liczbg catkowity, ujemna.
X (punkt zwrotny) czyli stosunek Ri/R1
R1 Rk X

1-1-1

2-2-1
3-2-0.666667
4-3-0.75
5-4-0.8

6 -4 -0.666667
7-5-0.714286
8-5-0.625
9-6-0.666667
10-7-0.7
11-7-0.636364
12 -8 -0.666667
13-9-0.692308
14 -9 -0.642857
15-10 -0.666667
16 -10-0.625

17 -11 -0.647059
18 -12 -0.666667
19-12-0.631579
20-13 -0.65
21-13-0.619048
22 -14 -0.636364
23 -15-0.652174
24 -15-0.625
25-16 -0.64

26 -17 -0.653846
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27 -17 -0.62963
28 -18 -0.642857
29 -18 -0.62069
30-19-0.633333
31-20-0.645161
32-20-0.625

550-341-0.62
551-341-0.618875
552 -342 -0.619565
553 -342 -0.618445
554 -343 -0.619134
1555 -344 -0.61982
556 -344 -0.618705
557 -345-0.61939
558 -345-0.61828
559 -346 -0.618962
560 -347-0.619643
561 -347-0.618538
562 -348 -0.619217
563 -349 -0.619893
564 -349 -0.618794
565 -350-0.619469
566 -350-0.618375
567 -351-0.619048
568 -352 -0.619718
569 -352 -0.618629
570-353-0.619298
571-353-0.618214
572 -354 -0.618881
573 -355-0.619546
574 -355-0.618467
575-356-0.61913
576 -357 -0.619792
577 -357 -0.618717
578 -358 -0.619377
579 -358 -0.618307
580 -359 -0.618966
581 -360-0.619621
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582 -360-0.618557
583 -361-0.619211
584 -362 -0.619863
585 -362 -0.618803
586 -363 -0.619454
587 -363 -0.618399
588 -364 -0.619048
589 -365 -0.619694
590 -365 -0.618644
591 -366 -0.619289
592 -366 -0.618243
593 -367 -0.618887
594 -368 -0.619529
595 -368 -0.618487
596 -369 -0.619128
597 -370-0.619766
598 -370-0.618729
599 -371-0.619366
600-371-0.618333

964 -596 -0.618257
965 -597 -0.618653
966 -598 -0.619048
967 -598 -0.618407
968 -599 -0.618802
969 -600 -0.619195
970-600 -0.618557
971 -601 -0.61895
972 -601-0.618313
973 -602 -0.618705
1974 -603 -0.619097
975 -603 -0.618462
976 -604 -0.618852
977 -604 -0.618219
978 -605 -0.618609
1979 -606 -0.618999
980 -606 -0.618367
981 -607 -0.618756



982 -608 -0.619145
983 -608 -0.618515
984 -609 -0.618902
985 -609 -0.618274
986 -610 -0.618661
1987 -611 -0.619048
988 -611-0.618421
989 -612 -0.618807
990 -613 -0.619192
991 -613 -0.618567
992 -614 -0.618952
993 -614 -0.618328
994 -615 -0.618712
1995 -616 -0.619096
996 -616 -0.618474
997 -617 -0.618857
998 -617 -0.618236
999 -618 -0.618619

32



Program 1

// Example program 1

#include <iostream>

#include <string>

using namespace std;

int main()

int c=0;

int b;

int a;

int plus=0;

int minus=0;

cin>>a;

cin>>b;

if(a<0&&b<0)

cout<<"ujemne"<<endl;

if(a>0&&b>0)

cout<<"dodatnie"<<endl;
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if(a==0&&b==0)

cout<<"2 zeros don't work :P";

for(int i=0; i<100;i++){

c=a+b;

a=b;

b=c;

if(b<0){

minus++;

if(plus>0)

plus=0; }

if(b>0){

plus++;

minus=0;

if(minus==2] | plus==2)

if(b<0){

cout<<"ujemne";
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else

cout<<"dodatnie";

} break;

Adress: cpp.sh/4605r
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6.2 Program 2

#include <iostream>
#include <string>

using namespace std;

bool fibo(int a, int b)
{
bool jestdodatnie;
int c=0;
int plus=0;
int minus=0;
if(a<0&&b<0)
{
jestdodatnie=false;
}
if(a>0&&b>0)
{
jestdodatnie=true;
}
if(a==0&&b==0)
{
cout<<"Nie moze byc na wejsciu dwoch zer.";
}
for(int i=0; i<20;i++){
c=a+b;
a=b;
b=c;
if(b<0){
minus++;
if(plus>0)
{
plus=0; }
}
if(b>0){
plus++;

minus=0;
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if(minus==2] | plus==2)

{
if(b<0){
jestdodatnie=false;
}
else
{
jestdodatnie=true;
} break;
}
}
return jestdodatnie;
}
int main()
{

for (int i=1;i<=100;i++)
{
for (int j=-1;j>=-i;j--)
{
bool f=fibo(i,j);
if (f==false)
{
cout<<"Dla pierwszej liczby "<<i<<" ciag ostatecznie bedzie mial ujemne wartosci gdy druga liczba

jest mniejsza lub rowna "<<j<<endl;

break;
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6.3

Program 3 w Baltie
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Sprawozdanie z pisania pracy i podziekowania

Dziekuje Jury za czas poswiecony na przeczytanie tej pracy. Mam nadzieje, ze praca

spodobata sie i dostane szanse przedstawienia jej na sesji matematycznej moim kolegom.

Najwiekszym zaskoczeniem podczas pisania pracy byto dla mnie to, jak wiele pracy i czasu
wymagato przetozenie pomystu w prace matematyczng. Myslatem, ze zapisanie pomystu zajmie mi
jeden wieczér. Jak bardzo sie mylitem. Miedzy pierwszg wersjg pracy a ostateczng powstato kilka
bardzo réznych prac z coraz to nowymi elementami i inaczej zorganizowanych. Wyzwaniem okazato
sie tez graficzne przedstawienie pracy. Zaskoczeniem dla mnie byto tez to, jak ta praca urosta, gdy
zastosowatem sie do wszystkich wskazéwek nauczycielki. Innym zaskoczeniem byto dla mnie to, ze za
kazdym razem, kiedy wydawato mi sie, ze juz wszystko w danej kwestii wymyslitem, przychodzito mi
do gtowy cos$ nowego. W zasadzie to juz mam tez nowe pomysty na dalsze badania dywanéw

Antoniego, ale gdzies trzeba byto skonczy¢.

W tym miejscu chciatbym tez jeszcze raz serdecznie podziekowac Pani mgr Katarzynie
Stachnik, ktéra pomogta mi najbardziej. Bez jej pomystu i cennych wskazéwek, tej pracy na konkurs
matematyczny po prostu by nie byto. (Przy okazji dziekuje tez za program liczacy w Baltie
powierzchnie ,, wysp” przy pomocy rekurencyjnego DFS, z ktérym to zadaniem nie mogtem sobie
poradzi¢, by uzyska¢ wymagang ztozonos$c¢ czasowg (tak zwyczajnie, to moje programy robity, co
trzeba, ale pracowaty zbyt dtugo)). Podziekowania nalezg sie tez mojemu bratu, ktéry pomogt mi w
pisaniu drugiego z zatgczonych programéw w Cpp, (pierwszy napisatem catkowicie sam). Za
rozwijanie mojej kreatywnosci dziekuje tez moim nauczycielom matematyki ze szkét on-line: z CTY
JHU, oraz z AoPS, gdyz zdobyte na kursach umiejetnosci wykorzystatem w mojej pracy. (Mam
przyznany indywidualny tok nauczania i nie uczestnicze w zajeciach z matematyki w mojej szkole.
Jestem bowiem, z tego nieszczesnego rocznika, ktéremu cofnieto program matematyki w szkole o rok
do tytu w ramach préby obnizenia wieku szkolnego, a ja nie chciatem traci¢ czasu.) Wreszcie
chciatbym podziekowac Pani Julie Little z CTY JHU, ktéra uczy mnie pisania i kaze nam budowac
sceny, ubogacajgc je wymyslanymi szczegétami. Podpowiedziato mi to pomyst wprowadzenia do

pracy krélewicza Leonarda i Mistrza Antoniego.

Antoni Dtugosz
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