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Z lekcji wiemy, ze mozna oblicza¢ sume miar katow wewnetrznych np. trojkata,
czworokata, pigciokata ..., ktéra wynosi odpowiednio 180°, 360°, 540° ...

Dla dowolnego n - kata ( n > 3 ) mozemy korzysta¢ z nastepujacego wzoru:
(n —2) x 180°

Kazdy wielokat ma rowniez katy zewngtrzne.

Zaciekawilo nas, ile wynosi suma miar kqtow zewnetrznych w tréjkacie, czworokacie,
pieciokgcie, n- kacie?

Definicja kqta zewnetrznego.

Kqt zewnetrzny to kqt przylegly do kqta wewnetrznego tego wielokgta.

Kqty przylegle, to kqty wypukte, ktore majq jedno ramig wspdlne, a pozostate dopetniajq sie do
prostej.

W trdjkacie jest szes$¢ katow zewnetrznych, parami rownych, jako katy wierzchotkowe.
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Skoro kat zewnetrzny jest zawsze przylegly do kata wewngtrznego oznacza to, ze suma miar
obydwu tych katow jest rowna 180°.

Wynika z tego, ze miara dowolnego kata zewnetrznyego = 180° — miara kata wewnetrznego.




Suma miar katow zewnetrznych w tréjkacie.

Aby obliczy¢ sume miar katow zewnetrznych w trojkacie nalezy kilkakrotnie doda¢ t¢ roznice.
Kazdy kat wewnetrzny posiada pare katow zewnetrznych i wiasnie dlatego jest ich zawsze dwa
razy wigcej niz katow wielokata.Suma miar katow zewngtrznych wynosi:

2 (180°— o) + 2(180°— B)+ 2( 180°— y) = 2x 180°— 2. + 2x180°— 2B + 2x180- 2y =
6 x180°— 2(a+ B+ y) = 1 080° - 2x180° = 720°

Suma miar katow zewnetrznych w dowolnym tréjkacie wynosi 720°.

Suma miar katéw zewnetrznych w czworokacie wypuklym.

e Suma katow zewnetrznych w czworokacie foremnym — kwadracie

Katy zewnetrzne 1 wewnetrzne w kwadracie to katy proste.

Suma katéw zewnetrznych jest rowna 8 x 90° = 720°

e Suma miar katéow zewnetrznych w dowolnym czworokacie wypuklym :

Uczen 1

.
7

)
LA

A

Kat wierzchofko;v;”r_%,

+ ¢ |

/oh \ |

B
al iBl; 02 1P2; a3 1B3; 04 1 B4 to katy wierzchotkowe czyli maja rowne miary.
al; 02; a3; a4 to katy wewngtrzne, suma ich miar wynosi 360°.

al + a2 + 03 + 04 = 360° l

Bl + P2+ B3 + P4 =360° 720°

4x360° - 720°=1440° —720° =720°



Uczen 2

al

Katy a, B, v, 0, 0 to katy wewnetrzne, a katy al, B1, y1, 81 to katy zewnetrzne.
Poniewaz kat zewnetrzny jest katem przylegtym do kata wewngtrznego to:

ol =180°- a
B1=180°- B
y1=180°- v
51=180°- 5
at B+ y+ 0 =360°

Obliczamy sume miar katow zewnetrznych czworokata:

2%l +2*Bl+2*yl +2*51=

2 *(180°-a)+2 *(180°-B)+2 *(180° -y) +2 * (180°-8) =
360°-20+360°-2p+360°-2y+360°-206 =

4%360° - 2% (at Byt ) =4*360° - 2 *360°

1 440° - 720° =720°



Suma miar katéow zewnetrznych w pieciokacie wypuklym

Uczen 1

54()»"“73.;;* :

al + a2 + a3 + a4 + a5 = 540°
Bl + B2 + B3 + P4 + B5 = 540°

5*360°—(540°*2) = 1800°-1080°=720°

Uczen 2

Katy a, B, v, 0, 0 to katy wewnetrzne, a katy al, B1, y1, 81, 01 to katy zewnetrzne.
a+B+y +3+60=540°
Obliczamy sume miar katow zewnetrznych pieciokata:

2Rl +2*Bl+2%yl +2*51+2%0] =

2% (180° - a) +2* (180°- B) +2* (180° - y)+2 * (180° - §) +2 * (180°- 0) =
360° - 20 +360° - 2B + 360° - 2y + 360° - 25 +360°-2 0 =

5%360° - 2% (a+P+y +5+0)=

5% 360° - 2 * 540° =

1800° - 1080°=720°



Suma miar katow zewnetrznych w n-kacie wypuklym

e Obliczamy sume¢ miar katow zewngtrznych n-kata foremnego:

o0=360°/n
B =180°-a
B1=180°-p

Bl *2n=
(180°-B) * 2n=
360°n-B *2n=

360°n - (180°-a) * 2n =
360°n - (360°n - a * 2n) =
360°n—-360°n+ o * 2n =
o*2n=

360°/n*2n=7
20°*n/n= 720°

e Obliczamy sume¢ miar katow zewngtrznych w dowolnym n-kacie wypuktym:

al, a2, a3,.... a N —katy wewngtrzne

Bl =180°-al

B2 =180°- a2

2 B1+2 B2+2 B3+...+2 Bn =

2(180° - a1) + 2(180° — a2)+...+ 2(180° — an )=

2x180° x n — 2(al +a2+ a3+.... +an) =

2x180° x n — 2(n-2)x180° = 360° n - 360°(n-2) =

n x 360° — (n-2) 360°= n x 360° — n x 360° +720° = 720°

W dowolnym wielokacie wypuklym suma wszystkich katéw zewnetrznych jest stala
wynosi 720°.



Katy znajduja si¢ nie tylko w wielokatach ale takze w kole.

Jednym z nich jest kgt srodkowy czyli taki, ktorego wierzchotek znajduje si¢ w srodku kota, a jego
ramiona sq potprostymi zawierajgcymi promienie kota.

Innym jest kgt wpisany. Jego wierzchotek znajduje sie W dowolnym punkcie okregu, a ramiona sq
potprostymi zawierajqcymi cieciwy tego kota.

Kaqt wypukly — kqt ktorego miara jest mniejsza bgdz rowna mierze kqta potpetnego.

Kaqt wklesly — kqt, ktory nie jest wypukly, miara takiego kqta jest wigksza niz 180°, lecz mniejsza niz
360°

Po zapoznaniu si¢ z pojeciami, przystapiliSmy do zadan interaktywnych w GoGebrze, aby lepiej
to zrozumiec.



Na okrggu wybralismy punkty A i B, narysowalismy kat wpisany oparty na tuku AB,
zmieniali$my polozenie wierzchotka kata na tuku.

W1,W2 W3 — wierzchotki

ZauwazyliSmy, ze (zal. animacja na CD)

Zmieniali$my rowniez, dtugos$¢ tuku i obserwowalismy miary kata wpisanego.



Dhugosé tuku | Miara kgta wpisanego Rysunek ( zal. animacja na CD)
74 okregu 45°
&
5 okregu 90° A :
¥4 okregu 135°
& okregu 22,5




Zainteresowalismy sig¢, czy jest zwigzek miedzy katem wpisanym i katem srodkowym opartym
na tym samym tuku?
Narysowalismy kat sSrodkowy 0 mierze 60°. Jakga miarg¢ bedzie miat kat wpisany?

Kolejny rysunek przedstawia kat srodkowy oraz trzy katy wpisane, ktoérych wierzchotki znajduja si¢
W roznych punktach okregu, a ramiona oparte sa na tym samym tuku.

Z obserwacji wynika, ze dowolny

kat wpisany ma miare 30° czyli polowe kata srodkowego.

Jak wida¢ kat wpisany ma zawsze takg samg miare: 30°. Dlaczego?
Kat sSrodkowy jest dwa razy wiekszy od kata wpisanego.

Wyjasnienie tej sytuacji przedstawimy w ,,trzech odstonach”:
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Pierwszy przypadek : Srednica dzieli kat §rodkowy oraz wpisany na dwa katy (wersja 1)
Wiadomo, ze: o =al +a2 1 = Bl +p2

Na czerwono zaznaczone s3 dwa promienie kota, ktére tworzg ramiona trojkata rownoramiennego.
Jego podstawa jest cigciwa — 0znaczona kolorem zielonym. Kat al jest katem przy podstawie,
co oznacza, ze drugi kat przy tej samej podstawie tez jest katem al.

Trzeci kat tego trojkata mozemy obliczy¢ na dwa sposoby.
Kat y jest przylegly do B1 wigc y = 180° — 1.

Wiemy, ze: suma katow w trojkacie wynosi 180° oraz, ze suma dwoch katow wewnetrznych
trojkata jest rtowna mierze kata zewnetrznego przylegtego do trzeciego kata.

Znamy dwa katy tego trojkata wigc obliczenie trzeciego nie bedzie trudne.

y= 180°-2 * al.

Z tego wynika, ze:

y= 180°-pl
y= 180°-2 *ql

180°-B1 = 180°-2 * al
-Bl=-2*al czyli Bl=2*al
Skoro al jest dwa razy mniejsze od B1 to a tez bedzie dwa razy mniejsze od f3.

Podobnie: B2 = 2 * a2
Bl = 2*al
2= 2%*a2
Bl1+P2= 2 (al +02)

p=2%aq
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Pierwszy przypadek: Srednica dzieli kat §Srodkowy oraz wpisany na dwa katy (wersja2)

Co zauwazamy Komentarz

| \ .\ ||.
|' >5 P o — kat wpisany
B — kat srodkowy

Narysowalis$my $rednice, ktora dzieli a na al i a2
oraz  na B1 i 2.
Wiadomo, ze:

ol +o2=aqa

BL+p2=P

N
al jest katem w trojkacie rownoramiennym ASW
I\ tworzonym przez dwa promienie i cigciwe.
~. W . . .
{7 A skoro al jest katem przy podstawie drugi kat

tez jest rowny al.
Podobnie dzieje si¢ z katem a2.

Skoro suma katéw w trojkacie jest rowna 180° to:
y1 =180°-2* al

v2=180°-2 * o2

katy przylegle wynosza 180° wiec

vl =180°- Bl

v2 =180°- B2

180° - B1=180°-2 * gl
Bl=2*al

180°- B2=180°-2 * a2
I B2=2* 02
B2+ Pl =2%*(a2+al) P =20
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Drugi przypadek : Srednica zawiera ramiona kata wpisanego i srodkowego

Co zauwazamy Komentarz

Ramie¢ kata a pokrywa si¢ z ramieniem kata f3,
WB jest $rednica.

Trojkat WSA jest rbwnoramienny — katy:
SWA =SAW =B (sa tej samej miary).

Suma miar katow wewnetrznych w trojkacie to
180°, czyli

y=180° - 28

§ =
a+y = 180°

o+ (180° —2B) = 180°
o+ 180° =2+ 180°
a=2p
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Trzeci przypadek: Srednica nie zawiera si¢ w zadnym z katow

: / \\\ o — kat wpisany
/ B — kat srodkowy
!I y |
7.\\\ //\ .' katy o i B sg oparte na tuku AB.
3 N
S/ N\

Dorysowuje $rednice WC, zawierajaca
wierzchotki katow a1 .

Utworzone katy al i 1 s3 oparte na tym
samym tuku BC, a $rednica zawiera ramiona
katow (jak w przypadku drugim).

czyli kat B1jest rowny 2 al

Kat AWC jest wpisany
Kat ASC jest srodkowy
Oparte sg na tym samym tuku ABC

2(a+al)=p+p1
20+2al =pf+2al
czyli

20 =8
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Ciekawym wnioskiem jest zauwazenie, ze

Kgt dopisany do okregu W punkcie A nalezgcym do okregu, to kgt wypukly wyznaczony przez
styczng do okregu w punkcie A 0raz potprostq, zawierajgcq cieciwe o koncu w punkcie A.

Zainteresowali$my sig¢, czy jest zwigzek miedzy katem dopisanym, a katem wpisanym czy
katem $rodkowym?
A

—

AW — §rednica, AB- cigciwa, o — kat wpisany

Kat ABW jest prosty, bo jest oparty na $rednicy (na potokregu), a kat WAB jest rowny 90°— a bo
suma katéw w trojkacie wynosi 180°

Kat miedzy styczng a srednicg wychodzaca z punktu stycznosci A jest prosty,

wigc kat BAS jest miarg danego kata dopisanego i jest rowny 90° - (90° — a).

Literatura:
Podrgcznik: Matematyka 2001

Wikipedia- encyklopedia
GeoGebra
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