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Wstep

Geometria jest moja ulubiong dziedzing matematyki, interesuje si¢ nig juz od czasow szkoty
podstawowej. O geometrii niecuklidesowej ustyszatem po raz pierwszy w programie
popularno-naukowym o fizyce w telewizji. Po kilku latach poczulem si¢ na sitach by zglebic¢
ten temat korzystajac z profesjonalnej literatury matematycznej.

Rys historyczny

Euklides z Aleksandrii byl pierwszym matematykiem, ktory postanowil usystematyzowac
wiedz¢ matematyczng swoich czaséw. Stosowal podejscie aksjomatyczne do wyjasniania
zaleznoséci wystepujacych w geometrii. Wszystkie jego aksjomaty, te pozalogiczne zwane
przez niego postulatami byty krotkie i nikt nie miat do ich prawdziwo$ci watpliwosci, z
wyjatkiem Postulatu V, zwanego inaczej postulatem réwnoleglosci. Matematycy na
przestrzeni dziejow uwazali go za zbyt skomplikowanego, ale nie potrafili udowodni¢ jego
prawdziwosci czy falszu. W poczatkach XVIII wieku podjeto proby wyprowadzenia jak
najwigkszej liczby twierdzen korzystajac tyko z 4 pierwszych postulatow i dolaczajac
zaprzeczenie V postulatu cheieli doprowadzi¢ do sprzecznosci, co si¢ im nie udato. Nastepnie
3 matematykow niezaleznie odkrylo i opisato geometri¢ nieeuklidesowa, byli to:

Carl Friedrich Gauss, Janos Bolyai i Nikotaj L.obaczewski. Gauss wiedzac, ze konserwatywne
srodowisko nie przyjmie jego teorii, a nie chcac zszarga¢ swojej renomy nie opublikowat
swoich domystow.



Postulaty Euklidesal
1. Od jednego punktu do drugiego mozna przeprowadzi¢ prosta.
2. Odcinek mozna przedtuzaé nieskonczenie, otrzymujgc prosta.
3.Z dowolnego $srodka mozna zatoczy¢ okrag o dowolnym promieniu.
4. Wszystkie katy proste sg przystajace.

5.Jezeli dwie proste po przecigciu z trzecig tworza po jednej stronie katy wewngtrzne
jednostronne, ktorych suma jest mniejsza od dwoch katow prostych, to te proste przecinajg si¢
przy dostatecznym przediuzeniu i to po tej wtasnie stronie.

Lub inaczej zapisany 5 postulat:

5'.Przez dany punkt nienalezacy do danej prostej mozna poprowadzi¢ jedng prosta rozlaczng z
dang prosta.

Piaty postulat zostal obalony niezaleznie przez Nikotaja Lobaczewskiego i Janosa Bolyaia,
ktorzy wymyslili 1 spisali podstawy geometrii hiperbolicznej zwanej tez geometria Bolyaia-
-Lobaczewskiego. Zastapili oni ostatni postulat swoim wilasnym, zwanym Postulatem
Lobaczewskiego:

5". Jezeli dana jest prosta AB 1 nie lezacy na niej punkt C, to przez punkt C w plaszczyznie
ABC , mozna poprowadzi¢ co najmniej 2 proste nie przecinajace prostej AB2.



Rzutujac jedno rami¢ kata na drugie rami¢ otrzymujemy odcinek. Rzuty punktow ramienia

kata ostrego na drugie rami¢ kgta wypehia odcinek AH bez punktu H, ale poza ten odcinek
nie wychodzi.

Dlatego rysujgc prostg w geometrii hiperbolicznej rysujemy rami¢ hiperboli, ktora tak jak
rami¢ kata nieskonczenie si¢ zbliza do swojej asymptoty, a w tym wypadku do prostopadtej
HJ do ramienia AH. 3

Inaczej méwiac:

Istnieje taki kat ostry, ze pewna prostopadta do jednego z jego ramion nie przecina drugiego
ramienia kata.(Takze "dalsze" prostopadie nie przecinajg drugiego ramienia kata; prosta HJ
jest graniczng prosta, ktora oddziela proste przecinajace od nieprzecinajacych.



Model*

Plaszczyzne Lobaczewskiego mozna przedstawi¢ pod postacia modelu-interpretacii
Beltramiego-Kleina.

W tym modelu przyjmujemy kilka umow:

1. Punkt hiperboliczny jest to dowolny punkt euklidesowy plaszczyzny zawarty wewnatrz
(czyli w odlegtosci od $rodka okregu < r ) pewnego okrggu o statym promieniu-okregu
podstawowego. Punkty lezgce na tym okregu bedziemy nazywaé punktami niewlasciwymi
(nieskonczenie dalekimi), a lezace poza nim punktami idealnymi.

2. Prosta hiperboliczna jest to dowolna cigciwa okregu podstawowego. Konce tej cigciwy
nazywamy punktami niewlasciwymi prostej hiperboliczne;.

3. Plaszczyzna hiperboliczna jest to obszar wewngtrzny okregu podstawowego.
4. Przynalezno$¢ hiperboliczna jest to przynaleznos$¢ euklidesowa.
5. Uporzadkowanie hiperboliczne jest to uporzagdkowanie euklidesowe.

6. Ruch hiperboliczny jest to kolineacja automorficzna okregu podstawowego-
przeksztalcenie rzutowe przeksztatcajace okrag podstawowy w ten sam okrag podstawowy,
a jego obszar wewngtrzny w obszar wewnetrzny.



Wspélrzedne w modelu Beltramiego-Kleina®

Dla dowolnego punktu A lezacego na prostej KL, na ktorej ustalilismy kierunek,
wspolrzedna hiperboliczng XA mozemy obliczy¢ za pomocg wzoru:

_ 1, IKAlg
A= 2" Al,

gdzie |LA|g i |KA|g sa euklidesowymi dlugo$ciami danych odcinkdéw
Hiperboliczng dlugo$¢ odcinka mozna obliczy¢ korzystajac ze wzoru:

| Xp| — 1Xal



Odleglosci w modelu Kleina potrafimy juz mierzy¢. A co z miara kata?®
Tutaj tez powstata metoda by mierzy¢ katy hiperboliczne w modelu.

Ramiona kata przedtuzamy by byty cigciwami-obrazami
prostych w, ktérych sa zawarte. Nastepnie
dorysowujemy potsfere o brzegu wspdlnym z modelem.
Cigciwom przyporzadkowujemy potokregi, zawarte
w pionowych do modelu potptaszczyznach,
majace te same konce co cigciwy.

>

Nastepnie wprowadzamy plaszczyzng Q styczng do poélsfery w punkcie A przecigcia
potokregdw i konstruujemy proste styczne do potokregéw w ich plaszczyznach.

Miara zaznaczonego kata jest miara kata w przestrzeni hiperbolicznej.



Przecinanie si¢ prostych w modelu’

Potproste wychodzace z punktu C przecinajg lub nie przecinajg prostej D. Przecinajace od
nieprzecinajacych oddzielajg proste CD i1 CE (by nie zaciemnia¢ rysunku narysowane sg tylko
jako potproste).




Roéwnoleglo§¢ w geometrii hiperbolicznej®

Z punktu C prowadzimy prostopadta do prostej DE, ktora jest jednoczesnie dwusieczng kata
DCE, dlatego ze oba ramiona kata nie przecinajg prostej DE, przechodza przez odpowiednio
punkt nieskonczenie daleki D i E prostej DE. Kat BCE dazy do g, ale tej wartosci nie
przybiera, bo przyjeliSmy postulat Lobaczewskiego, ktory odrzuca postulat Playfaira. Stad

wynika ze kazda prosta idaca wnetrzem kata o przecina prosta DE, a zadna z prostych
poprowadzonych przez punkt C we wnetrzu katow B nie przecina prostej DE.

Lobaczewski nazwal proste CD i CE rownoleglymi do prostej DE. Rownoleglo$¢ nie
oznacza juz nieprzecinania (mozna przeciez poprowadzi¢ nieskonczenie wiele prostych
nieprzecinajacych prostej DE 1 przechodzacych przez punkt C), ale oznacza oddzielanie
przecinajacych od nieprzecinajacych.

Definiujac rownolegle na naszym modelu moglibysmy powiedzie¢, ze:

prostymi rownolegtymi do DE przez punkt C sg proste ktore tacza C z nieskofczenie
oddalonymi punktami prostej DE.

Przez punkt nie lezacy na prostej przechodzg dwie do niej rownolegle.

Jedna jest rownolegta w zwrocie "prawym" a druga w "lewym" lub rownolegta w kierunku od
E do D i rownolegta w kierunku od D do E. Na naszej "mapie” obrazami prostych
rownolegltych w tym samym zwrocie sg cigciwy wychodzace z jednego punktu obwodu. Stad
wynika, ze wszystkie proste réwnolegle do jakiej$ prostej w tym samym zwrocie sg tez
rownolegle do siebie.

Proste, ktore nie przecinajg sig¢, ani tez nie sg rOwnolegle, nazywamy rozbieznymi. Takimi
prostymi sg a i DE.



Kat rownoleglosci i funkcja Lobaczewskiego®
Katem réownoleglosci nazywamy kat o znajdujacy si¢ migdzy prostg prostopadly do m i
przechodzacg przez punk A, a prosta asymptotyczng do m, takze przechodzacg przez punkt
A.
W geometrii hiperbolicznej istniejg 2 proste asymptotyczne do danej prostej, a wiec dwa katy
réwnoleglosci, ktore sg sobie roéwne.

D E

Miare kata rownoleglosci d, gdzie d jest dlugoscia odcinka BC, okresla funkcja
Lobaczewskiego, zwana rowniez funkcjg rownoleglosci, ktorg oznaczamy przez I1(d), jej

dziedzing jest (0; ©), a do zbioru wartoséci nalezg katy (0 ; g)

Funkcja odwrotna jest to x(a)=I"*(a)=d
W modelu o promieniu 1 ustawiamy kat a tak by
punkt A byl w jego srodku.

LpPAls _111 =0

X, = =
47 27 Jealg ~ 2

1 |PD|g 1 1+|AD|g
XD = _ln =
2 |QDlg 2 1-|ADIg

Trojkat ADE jest prostokatny, wyliczamy:

AD m
|AD|E:I 1|E:cosa \—4
_ljpltcosa 1 . o0@ 1 @_ « ‘
XD_Zlnl—cosa —zlnctg 2—221nctg2—lnctgz>00raz

x(a) = lnctg%— 0| = lnctg%
Podstawiamy x(a) = d
d=In ctg%

a a
d =1T""(a) = Inctg 5= ed = ctg5 ostatecznie a = 2arcctg(e?) = I1(d)
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Relacje miedzy prostymi w geometrii hiperbolicznej*

Kat AKB ma dwusieczng prostopadta do prostej AB, a kat CKD dwusieczng prostopadta do
prostej CD. Katy te sa rowne, co udowodnilem przy definiowaniu réwnoleglych, wigc ich
dwusieczne tworzg razem prostg, ktora jest prostopadia jednoczesnie do prostych AB i CD.
Mozemy stad wyciaggna¢ wniosek, ze:

istnieje wspolna prostopadla do dwoch prostych rozbieznych.

Prosta c jest rownolegta w zwrocie od C do B jest rownolegta do prostej a, a w zwrocie od B
do C do prostej b. Analogiczna sytuacja zachodzi dla prostej d.

Istnieje zatem prosta rownolegla jednoczesnie do 2 prostych rozbieznych.
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Kontynuujac rozwazania o prostych rownolegtych w geometrii hiperbolicznej wezmy kat
BAC. Na modelu mozemy poprowadzi¢ cigciwe BC, ktéra odzwierciedla prosta réwnolegla
jednoczesnie do obu ramion kata. Wydaje si¢ to paradoksalne ze wzgledu na nasze
przyzwyczajenie do geometrii euklidesowej.*
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Wyobrazajgc sobie kat jako dwa ramiona
hiperboli, a réwnolegla do nich w swoich
dwoch réznych zwrotach (w zwrocie BC
do prostej b i w zwrocie CB do prostej a).

Prosta taczaca dowolny punkt lezacy
wewnatrz kata "na prawo" od ¢ z a nie
moze przecig¢ ramienia b.

Gdybyémy  zacieniowali obszar od
jednego do drugiego ramienia kata ab to
zacieniowalibySmy obszar ograniczony
przez kat 1 prosta c. Nie mozemy
powiedzie¢, ze prowadzimy przez punkt
wewnetrzny kata prosta, ktora przecina
oba ramiona poniewaz odrzuciliSmy
pewnik Euklidesa, a zarazem Dowdd
Legendre'a, ktory jest tylko innym
zapisaniem pewnika Euklidesa.

Analogicznie dla dwoéch  prostych
rownolegltych mozemy poprowadzié¢
tylko jedng prosta rownolegta do nich
obu w przeciwnych zwrotach.

Ograniczony przez nie obszar ma
nieskonczong powierzchni¢, mozna go
nazywa¢ trojkatem o wierzchotkach
nieskonczenie dalekich lub obszarem
trojkatnym. Za trojkat bedziemy uwazaé
kazdy obszar, ktérego obrazem na
modelu jest trojkat.

Obszar trojkatny ma 3 osie symetrii.
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Pole w geometrii hiperbolicznej*2

Do mierzenia pola w geometrii Bolyaia-tL.obaczewskiego wykorzystuje sie¢ wlasnos¢ figur w
niej wystepujacych zwang defektem wielokata. Dla wielokata o n bokach jest to rdznica
pomiedzy (n — 2)180° a sumg katow wiclokata. Wynika ona z tego, ze trojkat w geometrii
hiperbolicznej ma mniej niz 180°, a kazda figur¢ mozna zbudowac z trojkatow.

Czy jednak defekt wielokata mozna uwaza¢ za rOwnoznaczny polu?
Najwazniejsze praktyczne znaczenie ma addytywnos$¢- mozliwo$é sumowania, np. las 100
hektarowy wraz z przyleglym do niego lasem 900 hektarowym daje 1000 hektarowy las.
Defekt wielokata ma tg wiasnos¢, co udowodnig ponize;j.

C

= 0: ]

As X

Stosujac analogiczng do euklidesowej zamiany trojkata w prostokat, czy w tym przypadku
jego nieeuklidesowy zamiennik mozna udowodni¢ addytywnos¢ wielokatow hiperbolicznych.
Srodki bokéw AC i BC taczymy prosta m i prowadzimy prostopadte do tej prostej ze
wszystkich wierzchotkow trojkata.

Trojkat ADK jest przystajacy do trojkata DMC, a trojkat BEL do trojkat CEM. Czworokat,
ktory powstal nie moze by¢ prostokatem, poniewaz nie istnieje on w geometrii Bolyaia-
Lobaczewskiego, jest wigc on czworokatem Saccheriego. Defekt trojkata jest rowny 180° —
|£CAB| — |£ABC| — |£BCA| , defekt czworokagta ABLK jest rowny

(4 —2)%x180°—90°—-90°— |£KAB| — |£LBA| = 180° — |£KAB| — |£LBA| wiedzac, ze
|KAD| = |£DCM| A |2LBE| = |2ECM]|

180° — |2KAD| — |2LBE| — |£BAC| — |2ABC| = 180° — |£MCD| — |2MCE| — |£BAC| —
—|2ABC| = 180° — (|£MCD| + |£MCE|) — |£BAC| — |£ABC| = 180° — |£ACB| —
—|4£BAC| — |£ABC]|

Defekty obu figur sg rowne co dowodzi addytywnos$ci defektu wielokata.
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Twierdzenie. Defekt wielokata podzielonego tamana na dwa wielokaty rowna si¢ sumie
defektow wielokatéw skladowych.

Dotaczajac punkt do wielokata punkt M nie zmieniajac jego defektu,(n — 2)180° zwigkszy
si¢ o 180°, ale suma katow wielokata zwigkszy si¢ wowczas o kat potpelny M, czyli
0180°. Oznaczmy ilo$¢ wierzchotkéw tamanej literg r, przez B sume katow wielokata, a przez
n ilos¢ jego wierzchotkow.

[lo$¢ wierzchotkéw wielokatow sktadowych

odpowiednio przez p; i p,. P T

-

prtp=n+2+2r
a=f+rx360°

Defekt ]+ DefektIl = (n+2r —2) x180°— B —r x360°=(n—2) X 180°— B =
= Defekt Catego Wielokgta
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Maksymalna warto$¢ defektu wielokata jest rowna (n — 2) X 180° i zachodzi dla wielokgtow
catkowicie niewlasciwych. Jak moglyby wyglada¢ takie figury pomaga sobie wyobrazi¢
przedstawienie ich bokow jako tukow (wlasciwie powinny by¢ to ramiona hiperboli jednak
zaciemniajg one obraz).
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Kolejng wlasciwoscia geometrii hiperbolicznej jest
brak wypadkowego wektoral®

B - :

g

A B

Przesuwamy odcinek AC do potozenia BD po prostej k. Teraz przesuwamy odcinek BD po
prostej 1, ktora taczy D 1 C, tak by D znalazt si¢ w C. Wyobrazmy sobie, ze do BD
przymocowali$my odcinek DE. Przesuwamy go po prostej 1 az zajmie potozenie CF. Katy
BDE i ACD sg gornymi katami czworokata Saccheriego ABCD, sg wigc ostre. W takim razie
kat ACF jest rozwarty (musza razem z katem ACD tworzy¢ kat potpelny). Rami¢ BD nie
upadnie na CA, lecz wewnatrz kata rozwartego, np. na CH.

Po dokonaniu dwoéch przesunigé punkt C zajal swoje poczatkowe polozenie natomiast punkt
A nie powrdcit do poczatkowego polozenia. Ten sam wynik otrzymalibySmy obracajac
odcinek AC dookota punktu C o odpowiedni kat. Wykonanie dwoch przesunig¢é jest w tym
przypadku réwnoznaczne obrotowi, a nie przesunigciu.

Przesunigcia nieeuklidesowe nie tworzg grup.

17



W geometrii hiperbolicznej dwie proste moga albo®*:
-si¢ przecinaé, albo
-by¢ rownolegte, albo
-by¢ prostopadte do tej samej proste;.

Proste, ktore przecinaja si¢ w jednym punkcie tworza pgk whasciwy (I rodzaju),

\, ) G /
N

proste przechodzace przez ten sam punkt nieskonczenie daleki, czyli rownolegte w tym
samym zwrocie tworzag pek rownolegltych lub pek asymptotycznych (11 rodzaju).

Yy vy Y v v
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Za$ pek nadréwnoleglych (II rodzaju) jest tworzony przez wszystkie prostopadie do tej same;j
prostej lub inaczej tworza go wszystkie proste majace wspdlna prostopadis.

awzg e

Trajektorie ortogonalne, czyli linia przecinajaca kazda z prostych danego peku pod katem
prostym, r6znig si¢.

Dla peku I rodzaju jest to oczywiscie okrag.

Dla peku II rodzaju jest to linia zwana horycyklem.

Dla peku III rodzaju jest to linia zwana ekwidystanta- z taciny rownooddalona.

19



Ekwidystanta®®

Jest to lina zlozona ze wszystkich punktow réwnooddalonych od prostej lezacych po tej
samej stronie tejze prostej.

Tutaj nalezy zdefiniowa¢ odlegtos¢ punktu A od prostej.

Jest to dlugos¢ odcinka AA', gdzie A' jest obrazem punktu A przez rzut prostokatny na prosta
p.

X4 R P Ly
2 |AQlg 2

1, |AP|g+|AB|g _ 1, |AP|g—|AB|g-2|AB|lg _ 1 |AB|E
Xp=-In—EE | =-In|{1+2——-"—
2 |AP|g-|ABlg 2 |AP|g—|AB|g 2 |AP|g—|AB|g

d =X, — Xzl =§1n(1+2&)

|AP|g—|AB|g
AB AB e2d | . )
2d = In (1 +2 ﬁ) ,zatem __14Bls _ _ e, stgd wynika,ze
|AP|g—|AB|g |AP|g—|AB|E 2
AB AB e2d_q
|AB|g _ |AB|g _ — const

|APlg  |AQlg  e2d+1

Przy ustalonej wartosci d stosunek dtugosci stosunek dlugosci odcinka AB do odcinka AQ
jest staty. W miarg przesuwania si¢ punktu A (wraz z punktem B lezacym w odlegtosci d na
prostopadtej) od srodka modelu dlugos¢ PQ, wigc takze dlugo$¢ d zmniejsza sig, to
przesunigcie zakres$la ekwidystante, ktora nie jest prosta, ani w modelu, ani w geometri

hiperbolicznej.
P




Dowadd, prostopadlosci ekwidystanty do kazdej prostej prostopadlej do
prostej bazowej®

Prosta bazowa jest $rednica modelu, prostopadtymi do niej sg proste euklidesowo
prostopadte. Prowadzimy styczng do ekwidystany w punkcie P' (i dla drugiej ekwidystanty w
punkcie Q'). Wiedzac, ze ekwidystanta jest polelipsg powstala poprzez sptaszczenie okrggu
bedacego brzegiem modelu mozemy skorzystaé¢ z faktu, ze istnieje w geometrii euklidesowe;j
przeksztalcenie okrggu w elipse- powinowactwo prostokatne wzgledem ustalonej prostej.
Wtym przypadku jest to prosta, na ktorej lezy nieeuklidesowa prosta bazowa ekwidystanty.
Nie bedziemy zajmowaé si¢ tym przeksztalceniem, jednak skorzystamy z kilku jego
wlasnosci:

-proste przeksztalcajg si¢ na proste,
-jesli prosta p przechodzi przez punkt X, to jej obraz prosta p' przecodzi przez punkt X'

-styczno$¢ jest zachowana.

,A

Punkt A lezy na osi przeksztalcenia wigc jest swoim obrazem A'. Potproste AP'1 AQ' s3
styczne do ekwidystant 1 przechodzg przez punkt A lezacy na przedtuzeniu Srednicy, z
wlasnosci modelu wynika, Ze styczne przecinajg prosta PQ pod katem prostym, czyli
ekwidystanta przecina tg prostg pod katem prostym.
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Horycykl’
Whprzeciwienstwie do ekwidystanty nie posiada odpowiednika w geometrii euklidesowe;.

Horycyklem nazywamy lini¢ prostopadla do kazdej prostej ustalonego peku
asymptotycznych.

Jaki ksztatt ma horycykl w modelu Kleina i jak go narysowac?

Do modelu dotaczamy potsfere o wspolnym brzegu, wyznaczay na niej potokregi zawarte w
plaszczyznach prostopadtych do modelu i zawierajacych poszczegodlne proste i majace
wspolne z cigciwami (ktére reprezentuja proste) konce. Przecinamy potsfere dowolng
plaszczyzng euklidesowsa, ktorej punkty wspolne z modelem leza na prostej stycznej do

modelu w punkcie stanowigcym poczatek peku prostych, dla ktorych wyzanczamy horycykl.
Przekrdj plaszezyzny z potsfera jest okregiem euklidesowym, ktory jest styczny z modelem w
punkcie bedacym poczatkiem pegku rownoleglych.

Rzutujac ten okrag na model
otrzymujemy horycykl danego pgku




Kolor horycyklu odpowiada
kolorowi ptaszczyzny, ktéra
zawiera okrag, ktorego
rzutem jest horycykl.

Horycykl mozna uzna¢ za okrag
o nieskonczonym promieniu.

Wszystkie horycykle sg przystajace, wynika to z tego, ze peki rownoleglych sg przystajace.
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Przestrzen hiperboliczna'®

Przestrzen hiperboliczng, analogicznie do plaszczyzny, przedstawiamy modelem
Beltramiego-Kleina w kuli. Umowy interpretacyjne:

1. Punkt hiperboliczny jest to euklidesowy punkt wewnetrznego (oddalonego o < r od $rodka
sfery) obszaru danej sfery (zwanej sferg podstawow3).

2. Prosta hiperboliczna jest to euklidesowa cigciwa sfery podstawowej bez koncow (zwanych
punktami niewtasciwymi prostej hiperbolicznej).

3. Plaszczyzna hiperboliczna jest to koto przekroju sfery podstawowej euklidesowg
ptaszczyzng, bez okregu ograniczajacego to koto (bez miejsca geometrycznego punktow
niewtasciwych plaszczyzny hiperbolicznej).

4. Przynalezno$¢ hiperboliczna jest to przynalezno$¢ euklidesowa.
5. Uporzadkowanie hiperboliczne jest to uporzadkowanie euklidesowe.

6. Ruch hiperboliczny jest to kolineacja automorficzna zachowujgca sfer¢ podstawowa.

24



Dwie plaszczyzny w geometrii Lobaczewskiego moga®®:

-nie mie¢ punktow nieskonczenie dalekich wspoélnych
(ptaszczyzny rozbierzne)—

- mie¢ 1 punkt nieskonczenie daleki wspolny
—(plaszczyzny rownolegte)

-mie¢ 2 takie punkty wspolne
(ptaszczyzny przecinajace si¢)—
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WiazKi prostych w przestrzeni hiperbolicznej®
Wiazka Srodkowa- zespot prostych
przechodzacych przez dany punkt.

Wiazka hiperboliczna- zespot prostych
prostopadtych do danej plaszczyzny.

Wigzka paraboliczna- zespot prostych
rownolegtych w jednym kierunku.
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Horysfera?!
Horysferg lub powierzchnig graniczng nazywamy powierzchni¢ ztozong ze wszystkich
punktéw symetrycznych do danego punktu O wzgledem prostych wigzki parabolicznej. Punkt
S nieskonczenie daleki, z ktérego wychodza proste wigzki, nazywamy $rodkiem horysfery,
a promieniami horysfery nazywamy potproste taczace punkt S z punktami horysfery.

Punkt C i horycykl AB leza na powierzchni granicznej. Punkt C lezy na horysferze jednak nie
nalezy do tego horycyklu. Prowadzimy potproste AS, BS, CS laczace dane punkty
owierzchni granicznej ze $rodkiem horysfery. Potproste AS i BS sg zawarte w ptaszczyznie «.
Przez punkt C przechodzi tylko jedna ptaszczyzna y nieprzecinajgca a. Linie powstajgce na
przecieciu plaszczyzn a i y sg horycyklami. Przez punkt C przechodzi tylko jeden horycykl
nie przecinajacy horycyklu AB. Na powierzchni granicznej spetniony jest postulat Playfaira
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Czy na horysferze zachodzi geometria euklidesowa???
Zachodzi, ale musimy ustali¢ kilka pojec:
1. Punkt jest to punkt horysfery W.
2. Prosta jest to linia graniczna (horycykl) horysfery W.
3. Punkt A jest przynalezny do horycyklu jezeli lezy na horycyklu.
4. Uporzadkowanie. Punkt B lezy "pomig¢dzy" punktami A i C jezeli punkty A, B, C lezg na
lini granicznej i poOlprosta BS lezy migdzy potprostymi AS i CS (kiedy leza w rdéznych
potptaszczyznach wzgledem potprostej BS), gdzie potproste AS, BS 1 CS nalezg do wiazki
parabolicznej horysfery W.
5. Ruch jest to przeksztatcenie punktow i lini granicznych horysfery W spowodowane takim
ruchem euklidesowym w przestrzeni, ktory punkty i przechodzace przez nie polproste
parabolicznej wigzki horysfery przenosi w odpowiednie punkty horysfery W i potproste
odpowiedniej wigzki tej horysfery.

Aksjomaty geometrii euklidesowej sg spetnione na horysferze, np.

Aksjomaty 11 i Iz sg spelnione, poniewaz przez kazde 2 punkty na powierzchni granicznej
przechodzi tylko jedna linia graniczna.

Aksjomat I3 jest spetniony, poniewaz na horycyklu wystepuje continuum punktow.

Aksjomat V zostal udowodniony poprzez wykazania prawdziwosci (na powierzchni
granicznej) postulatu Playfaira.

Skoro w przestrzeni hiperbolicznej istnieje powierzchnia o wtasno$ciach plaszczyzny
euklidesowej, to czy w przestrzeni euklidesowej istnieje powierzchnia o witasnos$ciach
powierzchni hiperbolicznej??3

Jest to pseudosefera, czyli powierzchnia obrotowa powstata przez obrot traktrysty wokot jej
asymptoty. Lokalnie realizuje si¢ na niej geometria Bolyaia-Lobaczewskiego.
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Na ilustracji przedstawitem tylko fragment pseudosfery, poniewaz traktrysta rozcigga si¢ w
nieskonczonos$¢, wiec pseudosfera takze. Mimo to ma ona ograniczong powierzchni¢ i
objetosc?.
r- maksymalna odlegto$¢ punktow pseudosfery od jej osi.
S = 4Ir*
2

V==Ir3
Z 1

Objetos¢ i powierzchnia pseudosfery sg takie same jak sfery o tym samym promieniu.
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Trygonometria hiperboliczna®

Dhugos¢ tuku horycyklu mozna okresli¢ jako granice dtugosci tamanych wpisanych w tuk lub
jako kres gorny dtugosci tych tamanych. Nie bede si¢ nad tym rozpisywal, poniewaz nie jest
to zbytnio istotne. Wystarczy wiedzie¢, ze kazdy tuk horycyklu ma swojg "dlugos¢" i ze przy
Iaczeniu tukow ich dlugosci si¢ dodajg. Niech ,,~” oznacza tuk horycyklu.

I / I

Horycykle hi, h2 i hs o $rodku S sa przecinane przez proste peku rownoleglych.
~A1B1=~B1C:1 to obracajac ten horycykl wokot srodka S o odpowiedni kat natozymy
pierwszy horycykl na drugi. Co wiecej prosta a natozy si¢ na prostg b, a b na c¢. To samo tyczy
si¢ luku A2B», ktory naktada si¢ na tuk B2Cy z czego wynika, ze ~ A2B2=~B2C». Jezeli tuki

na horycyklu hi sg rowne to odpowiednie tuki na horycyklu h tez sg rowne, poniewaz

horycykle te sg wspolérodkowe= Cchl = T: , jezeli ~A1B1 sklada sie¢ z m rownych czescei,
L1

a mCiD; jest zbudowany z n czedci takiej samej wielkosci, to podobnie ma si¢ rzecz
z tukami A2C2 i1 CoD2 horycyklu hy. Stosunek % takze zachodzi dla tukow horycyklu ho, wigc:
~AC; MmAC,
~C;D; - ~C,D,

W sposob identyczny z dowodem twierdzenia Talesa w geometrii euklidesowej mozna

CD nie jest liczbg wymierna.

pokazaé, ze proporcja ta zachodzi takze, gdy stosunek —
1Y1

Odpowiednie tuki horycyklow wspolsrodkowych sg proporcj onalne.
~A;C;  ~CD;
~A,C,  ~C,D,

Stata ta zalezna jest od tego jakie sa horycykle hi I hz oraz jest wigksza od 1, poniewaz

~A,C, < nA;C; cechg charakterystyczng figury zbudowanej z dwodch horycyklow

Wspéls'rodkowych jest odleglo$¢ miedzy nimi, czyli dlugos¢ odcinka A;A, = x, stala wartos¢

= const.

stosunku Jest pewng funkcja tej zmienne;:
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~A;C;

~ALC, f(x)
Oddalajac punkt A2 na prawo od A: (w kierunku S) rownolegle a i ¢ zblizaja si¢ do siebie,
wiec dhugos¢ tuku horycyklu A2Co. Niech A2Asz=y, wtedy stosunek tukow ~A,C, i ~A;C;
horycyklow hz i h3 oddalonych o y jest rowny f(y), tj.

f\AZ Cz
AL, f»
Po przemnozeniu obu stosunkow mamy:
f'\Alcl
e = fOfO)
Ponadto odleglos¢ miedzy horycyklami hy i hs wynosi x + y, wiec
f'\Al Cl _ ( n )
f\A3C3 B f x y

Dla kazdego dodatniego x i dodatniego y mamy réwnos$¢:

ff@)=fx+y),

ktoéra pozostaje prawdziwa dla x=0 1 y=0.

Wyznaczenie funkcji dodatniej rosnacej jednej zmiennej, ktora spetnia rownanie funkcyjne

fOf@)=fx+y)

dla wszystkich nieujemnych x i y.

Rozwigzanie tego roéwnania funkcyjnego zalezy od wartosci funkcji dla x=1. Gdy znamy ta
warto$¢, np. réwna a, gdzie a>0, funkcja jest jednoznacznie okreslona.
Niech
f) =a,

to

f@O=fA+D=fMDf(1) =axa=a’
Tak samo dalej

f@3)=ad .. f(k)=d*(k eN)

Niech m € C., wtedy:

f(l)=f(\%+%+...+%)=z(%>f(%) f(%z

m sktadnikow m czynnikow

Jak to wynika z rdwnania funkcyjnego. Zatem:

Gl - " (3)=a

n n m , .
f (a) = am (E jest liczba wymlernq).
Dla wymiernych dodatnich x funkcja f (x) ma takg samg warto$¢ co funkcja a*, liczba a musi
by¢ wigksza od 1, poniewaz inaczej funkcja f(x) nie byta by rosngca. Dla niewymienych
wartosci x funkcja f(x) musi tez przyjmowac warto$¢ a*, w innym przypadku nie bylaby
funkcjg rosnacg. Dla wszystkich dodatnich warto$ci x mamy:
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f(x) =a*
Jako, ze funkcje¢ wyktadnicza powinno si¢ zapisywaé jako funkcje o podstawie e, ktorej
przyblizona warto$¢ wynosi 2,71828182...
Stala a mozemy zapisaé jako a = e®, gdzie b = log, a. Jako, ze dalej b jest bardzo matg

liczbg to zapiszemy b = % Z tego mamy:

1 x
a=-ek, f(x)=ek.
Wzér:

f'\Alcl
AAZ C2

= f(x)

przeczytamy jako:
Stosunek odpowiednich tukéw dwoch horycyklow wspotsrodkowych, ktorych odlegtoscia

jest x, réwna si¢ ek, gdzie k jest pewng stata dodatnig, ktorej warto$¢ zalezy od tego jaka
wybierzemy jednostke. Jesli jednostke zmniejszymy dwukrotnie, to stosunek tukow

horycykléw nie ulegl by zmianie, wiec takze i1 funkcja e% nie zmienitaby si¢, jednakze
x zwigkszyto by si¢ dwukrotnie, wigc k tez podwoitoby si¢. Jezeli x = k to stosunek tukow
horycykléw o wspdlnym Srodku jest rowny e. = Wielko$¢ k jest dlugo$cia pewnego
okreslonego odcinka.

Gdybysmy mieli kilka horycykléw wspotsrodkowych o odleglosciach réwnych x, to stosunek

ich odpowiednich tukow bytby réwny ek , wigc takie tuki tworza postep geometryczny

X

. . 1 e
oiloraziex=e k.
ek

Po wyjasnieniu dlaczego we wzorach trygonometrycznych w geometrii hiperbolicznej
wystepuje e* moge omowi¢ zaleznos$ci migdzy nimi.
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ex_e—x

eX+e™*

=sinhx X =R, Y = R26

sinh x

=coshx X =R, Y =(1;0)27

cosh x
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eX—e”
eX+eX

X

eX+e™*

eX—

34

e—x

=tanhx X =R, Y = (—1;1)28

tanh x

cothx X =R\0, Y = (—o0; —1) U (1; ©0)29

coth x




eX—e—X

eX+e~

=sechx X = R\0, Y = R30

sech x

—=cschx X =R, Y =(0;1)3!

csch x
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Zwigzki miedzy funkcjami hiperbolicznymi®?;
Jedynka hiperboliczna
cosh? x —sinh?x = 1
Jest to tozsamos$¢ bardzo podobna do tozsamos$ci znanej z trygonometrii euklidesowej. Co
wiecej miedzy tymi funkcjami zachodzg kolejne analogie, np. wzor na cosh(x + y)
Czy jest identyczny z wzorem znanym z klasycznej trygonometrii, c6z prawie jednakze znak
,»~ jest zastapiony znakiem ,,+”, czyli:
cosh x coshy + sinhx sinhy =
_ e*+e™* y e¥ +e™” N e¥ —e™ N e +e™* _ e*ty 4 e *7Y
2 2 2 2 2 '

a to zgodnie z definicja jest wzor na cosh(x + y).

Podobnie ma si¢ sytuacja z pozostalymi wzorami analogicznymi do wzorow trygonometrii
euklidesowej.
Teraz moge wyjasni¢ dlaczego uzywam liczby e jako podstawy funkcji wyktadniczej, dla

bardzo matych warto$ci y w przyblizeniu wynosi:
e? —1

e¥ =1+ yczy konkretniej, ze dazy do jednosci gdy y dazy do zera.
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