Problem przetwarzania ciggdéw binarnych

Piotr Sikorski

Problem, ktéry przedstawie byt moim wktadem do rozwigzania innego zagadnienia, nad ktérym
zastanawiali sie moi koledzy z kota matematycznego w naszej szkole.

W mojej pracy bede operowat kodem binarnym, oraz postugiwat sie takimi zwrotami:

n —ilo$¢ znakdw w jednym wyrazie / catej grupie;n € N

Wyraz— jeden cigg zer i jedynek dla n znakéw

Grupa — wszystkie mozliwe rézne wyrazy dla maksymalnej ilosci n znakéw. llos¢ wyrazéw w grupie wynosi 2"

Wyraz symetryczny — cigg binarny, w ktérym kolejnos¢ znakéw jest odwrdcona; oznaczany przez
dodanie ‘ przy znaku réwnosci

Wyraz przeciwny - cigg binarny, w ktérym kazdy znak 0 jest zamieniany na 1 i odwrotnie; oznaczany
jako ? przy znaku réwnosci

Wyraz symetryczno-przeciwny — wyraz symetryczny i przeciwny jednocze$nie; oznaczany jako ° przy znaku
rownosci

Przyktady:

A=01101 A ="10110 A=°10010 A ="°01001 dlan=5
B=11001010 B='01010011 B=°00110101 A =°11001010=A dlan=8

Grupadlan=4
0000 0001
0010 0011 Grupa dla n = 4:

0100 0101
0000
0110 0111 0001
1000 1001 0010
1010 1011 0011
0100
1100 1101 0101
1110 1111 0110
0111
1000
1001
Problem 1: 1010
lle nalezy skresli¢ wyrazoéw w jednej grupie liczb (oprocz potowy), aby 1011
wyeliminowac wyrazy symetryczne, przeciwne i symetryczno-przeciwne? 1 1 8 2
Udato mi sie ustali¢, ze istnieje pewien wzor za pomocg, ktdrego mozna ﬁig

obliczy¢ ilo$¢ takich skreslen dla dowolnego n. Na przyktadzie grup dla Rvs 1
ys.



n =5 i n=6 pokaze zaleznosci, ktére pozwalajg ustalié¢ toréwnanie. Grupy dla n < 3 sg zbyt trywialne aby je
rozwazac, a grupa dla n = 4 swa prostotg nie przekonuje o prawdziwosci wzoru.

Zanim rozpoczne, wyjasnie kwestie skreslania wyrazéw oprdcz potowy grupy. Jezeli zrobimy przeciwienstwa
pierwszej potowy wyrazéw (zaczynajgcej sie od 0) to zauwazymy, ze pokrywajg sie z drugg potowg idealnie.

Bez sensu jest wiec wlicza¢ to do koricowego wyniku oraz podawac te wyrazy w pdzniejszych rubrykach.

Problem 1nalezy rozpatrzy¢ dla n parzystych i nieparzystych osobno. Pézniej wyjasni sie, dlaczego wtasnie

tak.
Dodatkowo potowa grupy dzieli sie na jeszcze mniejsze czesci:

Jezeli na koricu wyrazu znajduje sie 1, to wyraz do niego

Grupa dla n=6:

symetryczny bedzie zaczynat sie od 1, a te wyrazy zostaty juz 000000D
skreslone; z tego wzgledu nie majg one wyrazu do pary. 8888%
To jest pierwsza podgrupa. 000011
000100 .,
Jezeli na koricu wyrazu znajduje sie 0, to wyraz do niego 000101 %
symetryczno-przeciwny bedzie zaczynat sie od 1;z tego wzgledu c 888112 g
nie majg one wyrazu do pary. To jest druga podgrupa. 001000
001001
Kazda podgrupa zawiera po 2™2 = 16 wyrazéw. 001010 "
Cc 001011
Od teraz grupq bedg nazwane tylko wyrazy zaczynajgce sie od zera. 0011003
001101
001110 ", .
Dla n=6 (parzystych) 001111 |
010000~
Po lewej stronie rysunkunr. 2 pokazano pary wyrazow, ktére sg do siebie 010001
symetryczno-przeciwne (tworzg druga podgrupe). Z nich nalezy usuna¢ 818812 =
po jednym z kazdej pary (oprécz tych, ktére sg same do siebie 010100 "
symetryczno-przeciwne, oznaczone przez C). Dodatkowo pierwsza i c 010101
ostatnia cyfra wyrazu jest stata, zmienia sie tylko Srodek, a wiec ilo$¢ par 81811(1) -
jest zalezna od tych cyfr; 011000 »
€ 011001
Popatrzmy na wyrazy samo-symetryczno-przeciwne*, a dokfadniej na ich 011010.
,Srodki”. Potowa jednego ,,Srodka” decyduje, jaka powinna by¢ druga gﬂgéé
potowa, aby wyraz byt symetryczno-przeciwny sam do siebie.lch ilo$¢ to 011101
n-2 0111102
wszystkie kombinacje dla dwdéch liczb, czyli 2 2 = 4. Wyrazéw w 011111
podgrupie jest 22 = 16. Natomiast my potrzebujemy iloé¢ par liczb, Rys. 2

ktore sg symetryczno-przeciwne nawzajem. Uzyskujemy to odejmujac od

ilosci wyrazédw w podgrupie ilos¢ wyrazdwsamo-symetryczno-przeciwnych oraz dzielgc tg wartosc przez 2,

gdyz potrzebujemy tylko po jednym wyrazie z kazdej pary. Daje nam to wzor:

2N=2_97"3 _ n-4
-t —=on3_ 927,

*wyraz samo-symetryczno-przeciwny to wyraz, ktéryjest symetryczno-przeciwny sam do siebie




Co ciekawe, z wyrazami symetrycznymi jest doktadnie tak samo, jak w przypadku wyrazéw
n-—2
symetryczno-przeciwnych. Catkowity wzér wyglada wiec tak: 2n=2 — 272,

Dla n=5 (nieparzystych)

Jezeli chodzi o wyrazy samo-symetryczno-przeciwne, to ich nie ma, poniewaz srodkowa cyfra zawsze sie

zmieni niezaleznie od reszty wyrazu. Tak wiec ich iloé¢ wynosi 23 = 4.

Inaczej sprawa wyglada z podgrupg wyrazéw symetrycznych. Tak jak poprzednio,
. . . L . . Grupa dla n=5:
ilos¢ ich zalezy od ,,srodka”. Rdznicg jest to, ze liczba na samym $rodku zwieksza
dwukrotnie ilo$¢ wyrazdw samo-symetrycznych w poréwnaniu do jego braku. 000002
n-3 00001
2224272 _3 n-3 00010
Zatem ta cze$é wzoru jest taka———— = 2" —2 2 00011
2 001005
00101
00110
s s 00111
e - 01000
Ca’ry wzor: Zn_3 + Zn_3 - 2 2 - 2n—2 - 2 2 01001
01010>
01011
01100
01101
011102
01111

Powyzsze dwa wzory dla n parzystych i nieparzystych mozna zamienic¢ w jeden:

Rys. 3
n-2

Pierwszy wzor: 22 — 272

5 n-3 2 n—2_1 2 n-2
Drugiwzor: 2M2 —272 =2"2_272 2=2""2_277 x+/2

Obydwa wzory réznia sie tylko V2. Wtasnie dzieki temu da sie z tych dwdch wzoréw zrobié jeden:

n-2
22 x \/E
mod,(n + 1) * /2 + mod,(n)

n—-2

mod,(n) oznacza operacje modulo** o podstawie 2 z liczby n.

Znalezienie tej zaleznosci nie zajeto mi duzo czasu. Oprdécz pomocy w rozwigzaniu bardziej
skomplikowanego problemu kolegdw nie wydaje mi sie aby ten wzér miat jakie$ szersze
zastosowanie.Niemniej jednak jest on cze$cig mojej naukowej twérczosci ©.

**modulo — operacja wyznaczania reszty z dzielenia, mod,(n) => 7= [reszta]



