Gimnazjum Nrl im. Tadeusza Kosciuszki

w Nowym Targu
Plac Stowackiego 14, 34 — 400 Nowy Taryg

(18) 2665944, gimnazjuml@nowytarg.pl

Rownania
diofantyczne

Jakub Jarzqbek.
Klasa 1 F

Opiekun pracy
Anna Kutyta

Krakow [uty 2016

~1~



Spis tresci

TVSEED v et e 3
DIOFANEOS. .« e ettt et et e e ee e 4
Réwnanie diofantyczne SLOPRIA PIETWSZEGO. . ....ovvvuienririiininninninn, 10
Algorytm EuRldesa. .............cooooiiiiiiiiiiiiii 11
ALGOrytm BULETa@. . . ... 13
Ograniczania przedZiafom. ............oovviiiiiiiiniiiiiiiiii i, 14
UREady diofantyczne. ...........cooiviiiiiiiiiii i 15
Przyktadowe zadania rozwiqzane wybranymi metodami.................. 16
LIRGTALUTA. ..ottt 29



Wstep

Nazywam si¢ Jakub Jarzqbek, Mam 13 lat. Jestem uczniem pierwszej Klasy
Gimnazjum Nr1 im. Tadeusza Kosciuszki.

Na temat pracy wybratem ,Réwnania diofantyczne”. Bedqc jeszcze w széstej Rlasie
szkoty podstawowej zainteresowatem si¢ tym dziatem matematyKi. Postanowitem
rozszerzyé wiedze w tym temacie.

materiafow na temat tych rownar zaciekawif mnie ich tworca - Diofantos , grecki
matematyR, Zyjacy w III w. ne w Aleksandrii. Byt on autorem dzieta Arytmetyka,
sktadajgcego sie z 13 Rsiqg, z ktorych zachowato sig 6 w jezyRu greckim i 4 przetfumaczone
na arabski.

Gdy juz wybratem temat zajgfem sig rozwigzywaniem zadar pod oRiem pani
od matematyki; réwnania rozwigzywatem m.in. metodq Euklidesowq, metodq FEulera
1 innymi.



Réwnanie diofantyczne to rownanie, Ktérego rozwiqzania szuka sie w zbiorze liczb
catkowitych [ub liczb naturalnych. ZwyRle rozwaza si¢ réwnania diofantyczne o dwoich

[ub wigcej niewiadomych — réwnania z jednq dajq si¢ rozwiqzaé metodami algebraicznymi.

Nazwa réwnari pochodzi od ich twércy Diofantosa.

Diofantos

Przefomu w grecKiej tradycji matematycznej dokonat dopiero dziatajqcy w I11 w. n.e.
wybitny matematyR Diofantos z AleRsandrii (ur: oRofo 200/214 p.n.e, zm: oRofo 284/298
p.n.e)Byt to pierwszy uczony, Rtory zajgf sie gtownie algebrq. Dziatalnos¢ Diofantosa
przypada na okres upadRu Grecji, Ktora, jak wiemy, dostata si¢ pod panowanie Rzymu.
Uczeni greccy znaleZli schronienie w Egipcie, gtownie w _Aleksandrii, bedgcej w tym czasie
centrum Rultury Jwczesnego Swiata. Stworzono tam wspaniatq Bibliotekg, Ktora
przemienita si¢ wKrotce w osrodeR, mysli humanistycznej, oraz Muzeum (Muzejon)
skupiajgce najwybitniejszych przedstawicieli nauk matematyczno - przyrodniczych. Wsrod
nich znalazt sig wlasnie Diofantos, matematyk, Dzigki swoim Rontaktom z uczonymi
syryjskimi i hinduskimi przeszczepit na grunt hellenistyczny babiloriskie zdobycze
z dziedziny algebry. Biografia Diofantosa z Aleksandrii nie jest pefna. Mato o nim wiemy,
a nawet nie mozemy ustali¢ dokfadnych dat jego Zycia. Pewne szczegoty, mato w istocie
wazne, mozna obliczy¢ z "Epitafium Diofanta’, Riére umiescit w swojej antologii mmnich
grecki z XIV w. Maksymus Planudes. Tresciq tego wiersza nagrobnego jest nastgpujgce
zadanie teRstowe:

Pod tym nagrobkiem spoczywa Diofant - a dzieki przedziwnej

Sztuce zmarteqo 1 wiek jeqo zdradzi ci ten gfaz:

Chfopcem przez szosta czesé Zycia pozostaé bog mu pozwolit,

Lica pokwitfy mu zas, Riedy dwunasta znéw czes¢

Zycia minefa, a znowu Zywota gdy vrzebyf czes¢ siddma.

Mtodg matzonke w dom dobry wprowadzif mu bdg,

Ktora, gdy piec lat minefo, mateqo powifa mu synka,

Ale okrutny chciaf los, e kiedy syn ledwie wiek
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Ojca w pofowie osigqnat, ponury zabraf go Hades.

Kojacy ogromny swdj bol, szukaf Diofant wsrod liczb

Jeszcze przez cztery lata pociechy, az rozstaf sie z Zyciem.

Rozwigzanie:

X — czas Zycia Diofantosa

1/6x — jego dzieciristwo

1/12x — okres mtodosci

1/7x — czas migdzy wiekiem mfodziericzym a slubem
5 — lata oczeRiwania na syna

1/2x — czas Zycia syna

4 — czas, jaki Diofantos Zyf po Smierci syna.

Rozwigzanie zadania polega na ufozeniu protego rownania z jednq niewiadomg:
1/6x+1/12x + 1/7x + 5+ 1/2x +4 =X

3/ax+1/7x+9=x /28

3x=252
=84

Rozwiqzujgc powyisze zadanie, dowiadujemy sig, iz ow stynny GreR nazwany
stusznie "ojcem algebry’, osiggngf wiek, 84 lat. Wiek, chfopiecy trwatf u niego 14 lat,
w 21 roku "poRwitty mu lica”, oZenif sig majqc 33 lata, w 38 roku Zycia urodzit mu sig syn,
Reory 2yt 42 lata, czyli do 80 roku zycia Diofanta. Przez dalsze 4 lata szukaf uczony
pociechy w matematyce.

Gtownym dziefem Diofanta jest 'Arithmetika" (0kR, 250 — 275), sktadajqca si¢ z 13
Rsiag, z Rtorych ocalafo mniestety tylko 6. Sq one dowodem genialnych osiggnieé
algebraicznych. Uczony rozwiqzuje réwnania do trzeciego stopnia wigcznie, wprowadza
takze wigcej niz Babiloriczycy mniewiadomych, Ktore oznacza specjalnymi [iterami.
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Diofantos postuguje sig juiz symbolem odejmowania istosuje skroty stowne dla
poszczegolnych oRresleti | dziatan. Tak wigc jest autorem pierwszego jezyka algebraicznego.
Na przykfad rownanie: 4 ar 3 mo is 2 ar 9 mo w Rtdrym ar (skrét od arithmos - liczba)
oznacza niewiadomq, mo {sKyot od monas — jednosc), is (isos — rowny ). Przykfad powyzszy
dowodzi, iz Diofantos w miefjsce catRowicie stownego opisu wyraZeri algebraiczmych
{algebra retoryczna) wprowadzit oznaczenia skrotowe (algebra synkopatyczna)

Z innych prac Diofantosa poza 6 Ksiegami "Arithmetika" zachowaty si¢ takZe
fragmenty traktatu tego uczonego o liczbach wieloRrotnych irozpraw o arytmetyce
egipskiej. Prace Diofantosa stanowity punkt wyjscia do badarn w dziedzinie teorii liczb,
Rtorg zajmowali si¢ uczeni tej miary, co P. Fermat, L. Euler i K, Gauss. Jednym z dziatow
tej teorii sq tzw. aproksymacje diofantyczne, traktujgce, ogdlnie rzecz biorgc,
0 rozwiqzywaniu nierdwnosci algebraicznych w liczbach catkowitych. AproRsymacjom
wiele uwagi poswigcito pieciu matematyRow: A. Hurwitz, K, Roth, H. Minkowski, A.
Chinczin
i W. Sterpiriski.

Do nauki wszedt takze termin "réwnania diofantyczne” na oznaczanie problemu
znalezienia rozwiqzati w liczbach naturalnych (fub catkowitych) pewnego rownania.
Na przykfad réwnanie: ax+by=c w Rtérym a, b, csq liczbami catkowitymi, jest
rozwiqzalne w liczbach catkRowitych wtedy, Kiedy ¢ jest podzielna przez najwigRszy
wspolny dzielnik liczb a i b.

Warto podRreslic, ze najwainiejsze wyniki w teorii wspomnianych rownar, Rtore
zapoczqtkowat Diofantos z Aleksandrii osiggneli P. Fermat, L. Euler, J. Lagrange, E.
Kummer, H.Thue, Th. Skolem i T. Nagell. Wspétczesne badania w zaKresie teorii réwnar
diofantycznych sq Scisle zwigzane z algebraiczng teoriq liczb oraz teorig aproRsymacji
diofantycznych.

Po Diofantosie, w okresie od 111 do VI w. n.e., nie znamy Zadnego wybitniejszego
matematyka greckiego. Jego dzieto nie znalazfo Rontynuatorow. Siegneli dopiero po nig
w Sredniowieczu Arabowie, wczesniej zas matematycy indyjscy. Petny wszakie plon
wydato dzieto Diofantosa znacznie poiniej, gdy na firmamencie nauki ukazafty sie gwiazdy
plerwszej wielRosci: Fermat, Euler i Gauss



Diofantos z Aleksandrii




2Arytmetyka” Diofantosa w przekfadzie Claude’a Gaspara Bacheta, 1621 1.



2Arytmetyka” Diofantosa w przekfadzie Claude’a Gaspara Bacheta, 1621 1.



Réwnanie diofantyczne stopnia pierwszego

@eﬁnicja Réwnaniem diofantycznym stopnia pierwszeqo nazywamy rownanie liniowe

w postact
aXita o+ . taXn=0b
Inaczej Yj—q aXi=b
gdzie as, ..., an, b € Z, a szuRanie rozwigzania (X,%Y) sq liczbami catkowitymi.
Dla n=1 otrzymujemy rownanie a;X; = b. Takie réwnanie ma rozwiqzanie w liczbach
catkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy a; | b i wéwczas X =Z .
Rozwazmy rownanie 6X=12; Oczywiscie 6|12 oraz X = 1?2: 2.

Dla n = 2 dostajemy rownanie w postaci aiXi + a2Xo = b. Kjedy takie réwnanie ma
rozwiqzanie? Jesli zastosowad rozumowanie powyzej, to moZna przyjgé, Ze takie rownanie
ma rozwiqzanie, gdy a; |6 i az | b. Zauwaimy jednak, Ze np. réwnanie 4X + 6% = 10 ma
rozwigzanie X=10 I Y= -5, pomimo iz 410 i 6 |/10.

Jaki zatem warunek, muszq spetnial wspétczynniki takiego réwnania, aby miato ono
rozwiqzanie? Mowi nam o tym nastepujqce twierdzenie:

Twierdzente Réwnanie diofantyczne aX + bY = ¢ ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy,

gdy d|c, gdzie d = NWD(a,b). Ponadto jesli (Xo, Vo) jest pewnym rozwigzaniem tego
rownania, to wszystkie inne rozwigzania majq postac:

b
X=Xo ot

Y=%- —t.

alea

Vwaga 2.1 Ogolnie: Rownanie diofantyczne aiXi + a2Xz + ...+ an Xy = b ma rozwiqzanie
wtedy i tylko wtedy, gdy NWD (aj,...an) |b.

Przyktad

(@  2X+6Y=3 NUWD(2,6)=2i2 | ¥zatem réwnanie nie ma rozwigzania.
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(b)  3X + 5V =11, NWD (3,5) = 11 1|11, czyli réwnanie ma rozwiqzanie. Wiemy,
Ze istniejq liczby catkowite X,Y, ze NWD (3,5) = 3X + 5V = 1. Korzystajac
z algorytmu Euklidesa mamy:

S=3+1+2
3=2-1+1
2=1-2+0

1=3-2-1=3-(5-3"1)=3-2+5-(1) |11
11=3-22+5-(-11)

Zatem Xo=221%Yy=- 11. Ostatecznie:
X=22+5t t€Z

Y=-11-3t,, t€Z

Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa polega na wyznaczania najwigkszego wspdlnego dzielnika

dwéch liczb. Zostaf opisany przez grecKRiego matematyRa, Euklidesa w jego dziele
"Elementy', w Ksiggach siédmej oraz dziesiqtej. Pierwsze wzmianki na temat tego algorytmu
pojawity sie w dziele Euklidesa zatytutowanym "Elementy’; okoto trzechsetnego roku przed
naszq erq, co sprawia, Ze jest jednym z najstarszych, wcigs uZywanych algorytmow
numerycznych. Pierwsza wersja algorytmu zostaf opisana tylko dla liczb naturalnych.
W XIX wieku powstaty odmiany algorytmu dla liczb catkowitych Gaussa oraz
wielomiandw z jedng niewiadomq. Doprowadzito to do powstania wspétczesnych pojeé
algebry abstrakcyjnej, takich jak dziedzina Euklidesa. W poZniejszych czasach opracowano
odmiany algorytmu dla innych struRtur matematycznych, jak wezty czy wielomiany
z wieloma niewiadomymi.
Istnieje wiele teoretycznych i praktyczmych zastosowari algorytmu. Moze on zostal
wyRorzystany do generowania rytméw muzycznych, stosowanych jako ostinato
w muzyce. Jest wyRorzystywany w algorytmie RSA. Algorytm Euklidesa uZywany jest tez
do rozwigzywania rownar _diofantycznych, na przykfad do znajdowania [liczb
spetniajgcych zadany ukfad Rongruencji (chitiskie twierdzenie o resztach) czy znajdowania
liczb _odwrotnych  w  ciele  sRoriczonym. — MoZe  byé takie  stosowany
do generowania utamkow faticuchowych w metodzie Sturma do obliczania pierwiastRow
rzeczywistych wielomianu. Wykorzystywany jest rowniez w Rilku wspétczesnych
algorytmach do faktoryzacji liczb catkowitych.

Jezeli algorytm zostanie zaimplementowany poprzez obliczanie reszt z dzielenia,
a nie odejmowane, to jest wydajny dla duzych liczb: nigdy nie wymaga wigcej dzieleri niz
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liczba cyfr (w systemie dziesigtnym) mniejszej liczby pomnoZona przez 5. Zostafo to
udowodnione przez Gabriela Lamé w 1844 i uwaZane jest za pierwszy przypadek analizy
ztozonosci obliczeniowej algorytmu. Sposoby zwigkszenia wydajnosci algorytméw zostafy
opracowane w XX wieku.

Algorytm Euklidesa jest algorytmem reRurencyjnym, chociaz w bardzo prosty sposob
mozna go przekRsztafcic do formy iteracyjnej. Majac do policzenia NWD ( a,b) sprawdzamy,
czy 6=0. Jesli tak, jest, to NWD (a,6) = a. W przeciwnym przypadku wywofujemy
reRurencyjnie algorytm dla liczb b i reszty z dzielenia a przez b.

Dane sq dwie liczby naturalne a i b.

1. Jesli b#0 oblicz c jako reszte z dzielenia a przez b i zastqp a przez b, zas b przez .

2. Jezeli 6=0, NWD wynosi a, w przeciwnym przypadku wré¢ do punktu pierwszego
i Rontynuuj.

Przykfad

Stosujqc algorytm Euklidesa wyznacz liczby catkowite x 1 y spefniajgce réwnosé

966x — 686y= 70

Rozwigzanie

Mamy:

966 =1 - 686 + 280
686 =2 280+ 126
280=2 126 + 28
126 =4 28 + 14
28=2+14+ 0

NWD (686,966) = 14

Zatem:
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14=126—4 - 28 =126 —4(280 — 2 +126)=9 126 —4 280 =9 - (686 —
—2:280)—4 -280=9 686 —22 -280=9 686 — 22 (966 — 686) = 31 686 —
—-22 -966

A skoro 14 =31 * 686 — 22 966 to:
70 =155 - 686 — 110 966

czyli x=-1101y =155

Metoda Eulera

Jest to ogélna metoda rozwigzywania réwnan diofantycznych wprowadzona przez
Eulera. Sprobujmy rozwiqzal nastgpujqce rownanie diofantyczne:

8x +3y =91

Rozpoczynamy, od wyznaczenia jednej zmiennej z rownania. Najlepiej tq, przy Rtorej
znajduje sig mniejszy wspotczynnik liczbowy, u nas jest to y:

3y =91 —8x

_ 91-8x
T3

y

Nastepnie, rozkfadamy powstaty utamek, na cafosci i reszty utamRowe oraz ustawiamy
o0bok siebie 'catosci”i "reszty utamRowe':

y=2 30+l ox—Z=30-2x+-—Z=30-2x — X
3 3 3 3 3 3

Szukajqc rozwigzan w liczbach catkowitych, zauwazamy, e powstate wyraZenie takie

. p . g 2x—1 . . .
musi by¢ catRowite a w szczegolnosci utamek, . Zakfadamy wigc, Ze powyzszy
. X . . 2x—1 .
utamek, jest liczbq catRowitq i oznaczmy go przez n; = - Teraz ponownie

przeRsztatcamy powstate réwnanie, starajgc si¢ wyrazic x,

3nt=2x-1

_3n1+1
X =
2
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Powstate wyrazenie, znowu rozRfadamy na czesci catkowite i utamRowe.

_3n1 1_ n, 1_
X=—+-=m+—=+-=n1 +
2 2 2 2

ng+1

n1+1
. 2
. . ng+ _ .
Oznacza o zatem kolejnym indeksem Ny = —— liczamy z niego Ny:
my g m Rolejnym indeRsem Nz = ——  wyliczamy z niego M

Pamietajgc, ze X musi byé catkowite, utamek takze musi by¢ liczbq catkowitq.
2np=n;+1
ng=2n,-1
W tym momencie nie pojawia nam sig Rolejna reszta utamkowa, wiec jedyne co nam

ng+1
2

. o . . n;+1 .
pozostaje, to odzyskac x i y. Pamigtamy, Ze X = Ny + oraz Ze Ny =

iNy = 2N — 1 wszystko to podstawiamy do pierwszego wzoru, po czym otrzymujemny:

ni{+ 1

X=n+ =(2n2-1)+n;=3n-1

2x-1

Podobnie postepujemy z rownaniem Yy = 30 - 2X — za X podstawiamy 3Nz — 1:

2x—-1

y=30-2x — = 30-2(3n, 1) XD = 338,

Majac juz gotowe wzory, mozemy opuscic indeksy, oraz zapisac je juz "na czysto':
X=3n-1

y=33-6n

Dzigki metodzie Eulera, podobnie jak poprzednio, uzyskalismy wzory na wszystkie

rozwiqzania naszego rownania diofantycznego.

Ograniczanie przedziatow

Rozwigzujqc réwnanie diofantyczne metodq Eulera [ub Rorzystajac z algorytmu
EukRlidesa mozemy mie¢ potrzebe ograniczenia zbioru rozwiqzar do jakiegos przedziatu,
czy to liczb naturalnych czy dowolnego innego przedziatu ograniczonego. Wystarczy
woéwczas stworzyC odpowiedniq nieréwnosé, na przyRfad ograniczmy zbior rozwiqzarn
ostatniego przykfadu tylko do liczb naturalnych (bez zera):

x>0 1 y>0, wec
3n—-1>0 1 33-8n>0,
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w Roticu otrzymujemy:
1. 1
n>= 1 n>4-
3 8
Ostatecznie, bierzemy czes¢ wspolng oraz zaznaczamy, Ze n jest liczbq catRowitq z czego

wynikg, ze n €{1,2,3,4} jesli chcemy aby rozwigzania réwnania byty liczbami
naturalnymi.

Ukfady réwnati diofantycznych

Aby rozwigzaé dowolny ukfad réwnari diofantycznych wystarczy zastosowal
dowolng metode do rozwigzania "standardowego” ukfadu réwnari (na przykfad metodg
wyznacznikow). Jedyna réZnica, polega na sprawdzeniu, czy otrzymane przez nas dwie
liczby sq liczbami catkowitymi. Dla przykfadu rozwigzmy nastepujacy prosty ukfad
rownan diofantycznych:

xXty=1

xX-y=0
W=|1 _11|=-1—1=-2, WX=|(1) _11|=-1—o=-1, Wy=|i é=0—1=-1

Wszystkie wyznaczniki sq rézne od zera, wigc nasz ukfad ma jedno rozwigzanie. Aby je
otrzymac, Rorzystamy z wzordw Cramera, dzigRi czemu otrzymujeny.

w -2

w =2

1
X [—
2

1
> y

. . ‘ ;. : 11 . p .
Rozwigzanie naszego ukfadu rownar jest para liczb (E’E) niestety wspotrzedne nie sq

catkowite, wigc nasz ukfad rownati nie posiada rozwigzar catkowitych.
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Przyktadowe zadania rozwigzane wybranymi metodami

Zadanie 1. Rozwigs réwnanie diofantyczne

172x + 20y = 100

Obliczmy NWD (172,20), Rorzystajac z metody Euklidesa.
172=20 - 8§+12

20=12 - 1+8

12=8"1+4

8=4-2+0

100 : 4 = 25, czyli 4100 zatem réwnanie 172x + 20y = 100 ma rozwigzanie w zbiorze
liczb catkowitych.

4=12-1-8=12-1+20-121)=12—-1+-20+1-12=2-12—-1-20=2 (172 -
20-8)—-1-20=2-172-16 - 20—1+-20=2 - 172—-17 * 20

2-172-17 - 20=4| - 25

50 - 172—-425 - 20=100

Zatem

Xo=501y0=-425

ostatecznie rozwiqzania réwnania majq postac:
xX=50+ ? "t

y=-425 -2 ot

X=50 +5t

y=-425— 43t dlat € C
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Sprawdzenie
dla t=2

X=50+5-2=60
y=-425-43 - 2=-511
X=60
=-511
172 + 60 +20 - (-511) = 10 320 — 10 220 = 100
Odpowied%: Rozwigzaniem rownania jest
X=350 +5t

y =-425— 43t dlat €C

Zadanie 2. RozwiqZ réwnanie diofantyczne

40x + 63y = 521

Obliczmy NWD (40,63), Rorzystajgc z metody Euklidesa.
63=1-40+23

40=1-23+17

23=1-17 +6

17=2-6 +35

6=1-5+1

5=1-5+0

NWD (40, 63) = 1
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521 : 1 =521, czyli 1|521, zatem rownanie 40X + 63y = 521 ma rozwiqzanie w zbiorze
liczb catkowitych.

,Odwracajgc” algorytm Euklidesa otrzymujemy:

1=6-1-5=6-1-(17-2"6)=6-1-17+2-6=3-6-1-17=3-(23-1 - 17)
—1+17=3+23-3-17—1+17=3"23-417=323—4 - (40—1-23)=3 -23
—4-40+4-23=7-23-4-40=7(63—1-40)—4-40=7-63-7-40—4 - 40=
=7-63—11"40

stqgd

11-40+7-63=1| - 521
-5731 - 40 + 3647 - 63 =521
zatem

X0 =-57311y0 = 3647

ostatecznie mamy
63
X=-5731+ T t

y=3647-2 -1

,

X=-5731+63 -t

y=3647-40 - t dlat € C
OdpowiedZ: Rozwigzaniem réwnania jest
e

X=-5731+63 -t

y=3647—40 - t dlat €C
\

Zadanie 3. RozwiqZ réwnanie diofantyczne
13x+ 29y =31

Obliczmy NWD (13, 29), Rorzystajgc z metody Euklidesa.
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29=2-13+3
13=4-3+1
3=1-3+0

NWD (13,29) = 1

31: 1 =31, czyli 1|31, zatem réwnanie 13x + 29y= 31 ma rozwiqzanie w zbiorze liczb
catkowitych.

,Odwracajqc” algorytm EukRlidesa otrzymujemy:

1=13-4-3=13-4 +(29-2"-13)=13-4-29+813=9 13-4 +29
9+-13-4-29=1| - 31

279 - 13 —-124 - 29 =31

zatem

X0 =279 i yo=-124

ostatecznie mamy

x=279+2 1

y=-124-= -t

X=279+29 -t

y=-124—13 -t dlat € C
OdpowiedZ: Rozwigzaniem réwnania jest

X=279+29 -t

y=-124—-13 't dlat €C
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Zadanie 4. Rozwigs réwnanie diofantyczne
x+7y=111

Rownanie rozwigzatem Rorzystajgc z metody Eulera

I5x+ 7y =111
7y=111- 15X
_111-15x
7
111-15x 6 X xX—6
_')J—T—15+;—2)(—;—15—29(—T
_x=s
n; = -
7n=x—06
X=/n+6
7 6)—6
y=15-2 -(7n1+6)—%=15—14n1-12—n1=3—15n1
y=3—15n

rozwiqzaniem réwnania ma postac
X=/n+6

y=3-15n

Sprawdzenie
dla n=2

X=7"2+6 =20
y=3-15-2=3-30=-27

1520+ 7 - (-27)=300 — 189 = 111
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dla n=0

X=7+0+6=6

y=3-15-0=3

15-6+7-3=90-21=111

Odpowied?: Rozwigzaniem réwnania jest
X=/n+6

y=3-15n dla neC

Zadanie 5. Rozwiqs réwnanie diofantyczne
x+5y=1

Rownanie rozwigzatem Rorzystajgc z metody Eulera

x+5y=1
3x=1-35y
1-5y
?CZT
_l_s—y :1_ _Z—y:_ __Z_y: _E
=373 T3V 3TV Ty T
2y—-1
nz——3
3n;=2y—-1
2y=3n;+1
_3n1+1
Y=
3 1 1 1
y= n12+ =n1+%+5=m+n1+
_n1+1
n; = >
2np; =n; +1
Tl1=2111—1
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n1+ 1 n1+ 1
oraz n; =

y=n;+ ing=2n2—1

nq{+1 2n,—1+1
y=m === (2ny = 1)

=2n,—1+mn,=3n,—1

y=3n; -1
x=- —Zys—_l=—(3n2—1)—%=—3nz+1—@=—3n2+1—@=—3n2+
1-2m+1 =-5nx+2
X=-5n+2
X=-5n+2
y=3n-1 dlan € C

Odpowied?: Rozwiqzaniem réwnania jest

X=-5n+2
y=3n-1 dlan € C
Zadanie 6

Do  przewozu zboza sq do  dyspozycii worki  szescdziesigcioRilogramowe
i osiemdziesigciokilogramowe. Ile potrzeba poszczegolnych workow do przewozu 440 kg
zboza (zakfadamy, Ze worki muszq byé pefne)?

X — liczba workgw 60 kg
y — liczba workdw 80 kg

60 x+80-y=440

80=1-60+20
60=2-20+20
20=1-20+0

NUWD (60, 80) = 20
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440 : 20 = 22, czyli 20|440 réwnanie 60x + 80y = 440 ma rozwiqzanie w zbiorze liczb
catkowitych.

20=60—-2-200=60—-2-(80—1-60)=60—2-80+2-60=3-60—2" 80
3-60-2-80=20 |-22
6660 —44- 80 =440
zatem
Xp =66 1yo=-44
X=66+4t

= 44 -3t

x>0iy>0
66+4t>0 i -44—3t>0
4t >-66 1 —3t>44
t>-165 i t<-14
dlat=-15
X=66+4-(-15)=66—60=6

y=-44-3-(-15)=-44+45=1

6-60+1-80=360+80=440

dla t=-16
X=66+4"(-16)=66—64 =2

y=-44-3-(16)=-44 +48=4
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2-60+4-80=120+ 320 =440

OdpowiedZ: Do przewozu 440 kg zboZa potrzebnych jest 6 workdw 60 Rg i 1 worek 80 kg
[ub 2 worki 60 kg i 4 worki 80 Rg.

Zadanie 7 Wyznacz wszystRie pary (x,y) liczb catkowitych spefniajgce rownanie
Xy=3x+5y+7

Przenosze 3x.1 5y na lewq stronq rownania dostajemy

Xy -3x—=5y=7

Aby zapisac lewq strong réwnania jako iloczyn dwich wyrazen algebraicznych dodajemy do
obu stron 15:

Xy—=3x-5y+15=7+15

Xy—-3x-S5y+15=22

teraz moZemy ,zwingé” wyrazenie po lewej stronie:

x-35)y-3)=22

Iloczyn dwdoch liczb catkowitych wynosi 22 wtedy i tylRo wtedy, gdy:
22=1-22=22-1=11-2=2-11=-1--22=-22+--1=-2--11=-11+-2

Teraz ukfadamy wszystkie mozliwe ukfady rownar:

X—-5=1 X—-5=22 -5=11 Xt5=2
y=3=22 lub y-3=1 lub -3=2 lub y+43=11 lub
X—-5=- X—-5=-22 -5=-11 X+5=-2
y—=3=-22 lub y=3=-1 lub -3=-2 b yt+3=-11
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y=25 [ub =4  [ub =5  lub y|=14 lub
x=4 =-17 =-6 XT3
y=-19  lub =2 [ub =1 lub yE-8

stad (xy) = (6,25) lub (xy)=(27,4) b (xy)=(16,5) b (xy)=(7,14) [ub
(X)) =(4-19) lub (xy)=(-17,2) lub (xy)=(-61) b (xy)=(3-8).

Odpowiedz: Rownanie spefniajq nastepujqce pary liczb: (6,25), (27,4), (16,5), (7,14), (4,-19),
(-17,2), (-6,1), (3,-8).

Zadanie 8 Wyznacz wszystRie pary (x,y) liczb catkowitych spefniajgce réwnanie
2y =Xty

Przenoszqc X 1 y na lewq strong réwnania dostajemy

2 X=y=0/:2

X - %x— %y =0

Aby zapisaé lewq stronq réwnania jako iloczyn dwdch wyrazeti algebraicznych dodajemy
do obu stron% :

Xy -%x—%y +i =i/' 4

axy—-2x—-2y+1=1

2X(2y—1)—1(2y—1)=1

(2x-1)2y-1)=1

Iloczyn dwoch liczb catkowitych wynosi 1 wtedy i tylko wtedy, gdy:
1=1-1=-1--1

Teraz ukfadamy wszystkie mozliwe ukfady rownan:
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x—-1=1 2x—1=-1

2y—1=1 [ub 2y—1=-1

y=1 lub y=0 xy)=(11)lb(xy)=(00)

Odpowiedz: Rownanie spetniajq nastepujqce pary liczb: (1, 1) ub (0, 0)
Zadanie 9 Wyznacz wszystRie pary (x,y) liczb catkowitych spefniajgce réwnanie
Xy =x+2y

Przenosze X1 2y na lewq stronq rownania dostajeny

Xy -x—2y=0

Aby zapisac lewq strong rownania jako iloczyn dwich wyrazer algebraicznych dodajemy do
obu stron 2:

Xy—x—2y+2=2

teraz moZemy ,zwingl” wyraZenie po lewej stronie:

x=2Jy-1=2

Iloczyn dwoch liczb catkowitych wynosi 2 wtedy i tylko wtedy, gdy:
2=1-2=2-1=-1--2=-2--1

Teraz ukfadamy wszystRie mozliwe ukfady rownan:

x-2=1 X—2=2 -2=-1 X—-2=-2

y-1=2  lub -1=1 lub -1=-2 wb  y41=-1
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xX=3 xX=4 =1 x=0
y=3 lub =2 lub y|=-1 [ub yF0

(6)=(3,3) b (xy)=(42) &b (xy)=(1,-1) kb (xy)=(00)

Odpowied?: Rownanie spefniajq nastepujqce pary liczb: (3, 3) ub (4, 2) b (1, -1)
(ub (0,0).

Zadanie 10 Wyznacz wszystkie pary (x,y) liczb catRowitych spetniajgce réwnanie
3y —x+2y=1

3xy—-x+2y=1/:3

12 1
ARt
Aby zapisal lewq strong rownania jako iloczyn dwich wyrazeti algebraicznych odejmujemy

2
od obu stron 5

[OSH IE

1,22 12
V3 ATy 9

1 2 2 1
VgAY 5=/ 0
Ixy—-3x+6y—-2=1

teraz moZemy ,zwingé” wyraZenie po lewej stronie:

(x+ 23y -1)=1

Iloczyn dwdch liczb catkowitych wynosi 1 wtedy i tylko wtedy, gdy:

3x+2=1 (3x+2=-1
3y—1=1 [ub 3y—1=-1

3x=-1 [ 3x=-
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(% y)=(-10)

Odpowied%: Rownanie spefnia para liczb (-1, 0).
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