Maciej Fraczek Dominik Trabka

uczniowie klasy 2b

Gimnazjum nr 37 z Oddziatami Integracyjnymi
Im. Maksymiliana Marii Kolbe w Krakowie
Os. Ztotego Wieku 36

Symetryczne eksperymenty

Opiekun — mgr Teresa Sklepek

Krakow 2016 rok



Spis tresci

Wstep
1.Symetria osiowa
1.1. Trojkaty
1.2. Ciekawe figury
1.3. Czworokaty
1.4. Wielokaty foremne
2.Symetria Srodkowa
2.1. Tréjkaty
2.2. Czworokaty
2.3. Ciekawe figury
2.4. Wielokaty foremne

Zakonczenie
Literatura i pomoce

str. 3

str. 4

str. 4

str. 12
str. 16
str. 20
str. 23
str. 23
str. 26
str. 28
str. 30

str. 32
str. 32



Wstep

Podziwiamy piekno symetrii w przyrodzie...

architekturze,

Patac Kultury i Nauki w Warszawie Brama Floriariska w Krakowie

ornamentach...

Dom pod Pajgkiem w Krakowie Fragment fresku Stanistawa Wyspianiskiego
W naszej pracy chcieliSmy sprawdzi¢, czy odkryjemy co$ ciekawego
badajac figury i ich obrazy w symetrii. W pracy badawczej pomogt nam
program GeoGebra i Cabri Il Plus.



1. Symetria osiowa

Symetria osiowa — wyjasnienie ze Szkolnej Encyklopedii Matematycznej

Symetria osiowa, symetria wzgledem
prostej L - odwzorowanie
geometryczne ptaszczyzny lub
przestrzeni przyporzagdkowujgce
kazdemu punktowi p swej dziedziny
punkt g lezacy na prostej prostopadtej
do prostej L i przechodzacej przez
punkt p (...). JezeliplezynalLtog=p, a
jesli p nie lezy na L to punkty pi g lezg
po przeciwnych stronach prostej L - w

tej samej od niej odlegtosci.

1.1 Trodjkaty.

Figury jakie powstaja, gdy narysujemy trojkat symetryczny do danego
wzgledem jednego z bokow trojkata.

Najpierw zajatem si¢ trojkatami. Cheiatem sprawdzié, jakie figury powstaja,
gdy narysujemy trojkat symetryczny do danego wzgledem jednego boku.

Powstat czworokat, ktérego pole jest dwa razy
wieksze od pola narysowanego tréjkata. Obwadd
czworokata nie jest dwa razy wiekszy niz obwéd
tréjkata. Obwdd czworokgta zmienia sie zaleznie
od dtugosci boku, wzgledem ktdrego ,, odbilismy”
tréjkat. Czworokat, ktéry powstat ma jedng os

symetrii.




Jesli narysuje trojkat prostokatny, to gdy
a) ,,odbije” go wzgledem przeciwprostokatnej powstaje czworokat -deltoid,

Qbw. ABC =12

Obw. ABCE'= 14

b) ,odbije” go wzgledem jednej z przyprostokatnych. powstaje dwa razy
wiekszy tréjkat rownoramienny.

@ L ]
Q: o0°

Obwod ABC =154 ;
Obwdd AB'C'=15.4

c’

T

Jezeli trdjkat jest prostokatny rownoramienny, to po odbiciu tréjkata wzgledem
przeciwprostokatnej powstanie kwadrat.




Dla trdjkata rownobocznego otrzymamy romb i nie ma znaczenia, ktory bok
bedzie lezat na osi symetrii. Obwdd takiego rombu jest o 1/3 wiekszy od
obwodu tréjkata. Romb ma dwie osie symetrii.

316
wielokath

wielokatl'

Dla trdjkata rozwartokatnego rownoramiennego otrzymujemy romb (ponizej)
lub deltoid (powyzej).




Figury jakie powstaja, gdy narysujemy tréjkaty symetryczne do danego
wzgledem dwoch bokow trojkata.

Sprawdzitem jakie figury otrzymam, gdy trdjkat ,odbije” wzgledem 2 bokdéw.
Przypuszczatem, ze za kazdym razem otrzymam figure o polu 3 razy wiekszym
niz pole pierwszego tréjkata.

Dla trdjkata ostrokatnego i prostokatnego faktycznie tak jest.

Dla trdjkata prostokatnego
réwnoramiennego otrzymany
pieciokat ma jedng os$ symetrii.

Dla trdjkata rownobocznego otrzymamy
trapez rownoramienny. Tez ma jedng o$
symetrii.




Jednak, gdy najwiekszy kat
tréjkata réwnoramiennego \Eﬁ
ma miare 120° i odbijemy

wzgledem dwdch ramion przy

tym kacie, powstanie jeden

duzy tréjkat réwnoboczny o

boku rownym podstawie.

Teraz figura ma trzy osie

symetrii.

E')

Tréjkat réwnoramienny o kacie 120° odbity

wzgledem podstawy i jednego z ramion. Daje
pieciokat z jednym katem wklestym.

A gdy miara kata

rozwartego bedzie
powyzej 120 stopni,
tréjkaty ,najda na
siebie” i powstanie
siedmiokat. Pole tej
figury nie jest trzy razy
wieksze od pola
pierwszego trojkata.




Figury jakie powstaja, gdy narysujemy trojkaty symetryczne do danego
wzgledem trzech bokéw trojkata.

A teraz odbicie trojkatow wzgledem 3 bokdéw. Figury jakie powstajg na ogét
maja pole cztery razy wieksze od pola jednego tréjkata.
a) Trojkat rownoboczny - powstaje jeden wiekszy tréjkat réownoboczny o
czterokrotnie wiekszym polu. Ma trzy osie symetrii. Jest podobny w skali
2. Obwdd jest dwa razy wiekszy.

/

b) Tréjkat prostokatny réwnoramienny - powstaje szesciokat, ktdry ma jedna

0$ symetrii.




c) Trojkat rownoramienny
ostrokatny - powstaje
szesciokat, ktdry ma
jedng os symetrii.

d) Trojkat rownoramienny
rozwartokatny, ktdrego kat rozwarty
ma miare 120° - powstaje deltoid,

ktdry ma jedng o$ symetrii.

e) Trojkat rownoramienny
rozwartokatny o mierze kata
rozwartego wiekszej od 120

stopni -powstaje osmiokat
wklesty. Tréjkaty nachodzg na
siebie, wiec pole tego osmiokata

nie jest cztery razy wieksze niz
pole trojkata ABC. Figura ma
jedng os symetrii.
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Dowolny tréjkat
A réznoboczny
ostrokatny.

Gdy odbijemy tréjkat wzgledem 3 bokdw, powstanie pieciokat tylko wtedy, gdy
jeden kat tréjkata ma 60 stopni i jest to trdjkat roznoboczny. Trzy katy o mierze
60° utworzg kat potpetny, tak, jak na rysunku nizej.
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1.2 Ciekawe figury.

1) Jesli potgczymy
otrzymane wierzchoftki
tréjkatow odbitych na
bokach (potozone

najdalej), otrzymamy

_

Pole ABC = 3.64

tréjkat. Jezeli trojkat
pierwotny byt rdwno- .
~t—

ramienny, to ten tez
Pole C',BLA'=13.17

bedzie rownoramienny -
posiada cechy tréjkata
pierwotnego. Jego pole
zmienia sie zaleznie od /
rozmiarow tréjkata i jego

wtasnosci.

2) Narysowatem tréjkat i
odbitem kazdy z jego
wierzchotkow
wzgledem boku
lezgcego naprzeciwko.
Jezeli tréjkat ABC jest
rozwartokatny,

otrzymamy Trojkat
ostrokatny A’B’C’. Boki
trojkatéw przetng sie 4

razy. Jezeli jeden z

katéw ma 60°, to byty 3
punkty wspdlne. Mozna
byto znalez¢ taki tréjkat

ABC, ze tych punktow
wspolnych byto dwa.
Tréjkat A’B’C’ byt zawsze ostrokatny. Jezeli kat rozwarty miat 120°, to
powstat odcinek, nie trojkat.
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3) Gdy odbijemy w taki sposdb

wierzchotki tréjkata .« . o
rownobocznego, powstanie takze
tréjkat rownoboczny o 4 razy
wiekszym polu i 2 razy wiekszym y -
obwodzie. % e

°

4) Narysowatem tréjkat ABC i symetralne kazdego z jego bokéw. Znalaztem
punkty symetryczne do wierzchotkéw A, B i C wzgledem symetralnych
trojkata ABC. Odbitem wzgledem kazdej symetralnej wierzchotek, trojkata.
Potgczytem nowe punkty i powstat drugi tréjkat. Co ciekawe, oba trdjkaty sg
wpisane w ten sam okrag o Srodku w punkcie przeciecia symetralnych. Nie sg
jednakowymi tréjkgtami. Bardzo mnie to zaskoczyto.
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5) Wykonatem rysunek ,,gwiazdy”. Trojkat
,odbitem” wzgledem najkrétszego boku,

potem otrzymany trdjkat wzgledem
najdtuzszego boku itd. Az powstato 12
tréjkatow. Chwytajgc za punkt C otrzymatem

szesciokat foremny, kwadrat, trojkat
rownoboczny, romb, osmiokat foremny.
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Powstaty rozne wielokaty gwiazdziste.




1.3. Czworokaty.
Figury jakie powstaja, gdy narysujemy czworokat symetryczny do
danego wzgledem jednego z bokoéw czworokata.

D'
® Kwadrat odbity wzgledem jednego boku.
Powstaje prostokat o dwa razy dtuzszym jednym boku, dwa
razy wiekszym polu i obwodzie wiekszym o jedng trzecia.
c' Obwadd kwadratu o boku a: 8a
o . .
Obwadd prostokata o bokach ai2a: 12a
J' K
D ® - c
. )
Prostokat odbity ; .
wzgledem dtuzszego boku daje figure o 2
razy wiekszym polu, a zmiana obwodu . | .
zalezy od dtugosci krétszego boku. * ¢
Odbity wzgledem krdtszego daje takie same - .
rezultaty.
Obwadd prostokata KLIJ: 16 @g _ S

Obwdd prostokata JKK') : 22 :

Odbicie réwnolegtoboku nie bedgcego prostokgtem ani rombem daje
szesciokat, niezaleznie od boku, wzgledem ktérego odbijamy. Jednak jesli
mniejszy kat bedzie miat 45 stopni, H

powstanie szesciokat z katem prostym.

A D

@ [ ]
B c H
® *— g
h

A D

L ] ® f
F u =45
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Trapez (niebedacy inng figurg) odbity wzgledem ktéregos z bokéw prawie
zawsze daje
szesciokat,

Wyijatkiem jest trapez prostokatny odbity wzgledem boku przy katach prostych
- powstaje duzy trapez réwnoramienny o wysokosci rownej dtugosci boku
lezgcego na osi symetrii.

L' ' L

ke J K
@

i

Odbity wzgledem jednej z ,podstaw” daje pieciokat. Wpukty lub wklesty.
Figura ma jedng os symetrii.Pola figur podwajaja B C
sie, a obwody zmieniajg sie zaleznie od dtugosci
boku, ktory nalezy do osi symetrii.
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Romby to najprostrza sprawa - zawsze ukaze sie pieciokat z jednym katem
wklestym o obwodzie wiekszym o %. Figura ma jedng o$ symetrii.

Deltoidy dajg bardzo ciekawe efekty.
,Strzatka” czyli deltoid wklesty. Na
rysunku jest szesciokat. .

Dla deltoidu prostokatnego
otrzymujemy pieciokat.

Zauwazytem, ze gdy odbijemy go dwa razy
osiowo i raz Srodkowo powstanie piekna
gwiazdka.

18



Odbity wzgledem boku przy kacie wklestym ,,najdzie na siebie”. Otrzymamy
dziesieciokat. Figura ma o$ symetrii.

Figury jakie powstaja, gdy narysujemy czworokat symetryczny do
danego wzgledem dwéch, trzech lub czterech bokéw czworokata.

v
[
A D, Al
—e ® *——
B [+ B,
—? ? *—
¢ ¢ |
L .K
e
A D Ay plz
—e L] *— N ™
B, Cy B, f}i
—e L] *—
.‘JI‘\ .KI\
Ao D
e
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» ®
Vi
/i Ly
L —
J K"
) )

Niektdre figury majg 0$ symetrii,
niektore Srodek symetrii, a czasem
otrzymana figura nie ma ani srodka, ani
osi symetrii.

1.4. Wielokaty foremne

Wielokaty foremne

Pieciokat: powstaje
osmiokat o obwodzie
wiekszym o 3/5. Ma 2
osie symetrii. Jego pole
jest dwa razy wieksze niz
pole pieciokata.

%]
1=

20



Szesciokat: powstaje dziesieciokat o obwodzie wiekszym o 2/3. Ma 2 osie
symetrii.

wielokat1'

/N /

Siedmiokat: powstaje dwunastokat o obwodzie wiekszym o doktadnie

0,(714285) starego. _ c

Obwéd wielokat! = 21 |

{ wielokat!

wielglkatl'

21



Whiosek: Kazdy wielokat foremny po odbiciu wzgledem jednego boku ma 2
osie symetrii, a liczba wierzchotkéw nowopowstatego wielokata wynosi xe2-2,
gdzie x to liczba wierzchotkdw pierwotnego wielokata foremnego ( oprécz
kwadratu) (np. 62—2=12-2=10 V).

(@]
O
o ]
© o
®) O
O
Q
O
0O @)
o @
@
O
@)
o @®

Dla pieciokata otrzymujemy kolejno osmiokat (wczesniej), jedenastokat,
czternastokat, siedemnastokat i dwudziestokat. Liczbe wierzchotkdw mozna
obliczy¢ 5+3k k- liczba bokéw wzgledem, ktérych rysujemy pieciokat
symetryczny. Dwie osie symetrii miat tylko pierwszy przypadek, piec ostatni, a
pozostate po jednej osi.

22



2.Symetria srodkowa

Symetria srodkowa — odwzorowanie geometryczne ptaszczyzny lub przestrzeni
takie, ze punktowi B odpowiada B’ wtedy i tylko wtedy, gdy punkt A, zwany
srodkiem symetrii srodkowej, jest Srodkiem odcinka BB’.

BI

2.1 Trojkaty

2.1.1. Symetria wzgledem jednego z wierzchotkdw.

Na rysunku Tréjkat C”’B”’A’ jest symetryczny do tréjkata.A’BC’,. Jesli potacze
wierzchotki C”’B”’C’1B, otrzymam réwnolegtobok. Figura ma srodek symetrii.

Pole réwnolegtoboku jest 4 razy wieksze od pola tréjkgta. Obwod jest cztery razy
wiekszy od dtugosci boku, ktory lezat naprzeciwko srodka symetrii.

Dla trdéjkata prostokatnego rownoramiennego otrzymatem kwadrat.

23



2.1.2. Symetria wzgledem dwéch wierzchotkéw.

Zauwazytem, ze pola narysowanych pieciokgtéw sg osiem razem wieksze od
pola jednego tréjkata.

EII J&l“

l::l

Podzielitem pieciokat na trdjkaty. Punkt D jest Srodkiem boku B’B”’. Wszystkie
tréjkaty maja jednakowe pola. Jest ich osiem.

24



2.1.3. Symetria wzgledem trzech wierzchotkdw.

h=18.08
Pole EFDE', = 50.26 3 ™\_Pole DF',FLE=50.26

Fole D'FED, = 50.26

Po potgczeniu wierzchotkdw tréjkatow ,,odbitych” od kazdego z wierzchotkéw

najciemniejszego trojkata powstat szesciokat ztozony z trdjkata i odbitych od

niego trzech trojkatow oraz trzech czworokatéw,. Czworokaty sg trapezami. Pole

szesciokata jest 13 razy wieksze niz pole pierwszego ciemnego tréjkata. Mozna

podzieli¢ kazdy z trapezdow na trzy trdjkaty, podobnie jak wczesnie;j.

25



C' CIII

2.2. Czworokaty

Zastanawiatem sie jakie figury otrzymam, jesli narysuje czworokat.

2.2.1. Symetria wzgledem jednego z wierzchotkdw.

AI
DI 1
C G
C C
D
n A

Po potaczeniu wierzchotkdw tréjkatow odbitych srodkowosymetrycznie powstat
szesciokat. Pola i obwody réznig sie. Nie zauwazytem podobnej wtasnosci jak dla
trojkatéw dla dwoch i dla trzech wierzchotkow.

26



Natomiast dla czterech wierzchotkdw okazato sie, ze otrzymany wielokat
(najczesciej byt to dwunastokat) ma pole 9 razy wieksze. Dla kwadratu
otrzymatbym kwadrat 9 razy wiekszy.

Zauwazytem jeszcze, ze gdy potgcze odpowiednie punkty B’(B’=B), B”’, B"”" i B"””,
to otrzymany czworokat ma pole 4 razy wieksze niz czworokat ABCD, ktory
narysowatem jako pierwszy.

27



2.3. Ciekawe figury

Narysowatem trojkat i znalaztem punkt symetryczny dla kazdego z wierzchotkow
wzgledem innego z wierzchotkdw. A’ jest symetryczny do A wzgledem B, B’ do B

wzgledem C, a punkt C’ jest symetryczny do C wzgledem punktu A.

. —————————__——— —____—_____—____—___

L

\ |
hY Fole B'C'A'=29.83

Tréjkat wiekszy od tréjkata mniejszego prostokatnego nie jest prostokatny.

28



Pole CBA'=10152

a

Pole trdjkata ABC w kazdym przypadku jest 7 razy wieksze od pola trdjkata
A'B'C.

29



Zastanawiatem sie, czy dla czworokgtéw jest podobna wtasnos$é?

Bl

Dla czworokata wypuktego ABCD, otrzymatem czworokat A’B’C’D’. Pole tego
drugiego jest 5 razy wieksze od pola ABCD.

2.4. Wielokaty foremne

Sprawdzitem dla wielokgtéw foremnych. Zaczatem od tréjkata rownobocznego.

c

@
B
A 297 Pole B'C'A' = 26.66
® 2.97
- .
A _
29 Pole wielokat1 = 3.81

B
®

Pole tréjkata A’B’C’ jest 7 razy wieksze od pola tréjkagta ABC. Podobnie, jak to
zauwazytem dla dowolnego trdjkata.
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Kwadrat — pole A’'B’C’'D’ jest 5 razy wieksze
niz pole ABCD

lloraz: 3.76

Pieciokat foremny. Stosunek pol
(wiekszego do mniejszego)
byt zawsze taki sam i wynosit 3.76.

2
Aﬂ\ 53.47 cm?

|I

%D

lloraz: 2.51
Szesciokat foremny —Stosunek pdl Siedmiokat foremny —Stosunek pdl
(wiekszego do mniejszego) byt (wiekszego do mniejszego) byt
zawsze taki sam wynosit 3. zawsze taki sam wynosit 2.51.
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55.41 cm?

lloraz: 2.17

lloraz pdl jest coraz mniejszg liczba.

lloraz: 1.94

Zakonczenie

Nasze odkrycia nie sg wielkie. By¢ moze w przysztosci uda sie nam odkryc¢ cos
waznego. Dopiero zaczynamy prace badawczg. Program GeoGebra umozliwia
eksperymentowanie geometryczne i odkrywanie ciekawych figur iich
wtasnosci. Symetria to bardzo ciekawy temat. To fascynujace, ze spotykamy ja
tak czesto wokot nas. Uzywajac symetrii mozna utworzyé ciekawe lub czasami
zaskakujace figury i wyciggng¢ madre wnioski. Wedtug mnie, jest to wazny
element matematyki oraz przyrody.

Literatura i pomoce:

Encyklopedia Szkolna Matematyka, przewodniczacy - prof. dr hab.
Wtodzimierz Waliszewski, WSiP, Warszawa 1988 r.

Program GeoGebra
Program Cabri Il Plus
Program Paint

Zdjecia wtasne i z internetu
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