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1. Wstep

Niniejsza praca jest zbiorem moich badan nad wiasnosciami punktow w czworokatach
o prostopadtych przekatnych w oparciu o artykut z pewnego angielskiego portalu
geometrycznego. Przedstawione ponizej przyktady s3 tylko kilkoma najciekawszymi
obserwacjami jakich dokonatem. Kazda zaprezentowana wiasno$¢ jest poparty dowodem.
Poza przedstawionymi w tej pracy wiasnosciami badatem rdwniez zaleznosci pomiedzy
symetralnymi pewnych odcinkdw w czworokacie, okregami opisanymi oraz dwusiecznymi.
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2. Badanie witasnosci punktow bedacych srodkami bokow
w czworokacie o prostopadilych przekatnych

Zalozenia:
Przekatne czworokata ABCD sg prostopadie.
Punkty K, L, Mi Nlezg odpowiednio na $srodkach bokéw AB, BC, CDi DA.

Twierdzenie:
Punkty KLMN lezg na jednym okregu.

Dowaod:

Na poczatek wezmy pod uwage trojkat ABC i punkty K oraz L lezagce odpowiednio na
boku AB i BC. Poprowadzmy prostg réwnolegtg do odcinka AC przechodzacg przez punkt K
i przecinajgcg odcinek BPw punkcie X. Wtedy korzystajac z twierdzenia Talesa otrzymujemy,
ze stosunek dtugosci odcinkéw PX do XBwynosi 1 do 1, poniewaz stosunek odcinkéw AK do
KB wynosi 1 do 1. Teraz analogiczne postepowanie stosujemy co do punktu L i odcinka BP
na ktorym zaznaczamy punkt Y. Jak wczesniej z twierdzenia Talesa otrzymujemy, ze PY do
YB wynosi 1 do 1. Zatem punkty X i Y pokrywaja sie. Z tego wynika, ze odcinek KL jest
rownolegty do odcinka AC. Analogiczne rozumowanie przeprowadzamy dla tréjkatdw CDA,
BCD i DAB. Stad i z faktu, ze przekatne przecinajg sie pod katem prostym otrzymujemy, ze
czworokagt KLMN jest prostokatem. Zatem na czworokacie KLMN mozna opisa¢ okrag,
poniewaz suma katdow przy przeciwlegtych wierzchotkach wynosi 180°. Ponadto nalezy

zauwazy¢, ze w tym dowodzie wykazaliSmy réwniez, ze czworokat ABCD jest prostokgtem.
|

Zauwazmy, ze dla czworokata wklestego ABCD réwniez da sie opisa¢ okrgg na
punktach K, L, M, N, bedacych Srodkami bokdw czworokata o prostopadtych przekatnych.
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Dowdd tej wiasnosci jest analogiczny do tego przedstawionego powyzej. Ponizej
przedstawiam taka sytuacje na rysunku.
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3. Badanie wlasnosci punktow bedacych rzutami
prostokatnymi punktu przeciecia sie przekatnych na
boki w czworokacie o prostopadtych przekatnych

Zalozenia:

Czworokat ABCD jest wypukty, a jego przekatne sg prostopadte.

Punkty K, L, M i N sa rzutami punktu A, bedacego punktem przeciecia sie
przekatnych, odpowiednio na boki A8, BC, CDi DA.

Twierdzenie:
Punkty KLMN leza na jednym okregu.

Dowadd:
Na poczatku zauwazmy, ze na kazdym z czterech czworokatdw AKPN, BLPK, CMPL

i DNPM mozemy opisac¢ okrag, poniewaz suma katéw w przeciwlegtych wierzchotkach wynosi
180°. Teraz korzystajac z twierdzenia o kacie wpisanym opartym na tym samym #tuku
otrzymujemy, ze sNAP = ANKP, 4LBP = ALKP, 4LCP = ALMP, ANDP = ANMP. Teraz
zauwazmy, ze 180° = 360° - £APD - 4BPC = ANAP + ALBP + £LCP + ANDP = ANKP +
ALKP + ALMP + ANMP = ALKN + ALMN. Katy LKN i LMN sa przeciwlegtymi katami
czworokata KLMN i jak wykazalismy, sumujg sie do 180°. Zatem na czworokgcie KLMN

mozna opisac okrag.
|

Ponownie zauwazmy, ze dla czworokata wklestego ABCD réwniez da sie opisac okrag

na punktach K, L, M, N, bedacych rzutami prostokatnymi punktu P na boki czworokata. Aby
to pokazac przeprowadzmy dowdd.
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Zatozenia:

Czworokat ABCD jest wklesty, a jego przekatne sg prostopadte.

Punkty K, L, M i N sa rzutami punktu A bedacego punktem przeciecia sie
przekatnych, odpowiednio na boki AB, BC, CDi DA.

Twierdzenie:
Punkty KLMN lezg na jednym okregu.

Dowod:
Na poczatek zauwazmy, ze na kazdym z czterech czworokatow AKNP, BLPK, CPML
i DNPM mozemy opisa okrag, poniewaz zAKP, #BKP, 4BLP, 4CLP, £CMP, 4DMP, 4DNP
i #ANP majgq miare 90° i sg oparte na odcinkach AP, BP, CP, DP bedacych $rednicami. Teraz
korzystajgc z twierdzenia o kacie wpisanym opartym na tym samym fuku otrzymujemy, ze
AMLK = 4 PLK— 4 PLM = 4 PBA— 4 PCM. Teraz policzmy miare 2 MNK = 360° — £ PNK— £ PNM
= 360° — ( 180° — s NPK'— £ PKN ) — £PDM = 360° — ( 180° — 4PAK) — (90° — 4PCM ) =
360° — (1180°—(90° —4PBA)) —(90° —4PCM) = 360° — ( 90° + £PBA) —90° + £ PCM =
180° + £ PCM - 4 PBA. Zauwazmy teraz, ze s MLK + £ MNK = £ PBA— £ PCM + 180° + 4 PCM
- 4PBA = 180°. Zatem na czworokgcie KLMN mozna opisac okrag.
|
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4. Badanie wilasnosci punktow bedacych przecieciami
symedian z bokami czworokata o prostopadiych

przekatnych

Zalozenia:
Przekatne czworokata ABCD sg prostopadie.

Punkty K, L, Mi N s3 odpowiednio punktami przecie¢ symedian z bokami AB, BC, CD

i DA.

Twierdzenie:
Punkty KLMN leza na jednym okregu.

Dowod:

Dowdd przeprowadzimy przy pomocy geometrii analitycznej. Wstawmy nasz
czworokat w uktad wspdtrzednych w taki sposdb, aby punkt P znajdowat sie w punkcie
(0, 0) zas punkty A, B, Ci Dodpowiedniow (0, a), (b, 0), (0 c) (d o) Oznaczmy
przez X i Y rzut prostokatny punktu A na odcinki DP i AP. Teraz korzystajac z cechy

symediany otrzymujemy, ze:

DN _ |d|?
NA ~ |a|?
DN DN 1 1
DA~ AN+ND , NA™ a2
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ND DX ND 1 |d|?

a0~ Jar < DX = gp M = M = s
+_
|d|?
Teraz obliczmy wspdtrzedng x punktu X= (x, 0).
B B |d|? B lal? +1d]* = |d|*\ _l|dl|al?
x—ld'—DX—'d'*<1‘m =\ T ar ) T arar

Tutaj nalezy zauwazyé, ze odcinek nie moze mie¢ ujemnej dtugosci za to wspdirzedna
punktu moze by¢ ujemna, dlatego aby punkt X miat wiasciwe wspotrzedne nalezy usungé
warto$¢ bezwzgledng przy 4. Nastepnie w sposdb analogiczny obliczamy wspdtrzedng
ypunktu Y= (0 y)iotrzymujemy:

_la| — ay = elidl®
Y jal? + 1d]?
Tutaj tak jak poprzednio, aby otrzymac wiasciwg wspditrzedng nalezy usungé wartos¢
bezwzgledng przy a. Wyliczylismy zatem wspdtrzedne punktu N = (x, y ).

W sposdb analogiczny wyliczamy wspotrzedne kolejnych punktéw przecie¢ symedian z
bokami i dostajemy:

d|al? . ald|? )
la]?> +[d|?" |al? + |d]|?

N =

bla?  albP?
a2 £ B2 Tal? + b2

K=(

bl el
Ger+ 107 1ol + B2

dlc|? cld|?

M=z riar ez +ae’

Nastepnie opisujemy okrag na trzech pierwszych punktach i sprawdzamy czy czwarty punkt
lezy na tym okregu. W tym celu wykorzystujemy réwnanie okregu:

r2=(x—a)?+ - p)?
Po obliczeniach ostatecznie otrzymujemy, ze zadane cztery punkty K, L, M, Nlezg na jednym

okregu.
|
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W tym miejscu nalezy zauwazyé, ze wykorzystujac do dowodu geometrie analityczng
otrzymalismy réwniez dowdd, ktdry jest poprawny dla czworokata wklestego. Taka sytuacje
przedstawia ponizszy rysunek.

str. 10



5. Bibliografia

1. http://forumgeom.fau.edu
FORUM GEOMETRICORUM ‘A Journal on Classical Euclidean Geometry and Related
Areas’; Department of Mathematical Sciences; Volume 12

str. 11



