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Dla kochanego Taty,
za to, ze pokazal mi matematyke
1 ma do mnie cierpliwos¢
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Wstep

Duzo mowi si¢ o tym, ze muzyka jest pelna matematyki.

To szczera prawda — cho¢ nie zastanawiatam si¢ nad tym, az do momentu kiedy zostatam o to
wprost zapytana na zakonczenie prezentacji w zesztorocznej Sesji Matematyczne;.

Chodzac do szkoly muzycznej, nie zauwazatam tego, ze muzyka jest petna matematyki - no
moze z wyjatkiem ulamkow przy wartosciach rytmicznych. Szukajac informacji o matematyce
w muzyce, znalaztam wiele ciekawych wlasciwosci.

Mozna je podzieli¢ na trzy tematy:
1. Dzwigk
2. Rytm

3. Kompozycj¢ utworu

W tej pracy postaram si¢ pokazac¢ gdzie tkwi matematyka w kazdym z tych tematow.

O dzwigku postaram si¢ opisa¢ jego powstawanie, wlasciwosci oraz podzial na tony
muzyczne. Pokaze tez jak okresli¢ muzyczne interwaty i ich wspotbrzmienie.

Rytm okresla roztozenie dzwigkéw w czasie. Opisze notacj¢ opartg na ulamkach oraz ogdlnie
uzywane grupowanie taktéw, czyli metrum.

Natomiast kompozycja jest tematem tak szerokim, Ze jej analiza wymaga duzo wigkszej
wiedzy matematycznej. Dlatego ogranicze si¢ do wskazania kilku prostych przyktadow.
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Dzwick

Instrumenty mozna podzieli¢ na: - strunowe, klawiszowe, dete i perkusyjne.

W uproszczeniu mamy strung, membran¢ lub slup powietrza, ktore drgajac powoduja
powstanie dzwigku. We wszystkich przypadkach dzwigk jest zdefiniowany przez ksztalt i
wlasciwosci drgajacego materiatu.

W pracy ,,Muzyczna Matematyka” ogranicz¢ si¢ do struny, poniewaz jest najtatwiejsza do
zrozumienia i zawiera wszystkie elementy potrzebne w tej pracy.

Zobaczmy wigc najpierw

Jak powstaje dzwiek

Dla naszych celow wystarczy przedstawi¢ strun¢ jako naciggnigty kawatek drutu. Gdy go
uderzymy, biegng po nim w obie strony ze statg predkoscig fale, odbijajg si¢ od koncow i
biegng dalej w odwrotnych kierunkach troche ostabione, i tak dalej az do ,,wygasnigcia™.

Nie wchodzac w szczeg6ély rozchodzenia si¢ fal 1 pomijajac wlasciwosci materiatu 1 jego
napigcia (strojenie), otrzymujemy drganie, ktorego wlasciwosci sa zdefiniowane w efekcie
koncowym tylko przez dtugos¢ struny. Wtasnie dlatego grajac na gitarze, skrzypcach 1 wielu
innych instrumentach strunowych muzyk dociska struny palcami do szyjki instrumentu,
skracajac jej efektywng dlugos¢.

Przy uderzeniu lub pociggnigciu powstaja drgania o czgstotliwosci charakterystycznej dla tej
struny, oraz jej wielokrotnos$ci — czyli drgania harmoniczne.

— Tl
- - =l __ --..H.-- T
L T e e e
TR o >

crestotliwasc
e I | |
R 4410 gal 1320 1760 [Hz]

Obrazki przedstawiajg drgania struny [3] oraz tak zwane widmo struny fortepianowej [2][5].
Wida¢ na nim, jak mocne sg drgania poszczegdlnych czestotliwosci, ktore zawsze sg
wielokrotnoscig czestotliwosci podstawowe;.

Wysokos$¢ dzwigku zalezy wiasnie od czgstotliwosci podstawowej struny. Podajemy ja w
Hercach (Hz) wyrazajac ilo$¢ drgan na sekundg.

Dalsze harmoniczne nadajg natomiast dzwigkowi barwe.
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Kazdy dzwigk ma okreslona czestotliwo$¢ podstawowa. Przedstawiam tu jako przykiad
czestotliwosci w zakresie dwdch oktaw [2]:

Ton f oktawa 2"
al 440,0 | razkreSlna 0
bl 466,2 razkreslna 1/12
hl 493,9 | razkreslna 2/12
c2 523.3 dwukreslna 3/12
4 cis2 554,4 dwukre$lna 4/12
o2 587,3 | dwukreslna 5/12
dis2 622,3 dwukreslna 6/12
&2 659,3 | dwukre$lna 7/12
2 698,5 dwukreslna 8/12
—- fis2 740,0 dwukre$lna 9/12
92 784,0 dwukreslna 10/12
gis? 830,6 | dwukreslna|  11/12
a2 880,0 | dwukreslna 1
—_ b2 932,3 | dwukredlna| 11/12
h2 987,8 dwukreslna 1212
o3 1046,5 trzykre§lna 13/12
ol 1108,7 | trzykreslna 14/12
d3 1174,7 trzykreslna 15/12
dis3 1244,5 | trzykre§lna | 1 6/12
g 1318,5 | trzykre$lna | 17/12
£3 1396,9 | trzykreslna 18/12
—_ fis3 1480,0 trzykreslna 19/12
g 1568,0 | trzykre$lna | 110/12
—_ gis3 1661,2 trzykreslna 111/12
a3 1760,0 | trzykre$lna 2
b3 1864,7 | trzykreslna 2112

Zanim jednak opisze zaleznosci powyzszych wartosci, trzeba przyjrze¢ si¢ doktadniej
uktadowi tondw muzycznych.
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Co to jest oktawa

Muzycznie, oktawa zawiera 2 pottony i 5 catych tondw. Liczac oba skrajne tony o tej samej
nazwie, otrzymujemy osiem tonow, ktére nadaly oktawie jej nazwe (fac. octo = osiem).

Dla celow matematycznych, cate tony dzielimy na pottony. W ten sposdb oktawa zostaje
podzielona na 12 roéwno roztozonych poéttondéw, jak podalam w tabelce poprzedniego
rozdziatu.

Dobrze wida¢, ze odstep jednej oktawy podwaja czestotliwose:

Ton | Czgstotliwos¢ | [loczyn

A 55Hz 0.13 | 23

A 110Hz 0.25 | 272

a 220Hz 0.5 21
a' 440Hz 1 20
a’ 880Hz 2 21
a’ 1760Hz 4 22

Wybratam ton A, poniewaz warto$¢ dla a' = 440Hz, tak zwany ,, Kammerton™ jest podstawg
strojenia wszystkich instrumentoéw. Jak wida¢, kolejne wartosci otrzymujemy przez mnozenie
(lub dzielenie) czestotliwosci przez 2.

Na szczgécie mozemy mnozniki zapisa¢ réwniez jako potegi liczby 2. Jak widaé, kolejne
potegi sg kolejnymi liczbami catkowitymi. Jezeli wigc mozna by liczy¢ bezposrednio
potegami liczby 2 zamiast iloczynami, to kazda oktawa byta by tej samej wielkosci. Takie
przedstawienie odpowiadato by wigc utozeniu klawiszéw na fortepianie.

W tej sytuacji potrzebna jest wigc metoda, ktora pozwala nam przedstawi¢ dowolny iloczyn
jako potege liczby 2.

Troche o logarytmie

Majac potegge jako podstawe do obliczania oktawy musze¢ znalez¢ funkcj¢ do niej odwrotng.
W tym przypadku mamy nie jedna, ale az dwie takie funkcje:

Dla wyrazenia a(b,c) = b¢ potega
s funkcje odwrotne dla b: b(a,c) = C\/ a pierwiastek
oraz dla c: c(a,b) = lOgb a logarytm

Znamy juz ze szkoty pierwiastki kwadratowy i szescienny (¢ = 2 i 3), jednakze w tym
przypadku potrzebne sg bardziej uniwersalne reguty.
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Podam tu zestaw regutek wyjetych z Wikipedii [4/Logarytm], ktére sa potrzebne w dalszej
czesci
tej pracy:

(1) a’=1 wiee loga 1 =0

@ ab*a‘=a’"  wiee loga (X*Y)=log, X +1log,Y
@) ab/a*=ab"  wiee loga (X/Y)=log.X—1log.,Y
(4) l/ac=a* wiece loga(l/a%)=-c  wynikaz(3)i(1)
5)  (ab) = ab™ wiee logs ((@P))=b*c

(6) al’e = c\/a wiee  10ga (C\@) =1/c

M A= (Va)  wie loga((“vVa)®)=b/c wyikaz(5)i()

Logarytm pozwala wigc na liczenie wszystkich iloczynéw przy pomocy dodawania (2) oraz
proste podzielenie oktawy na czes$ci odbierane przez ludzi jako réwne (6). Ze wzgledu na
wlasciwosci dzwigkow, w tej pracy zawsze uzywam logarytm do podstawy 2.

Liczymy interwaty

Jezeli wiec jedna cata oktawa odpowiada zwigkszeniu wyktadnika o jeden, mozna podzieli¢ ja
na 12 péttondéw dzielge ten wyktadnik na 12 czgsci.

W ten sposob, jeden potton odpowiada zwiekszeniu czestotliwosci razy:

(8) 2112 = 12\5 uzywajac (6)

Thumaczy to formutk¢ z Fizykonu [2]. Tak samo podane tam liczenie iloczynu dla wielu
pottondow wynika bezposrednio z naszych formutek:

©  2v2= (1220 wywaige ()

W muzyce takie odstepy dzwigkdéw liczone w pottonach nazywamy interwalami. Stanowia
one podstawe dobierania dzwigkdéw, by wspotbrzmiaty melodycznie. Strojenie odpowiadajace
powyzszym formutkom nazywamy strojeniem temperowanym.

Pitagorejczycy juz 5 wiekow p.n.e. odkryli, Zze skracanie struny w proporcjach 1:2, 2:3 i 3:4
daje tadne wspodibrzmienie powstajacych dzwiekow. Odpowiadajagce tym proporcjom
interwaty nazwali oktawa, kwintg 1 kwartg. Ten podzial obowigzuje do dnia dzisiejszego.
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W ponizszej tabelce przedstawiam wszystkie czyste interwaty jednej oktawy oraz ich iloczyny
podane w Wikipedii. Niestety temperowane interwaly obliczone regutka (9) sa odrobing inne,
cho¢ bardzo zblizone.

Zeby opisaé¢ takie drobne niedokladnosci, potrzeba jednak doktadniejszej skali. W tym celu
dzielimy kazdy potton dodatkowo na 100 czgsci — oczywiscie logarytmicznie. Tym samym
oktawa zostanie podzielona na 12 * 100 = 1200 cze$ci. Najmniejszy interwal, ktory mozna tak
przedstawi¢ ma wiec iloczyn :

(10) 21/1200 — 1200\@

Taki interwal nazywamy centem muzycznym. Mozemy wigc teraz okresli¢ réznice interwatéw
czystych 1 temperowanych w centach. Ucho czlowieka moze rozrdzni¢ roznice od okoto
8 centow.

Interwat Pottony | Czysty | Wspotbrzmienie | Temperowany 0 cent
Pryma 0 11 doskonate 1.000 0
Sekunda mata 1 16/15 dysonansowe 1.059 12
sekunda wielka 2 9/8 dysonansowe 1.122 4
tercja mata 3 6/5 zgodnie 1.189 16
tercja wielka 4 5/4 zgodnie 1.260 -14
kwarta 5 4/3 zgodne 1.335 -2

doskonate
tryton 6 45/32 bardzo 1.414 -10
dysonansowe
kwinta 7 3/2 zgodne 1.498 2
doskonate
seksta mata 8 8/5 zgodnie 1.587 14
seksta wielka 9 5/3 zgodnie 1.682 -16
septyma mata 10 9/5 dysonansowe 1.782 18
septyma wielka 11 15/8 dysonansowe 1.888 -12
oktawa 12 2/1 bardzo tadnie 2.000 0

Poréwnujac to ze znanymi regulami wspotbrzmienia mozna stwierdzi¢, ze dzwiek jest tym
tadniejszy, im mniejsze liczby wystepuja w proporcjach (patrz tabelka).
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Wracajac do naszej wczes$niej opisanej struny i jej widma, tatwo zauwazy¢, ze wtedy
harmoniczne pokrywaja si¢ w miejscach, gdzie wystgpuje wspolna wielokrotnos¢
czestotliwosci podstawowej. Dla duzych liczb w proporcjach, takie wspolne harmoniczne
praktycznie nie wystgpuja.

Ladnie widac¢ to na przyktadzie kwinty — na widmie tonéw aie :

Ha Be

12

10
0 ‘ ‘ ‘ | i |
440 880

1320 1760 2200 2640
220 660 1100 1540 1980 2420

o]

[e]

N

N

Na rysunku naniostam widma dzwickow a (niebieski) i e (czerwony) na wspolny wykres. Jak
widzimy, widma tych dwoch dzwiekow uzupelniaja si¢ wzmacniajagc wspolne drgania
harmoniczne.
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Rytm

Dzielimy takty
Wartos$ci nut opierajg si¢ na nucie, czyli okre§lonej dlugosci jednego dzwigku.

W rzeczywistos$ci dlugos¢ nuty jest umowna, jako ze ta sama melodi¢ mozna gra¢ powoli lub
szybko. Dlatego dtugos$¢ nuty czesto podawana jest na poczatku utworu. W przeciwienstwie
do samego dzwicku, podajemy ja jednak nie jako ilo$¢ drgan na sekunde, lecz jako ilo$¢ nut
(czesciej cwierénut lub 6semek) na minute.

Dalsze warto$ci sag podawane jako utamek calej nuty:
Calg nutg (1) dzielimy na dwie potnuty (1/2)

poOtnute (1/2) na dwie ¢wierénuty (1/4),

¢wierénute (1/4) na dwie 6semki (1/8), itd.

Jak wida¢, kazda nastepng warto$¢ otrzymujemy przez dzielenie dlugosci poprzedniej
wartosci na 2. Taki regularny podzial wartoSci rytmicznych nazywamy podzialem
dwudzielnym. Dobrze wida¢ hierarchi¢ na ponizszym obrazku [4/Nuta]:

Jak widzimy, zaczynajac od dsemki, przedstawienie nuty ma ,.choragiewke”. Kazda nastepna
drobniejsza warto$¢ posiada jedng ,,choragiewke” wigcej niz poprzednia.
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[lo$¢ ,,choraggiewek™ w mozna obliczy¢ rowniez za pomocg logarytmu:

(11) w= -(logas+2)

Przy czym s jest warto$cig nuty jako ulamek. Na przyktad dla 1/32 otrzymujemy:

w= -(log21/32+2) =-(-5+2)=3

Otrzymujemy wigc, ze trzydziestkodwojka ma trzy ,,choragiewki”.

Trzeba jeszcze wspomnie¢ kropke, ktéra moze pojawi¢ si¢ przy nucie. Oznacza ona
wydtuzenie wartosci o jej polowe. Matematycznie oznacza to mnozenie warto$ci razy 3/2.

Taki zapis obowigzuje od VII wieku, cho¢ na poczatku znaki dodatkowe miaty czesto trochg
inne znaczenie. Utrudnia to odtwarzanie starych utworow.

Metrum

W dzisiejszej muzyce, warto$ci rytmiczne s3 utozone w grupy o jednakowej dlugosci — tak
zwane metrum. Dzieli ono melodi¢ na takty o podanej wartosci.

Najprostsze metrum 4/4 oznacza, ze w jednym takcie miesci si¢ cata nuta, podzielona
podstawowo na cztery C¢wierénuty. Wszystkie wartosci uktadane sg w taki sposob, aby
wypetni¢ kazdy takt, nie przekraczajac jego granic.

Z reguly poczatek kazdego taktu jest akcentowany.

Wystepuja tez 1 inne metrum, jak na przyklad 3/4 lub 6/8. Zawieraja one obydwa taka sama
cze$¢ catej nuty jako dlugosé, roznig sie jednak uktadem wypelniajacych je wartosci
metrycznych:

W taktach ¢wierénutowych, 6semki tagczymy po 2, a szesnastki po 4.
Za to w taktach 6semkowych, 6semki taczymy po 3, a szesnastki po 6.

Czasami zdarzajg si¢ metrum wigksze od catej nuty, takie jak 6/4. Wtedy w jednym takcie
moze zmiescic si¢ 6 cwierénut.
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Kompozycja

Zaczynajac ta prace gtdéwnie myslatam o utworach Bacha, ktore sg znane z ukrytych w nich
matematycznych regul. Szybko jednak okazato si¢, ze temat jest za trudny przy mojej
znajomosci matematyki. Dlatego skupitam si¢ na bardziej podstawowych zagadnieniach.
Moze uda mi si¢ opracowac ten temat w przysztosci...

Od czaséw Pitagorasa, az do XVII wieku, muzyka byla zaliczana do nauk $cistych. Dopiero
potem zostata uznana za sztuke na rowni z malarstwem 1 rzezbg. Stala si¢ wyrazem
»tworczosci ducha, nie majacym uzasadnienia w §wiecie fizycznym”. [6] Dopiero postepy w
fizyce 1 opracowanie podstaw powstawania dzwieku, potaczyly znowu muzyke i matematyke.

W tej pracy ograniczg si¢ do kilku prostych przyktadow, jak matematyka zostata wykorzystana
w kompozycjach.

Fibonacci i Ztote Ciecie

Bardzo popularng funkcja uzywang w kompozycjach jest ,,ciag Fibonacciego”. Powstaje on,
kiedy zaczynajac od 1 i 1 obliczamy kazdy nastgpny element jako sume¢ dwoch poprzednich:

1 123581321 3455 89 144 233 ...

Jedna z wilasciwosci tego ciagu jest to, ze jego kolejne elementy podzielone przez siebie
oddaja coraz dokladniej proporcje ,,ztotego ciecia”. W ksiazce ,,Sladami Pitagorasa” jest
opisane, kilka przyktadow wystgpowania tej proporcji zarOwno w przyrodzie, jak 1
architekturze 1 sztuce greckie;j. [7]

W muzyce zlote cigcie byto bardzo popularne w okresie renesansu (XV-XVI wiek) i baroku
(XVI-XVIII wiek). Rowniez Bach (1685-1750) czgsto uzywat go w swoich utworach, np. w
Passacaglia. Wystgpuje ono migdzy innymi w podziale utworu na czgsci.

Rudresh Mahanthappy posunat si¢ wrecz do tego, by uzy¢ elementéw ciggu Fibonacciego
bezposrednio do ustalania dzwigkéw. Roéwniez Vijay lyer uzyt ich jako klucz do bazy
rytmicznej i harmonicznej utworu ,,Stars Over Mars”. [1]

O Matematyce i Matematykach

Innym rodzajem laczenia matematyki 1 muzyki s3 utwory o szeroko pojetej tematyce
matematyczne;j.

W utworze ,,Play it again Sam” zadedykowanym Samuelowi Morse'owi, wynalazcy telegrafu,
perkusista na poczatku utworu wystukuje swoje imi¢ alfabetem Morse'a, kropki zastgpujac
kréotkimi, a kreski dtugimi dzwigkami. To samo w zakonczeniu czynig pozostali cztonkowie
kwartetu.

W 2006 roku powstat pierwszy w historii utwor operowy o tematyce matematyczne;j.
Niemiecki kompozytor Ingomar Griinauer napisal oper¢ ,Cantor - mierzenie
nieskonczonosci”, poswigcong zyciu 1 tworczosci Georga Cantora, wybitnego matematyka,
tworcy teorii mnogosci, ktory przez 30 lat wyktadat na Uniwersytecie w Halle. [1]
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Podsumowanie

W tej pracy pokazalam, jak muzyka jest zbudowana na matematyce.

Zacze¢tam od powstawania dzwigku na strunie. Dalej podzielitam dzwigki na elementy
muzyczne pokazujac zalezno$ci migdzy tonami obliczajac interwaty.

Przy tej okazji miatam mozliwo$¢ pozna¢ bardzo ciekawg funkcje — logarytm.
W dalszej czg$ci pokazatam podziat rytmiczny muzyki 1 okreslanie znakdéw do jego zapisu.

Na koniec krotko zaprezentowatam ztote cigcie oraz bardzo popularny cigg Fibonacciego,
uzywane w muzyce oraz wielu dziedzinach sztuki.

Mam nadzieje, ze pokazatam, ze matematyka naprawde moze by¢ muzyczna.
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Opinia Nauczyciela

Klara jest uczennica wykazujaca duze zdolnosci i zainteresowania matematyczne.
Bierze udziat w konkursach matematycznych na terenie Krakowa, takich jak Matopolski
Konkurs Matematyczny, Mistrzostwa Sudoku. Zostata zakwalifikowana do udzialu w
projekcie DIAMENT (pod patronatem MCDN 1 w partnerstwie z Wyzszg Szkolg Biznesu -
National-Louis University w Nowym Saczu oraz National-Louis University w Chicago).
Chetnie rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnos$ci. Jest bardzo aktywna na
lekcjach matematyki.

Faktycznie pomyst napisania pracy o takim temacie narodzit si¢ po ubieglorocznej Sesji
Matematycznej. Kiedy to jeden z Juroréow zapytat Klare o zwigzek matematyki z muzyka 1
potem zazartowal, ze jak si¢ ma do$¢ matematyki, to zawsze mozna postucha¢ muzyki.
Tymczasem ten zwigzek istnieje 1 jest tak duzy, ze mato kto zdaje sobie z tego sprawe.

Pomyst, temat, tytul tej pracy, to wszystko inicjatywa Klary. Niektore elementy ,,muzyczne”
zostaly skonsultowane z nauczycielem teorii muzyki w naszej szkole. Ja rzucitam okiem od
strony matematycznej.

Nawet jakbym chciata co$ zmienié, czy poprawic, to niestety nie moge.

Ale czytajac te prace dowiedziatam si¢ wielu ciekawych rzeczy.

Joanna Zagorska
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