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Podczas réznych konkurséw matematycznych czesto mamy do czynienia z pew-
nego rodzaju procesem do przeanalizowania. W takich zadaniach bardzo przydat-
nym narzedziem okazuja sie niezmienniki - wtasnosci obiektow (lub zaleznosci
miedzy nimi), ktore podczas ciagu przeksztalcen nie ulegaja zmienie. Niezmien-
niki wystepuja w réznych formach. W pracy zaprezentuje niektére z nich.

Wsréd przedstawionych probleméw znajduja sie zadania charakterystyczne,
tj. takie, w ktorych dany jest obiekt, przeksztalcenie i mamy rozstrzygnaé czy
uda sie osiagnaé¢ pewien stan. Pokaze réwniez zadania inne, mniej typowe, w kto-
rych dopatrzenie sie niezmiennika znacznie ulatwia rozwiagzanie zadania.

Redakcja zadai jest mojego autorstwa, podobnie jak czes¢ rozwiazan (1.2, 2.1,
2.3, 2.5, 2.6, 4.1, 5.1). Problemy 3.3, 4.3 sa zaczerpniete z oficjalnych materiatow
Olimpiad.

1. Rozpatrywanie obiektéw modulo pewna liczba.

Jezeli w zadaniu mamy do czynienia z liczbami catkowitymi i pada pytanie,
czy grupa obiektow moze znalezé sie w pewnym uktadzie, to czesto dobrym po-
mystem jest spojrzenie na liczby (ich sume itp.) pod katem podzielnosci. Warto
zbadac¢ je modulo mata liczba pierwsza.

1.1 Kazda z liczb ay, a9, ..., a, jest rowna 1 lub —1 oraz
S = a1a2a3a4 + aga3a4as + ... + apaiaza3 = 0.

Udowodni¢, ze 4|n.

Na pierwszy rzut oka zadanie w ogéle nie kojarzy sie z tematem. Predzej
przychodzi na my$§l zastosowanie metody indukcji matematycznej, ale patrzac na
postaé S, byloby to do$é¢ uciazliwe.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze gdy zastapimy a; przez —a;, to S nie zmieni sie
(mod 4), poniewaz cztery kolejne sktadniki tej sumy zmieniaja znak. Istotnie, je-
zeli dwa z tych wyrazen sg dodatnie, a dwa ujemne, to warto$¢ S sie nie zmienia.
Jezeli trzy wyrazenia sa tego samego znaku, to suma zmienia sie o +4, a jesli
wszystkie cztery sa tego samego znaku, to S zmienia sie o £8. Na poczatku ma-
my S =0, czyli S =0 (mod 4). Po kolei zmieniamy kazde a; na dodatnie, co nie
zmienia S (mod 4). Na koricu otrzymujemy S = n, co oznacza, ze 4|n.

1.2 Mamy 17 skarpetek zo6ltych, 15 skarpetek czerwonych i 13 niebieskich.
Ruch polega na zamianie dwoch skarpetek réznych koloréw na pare skarpetek w
trzecim kolorze. Czy mozna otrzymac:

(a) wszystkie skarpetki w jednym kolorze,
(b) po 15 skarpetek w kazdym z trzech kolorow?



Zadanie nie nalezy do najtrudniejszych, jednak dobrze pokazuje czym kiero-
wacé sie w podobnych problemach. Mamy 3 kolory skarpetek i wtasnie spojrzenie
na operacje z zadania mod 3 okazuje si¢ kluczem.

Rozwigzanie: W obu przypadkach odpowiedZ brzmi: nie. Niech ilos¢ skarpetek
z6ttych, czerwonych i niebieskich wynosi odpowiednio a,b i c. Zauwazmy, ze na
poczatku a, b, ¢ przystaja odpowiednio do 2,0 i 1 (mod 3). Niezaleznie od tego,
ktore kolory skarpetek wybierzemy, po zamianie otrzymamy a = 1,b = 2,c¢ =0
(mod 3). Zatem reszty z dzielenia liczb a, b, ¢ przez 3 zawsze tworza trzyelemen-
towy zbior {0, 1,2}, wiec otrzymanie takich ilosci skarpetek jest niemozliwe.

1.3 (BAMO 2009) Szes$¢ zab siedzi w wierzchotkach sze$ciokata foremnego,
jedna zaba w kazdym wierzcholku. Zaby moga przeskakiwa¢ nad innymi. Jezeli
zaba przeskakuje z punktu F' nad zabg znajdujaca sie w punkcie P, to laduje w
punkcie F’ takim, ze punkty F, P i F” leza na prostej w takiej wtasnie kolejnosci,
a ponadto F'P = 2F P. Czy mozliwe jest, aby pewna zaba znalazla siec w srodku
szesciokata?

Ciezko sklasyfikowa¢ powyzszy problem i wpasé na pomyst jak sie do niego
zabraé, dopoki nie sprobuje sie zastosowaé pewnych uproszczeni. Akurat w tym
zadaniu pomocne okazato sie wprowadzenie uktadu wspétrzednych i operowanie
na liczbach catkowitych.

Rozwigzanie: Bez straty ogblnosci zalézmy, ze zaby siedza w wierzchotkach sze-
$ciokata o wspohrzednych (2,0), (1,v/3), (—1,v3),(~2,0), (=1, —v/3), (1,—V/3).
Powiedzmy, ze zaba siedzi w punkcie (a, b) i chce przeskoczy¢ nad punktem (z,y).
Wspolrzedne punktu, w ktorym wyladuje wynosza (3z — 2a, 3y — 2b). Zauwazmy,
ze 3z — 2a = a (mod 3). Niezmiennikiem jest warto$¢ wspotrzednej x (mod 3).
Na poczatku wspélrzedne x byty rowne: —2,—1,1,2. Przystaja one do 1 lub 2
(mod 3), wiec nie mozliwe jest osiagniecie punktu (0, 0).

2. Stata suma, iloczyn liczb.

W zadaniach dotyczacych niezmiennikéw niezwykle czesto spotyka sie takie,
w ktorych pewne przeksztalcenie zachowuje stala sume, kombinacje liniows, ilo-
czyn badz sume kwadratow liczb. Zwykle wystarczy tylko zauwazy¢ te wiasnosé
i zadanie jest juz w duzej czesci rozwiazane, jednakze czasem zdarzaja sie inne,
mniej oczywiste, takie jak 2.5.

2.1 (a) W wierzchotku A; dwunastokata foremnego AjAs...A19 postawiono
znak (+), w pozostalych za§ wierzchotkach znak (—). Mozemy zmienia¢ znaki
na przeciwne jednoczesnie w dowolnych szedciu kolejnych wierzchotkach dwuna-
stokata. Pokazaé, ze za pomoca wielokrotnego stosowania tej operacji nie mozna
doprowadzi¢ do tego, by przywierzchotku Ay byl znak (+), a przy pozostatych
wierzchotkach znak (—).

(b) Udowodni¢ to samo twierdzenie dla operacji polegajacej na jednoczesnej zmia-
nie znakéw na przeciwne w dowolnych czterech kolejnych wierzchotkach dwuna-
stokata.



(¢) Udowodnié¢ to samo twierdzenie dla sytuacji, gdy znaki zmieniamy w trzech
kolejnych wierzchotkach.

W problemach podobnego typu, np. znaki "+" i "-" w tabelkach, zwykle do-
brym pomystem jest zastapienie ich przez liczby 1 oraz —1 i wymnazanie ich.
Oczywiscie, rownie dobrze mozna wtedy zbadaé parzystosé¢ wystapien takich zna-
kéw, ale wprowadzenie iloczynu moze okazaé si¢ sporym ultatwieniem, zwlaszcza
gdy nie sa one wybierane w oczywisty sposob.

Rozwigzanie: Zamiast znakow (+) napiszmy 1, natomiast zamiast (—) napisz-
my —1. Operacja niech polega na zamianie liczby w wierzchotku na przeciwng.
(a) Niezmiennikiem jest iloczyn liczb w wierzchotkach A, Ay, A7, A1g. Zauwaz-
my, ze po operacji zawsze zostang zmienione doktadnie dwie sposrod liczb w tych
wierzchotkach, wiec catkowity iloczyn sie nie zmieni. Na poczatku wynosit —1,
zatem po dowolnej liczbie takich zamian wsréd tych liczb znajdzie sie 1.
(b) Niezmiennikiem jest iloczyn liczb znajdujacych sie w wierzchotkach o niepa-
rzystym indeksie.
(¢) Niezmiennikiem jest iloczyn liczb w wierzchotkach Ay, As, As, Ag, As, Ag, A11, A12.

2.2 Niech a1, ao, ..., a, bedzie permutacjg liczb 1,2, ...,n. Wykazaé, ze jesli n
jest nieparzyste, to P = (a1 — 1)(a2 — 2)...(a, — n) jest parzyste.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze suma S czynnikéw P jest stata:

n

S:(a1—1)+(a2—2)+...+(an—n):Zai—Zi:(J.
i=1

=1

Zat6zmy nie wprost, ze P jest nieparzyste. Wtedy kazdy z czynnikéw P musial-
by by¢ nieparzysty, a poniewaz n jest nieparzyste, to i S musi byé¢ nieparzyste.
Sprzecznosé. Zatem P jest parzyste.

Najczestszym rodzajem zadan, w ktérych w oczywisty sposéb mamy do czy-
nienia z niezmiennikiem, sa zadania z liczbami na tablicy i procesem ich zamiany
czy usuwania. To zwlaszcza w takich zadaniach powinno sie szukaé¢ niezmienniczej
sumy badz iloczynu.

2.3 Na tablicy napisano liczby 1, 2, ..., n. Mozemy wymaza¢ dwie dowolne licz-
by a i b, a nastepnie dopisa¢ liczbe ab + a + b. Znalez¢ liczbe, ktoéra zostanie na
tablicy po n — 1 takich operacjach.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze jesli na tablicy znajduja sie liczby a1, ao, ..., ag,
dla k =1,2,...,n, to iloczyn P = Hle(ai + 1) jest staly dla kazdego k. Istotnie,
jezeli wymazemy dwie liczby x i y, to iloczyn (z + 1)(y + 1) zostanie zastapiony
przez ((zy +x +y)+ 1) = (x + 1)(y + 1). Zatem po n — 1 operacjach na tablicy
zostanie (1+1)(24+1)-----(n+1)—1=(n+1)! -1



2.4 Na tablicy znajduje sie n liczb. W jednym kroku mozna usunaé¢ dowolne
dwie liczby, a i b, a nastepnie zamiast nich napisaé¢ liczbe “+b Udowodni¢, ze
jesli na poczatku na tablicy znajdowaly sie same jedynki, to po n — 1 operacjach
zostata liczba nie mniejsza niz %

Rozwiazanie tego zadania zawiera pewien trik, ktorego jednak mozna si¢ do-
mysli¢, analizujac postaé liczby po wykonaniu operacji (potowa s$redniej arytme-
tycznej) i dzigki tezie zadania (nieréwnosc).

Rozwigzanie: Niech S; bedzie sumg odwrotnosci wszystkich liczb na tablicy po
1 — 1 operacjach. Przeksztalcaj@c rownowaznie nieréwnoéé miqdzy $rednig aryt-

metyczng i harmoniczna “+b > 1 +1, otrzymujemy = —|— > = +b Oznacza to, ze

S; > Siy1,dlai=1,2,...n—1. Zauwazmy, ze S1 =n, a liczba, ktora zostalta na
tablicy pon —1 operaCJach jest Sln Zatem S1 > S, & Sn > 511 = %

2.5 Na tablicy napisano liczby od 1 do 2008. Co sekunde mozemy wymazaé 4
liczby postaci a, b, c,a + b+ c i zastapic je liczbami a + b, b+ ¢, ¢ + a. Udowodnié,
ze operacje mozemy powtarzaé¢ nie dtuzej niz 10 minut.

Warto zauwazyé, ze najprawdopodobniej 10 min wcale nie jest najlepszym
ograniczeniem. Na rozwiagzanie tego zadania mozna wpas¢ dzieki przeanalizowa-
niu do$¢ podobnego poprzedniego zadania.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze
at+b+ct+(a+b+c)=(a+b)+(b+c)+ (c+a),
a2+ (a+b+o)l=(a+b)?+ (b+e)?+(c+a)

a wiec suma wszystkich liczb na tablicy jest stala, podobnie jak suma ich kwa-
dratow.

2008
> "k =1004 - 2009
k=1
2008 2008
2008(2008 + 1)(2 - 2008 + 1
Z 12 _ 2008(2008 + 6)( 008+ 1) _ 10042009 - 1339 — 1339 Sk
k=1

Niech n oznacza aktualng ilogé¢ liczb na tablicy, a tymi liczbami beda a1, ag, ..., ay.
Korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza otrzymujemy:

(&) <(&9) (5

n 2 n
(Z ak> <n Z a%
k=1 k=1

1004 - 2009
> """ > 1506
"=TT339 <
Zatem operacje mozemy powtarza¢ nie dtuzej niz 2008 — 1506 = 502 sekundy,

czyli mniej niz 10 minut.



2.6 (CzPolSt Z.M. 2011) Na tablicy napisano n nieujemnych liczb catkowitych,
ktorych najwiekszy wspoélny dzielnik wynosi 1. W jednym kroku mozna zmazaé
dwie liczby x,y takie,ze © —y > 0 oraz zastapi¢ je liczbami x — y, 2y. Rozstrzy-
gnadé, dla jakich poczatkowych ciaggoéw liczb catkowitych mozna doprowadzi¢ do
sytuacji, w ktorej n — 1 liczb na tablicy jest zerami.

Rozwigzanie: Wykaze, ze do takiej sytuacji mozna doprowadzié¢ wtedy i tylko
wtedy, gdy suma liczb na tablicy jest potega dwojki o wyktadniku catkowitym
nieujemnym. Zauwazmy, ze suma liczb na tablicy jest stata. Ponadto, zastapienie
x,y przez x — y,2y albo nie zmienia, albo zwieksza dwukrotnie ich NW D, po-
dobnie jak NW D wszystkich liczb. Poniewaz na poczatku NW D liczb wynosito
1, to wynika z tego, ze po dowolnej ilosci wykonanych operacji NW D liczb jest
potega dwojki, w szczegolnosci gdy na tablicy mamy n — 1 zer. Z drugiej strony
NWD(«,0,0,...,0) = «, a skoro suma liczb na tablicy jest stala, to sumowanie
sie liczb do potegi dwojki jest warunkiem koniecznym. Pokaze teraz, ze jest to
warunek wystarczajacy. W tym celu zastosuje indukcje. Zalézmy, ze w danym
momencie NW D liczb na tablicy wynosi 2%, k € N i doktadnie m liczb na tablicy
jest podzielnych przez 28!, Poniewaz suma wszystkich liczb wynosi 2V, N > k,
to ta suma jest tez podzielna przez 28+, Wynika z tego, ze suma n — m po-
zostatych liczb réwniez jest podzielna przez 28! i co za tym idzie 2|n — m, bo
2kzy + 2%mg + . 4+ 2P =orr1 (n— m)2F =gk 0, gdzie z1, 72, ..., Tp_m to
liczby nieparzyste. Mozemy wiec n — m liczb potaczyé w pary tak, by po zasto-
sowaniu operacji na kazdej z nich otrzymaé¢ n — m liczb podzielnych przez 2F+1.
Wyktadnik sie bedzie zwiekszal dopoki k < N, a wtedy otrzymamy n — 1 zer.

3. Uzyskanie malejacego ciggu liczb naturalnych.
Rozwigzania problemoéw z tej czesci opieraja si¢ na oczywistym fakcie:
Nie istnieje nieskoriczony, malejgcy cigg liczb naturalnych.

Wyciagnaé z tego mozna wniosek - jezeli po dowolnej operacji z zadania pewna
zmienna maleje i jednoczesnie jest liczbg naturalna, to procedury nie mozna wy-
konywaé¢ w nieskoniczonos¢.

3.1 (USAMO 1997) Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza i niech a € R,
0 < a < 1. Zdefiniujmy ciag (x,) nastepujaco: xo = a oraz dlan > 1

0 gdy -1 =0,
In = Pn
{m} gdy zn—1 # 0,

gdzie {x} = z — |x|. Znalez¢ wszystkie wartosci a, dla ktorych wyrazy ciagu
(z5,) sa od pewnego miejsca rowne 0.



Rozwigzanie: Zauwazmy, ze x € R\ Q < {z} € R\ Q. Ponadto, jezeli dla pew-
nego naturalnego k, x; jest niewymierne, to p’;—:l rowniez jest niewymierne, jak i
{%} = Zpy1. Zatem jesli a jest niewymierne, to wszystkie wyrazy ciagu (z,,)
sa niewymierne, czyli w szczegblnosci rézne od 0. Niech teraz a bedzie liczba wy-

mierng, a = xg = % dla pewnych catkowitych my, mg, przy czym 0 < m; < mg.

Zauwazmy, ze T1 = {%} = {%} = an?v gdzie 0 < mg = p1mo mod m; < my.
Kontynuujac ten proces otrzymujemy ciag liczb mg, my, mo, ..., ktéry jest Scisle
malejacy dopoki pewien z wyrazéw nie jest réwny 0. Jednakze jest on ciggiem
liczb naturalnych, wiec w koricu ktorys z jego wyrazéw wyniesie 0, a co za tym

idzie, wyrazy ciagu (x,) od pewnego miejsca sa rowne 0.

Warto takze zwrdcié uwage na to, ze ciag (p,) mogtby rownie dobrze by¢ do-
wolnym ciggiem liczb naturalnych.

3.2 (IMO 1986) Kazdemu wierzcholkowi pieciokata foremnego przyporzadko-
wano liczbe catkowita tak, ze suma tych pieciu liczb jest dodatnia. Jezeli trzem
kolejnym wierzchotkom przyporzadkowano odpowiednio liczby x,y, z, a ponadto
y < 0, to dozwolona jest nastepujaca operacja: x,y, z zastepujemy odpowiednio
liczbami x 4+ y, —y, z + y. Procedura jest powtarzana dopoki choé¢ jedna z liczb
jest ujemna. Ustal, czy ten proces skoriczy sie on po skoriczonej liczbie operacji.

Rozwigzanie: Niech liczbami w kolejnych wierzchotkach beda odpowiednio:
ag, a1, a2, as,aq. Nie trudno sie przekonaé, ze suma T liczb w wierzchotkach nie
zmienia sie po zastosowaniu operacji.

Sposdb 1. Wprowadzmy funkcje:

4 | J

E Af4q

k=0

)

4
S(ag,a1,a2,a3,a4) = E
=0 j—=0

gdzie indeksy rozpatrujemy mod 5. Bez straty ogoélnosci zatézmy, ze a1 < 0 i
poréwnajmy x1 = S(ag,a1,a2,a3,a4) z v2 = S(ag + a1, —ay, a2 + ai,as,ayq) -
wartosci funkeji S po wykonaniu operacji. Jak tatwo zauwazy¢ (po rozpisaniu
funkcji S) 21 —x2 = |T'—a1| — [T+ a1| > 0, bo a; < 0, T > 0. Powtarzajac
operacje z zadania, tworzymy Scisle malejacy ciag liczb naturalnych xq, o, .. .,
wiec operacji nie mozemy powtarza¢ w nieskoriczonoscé.

Sposdb 2. Wprowadzmy funkcje:

5

fag, a1, a2, a3,a4) =Y _(a; — aiy2)*.

i=1

Indeksy rozpatrujemy mod 5. Bez straty ogblnosci zatézmy, ze b = a3 < 0. Wtedy
f(ao,a1,a2 + ag, —as, a4 + a3) — f(ag,a1,a2,a3,a4) = 2a3T < 0. Doszlismy do
sytuacji analogicznej jak w sposobie 1, zatem operacji nie mozna powtarza¢ w
nieskoniczonosé.



3.3 (53.0M) Na tablicy sa napisane trzy nieujemne liczby catkowite. Wybie-
ramy z tej trojki dwie liczby k,m i zastepujemy je liczbami k + m i |k — m)|,
a trzecia liczba pozostaje bez zmiany. Z otrzymana tréjka postepujemy tak sa-
mo. Rozstrzygnaé, czy z kazdej poczatkowej trojki liczb catkowitych nieujemnych,
kontynuujac to postepowanie, mozna otrzymaé trojke, w ktorej co najmniej dwie
liczby sa zerami.

Rozwigzanie: Kazda trojke liczb catkowitych nieujemnych mozna przedstawié
w postaci (2Pa, 29b, 2" c), gdzie p, q,r sa liczbami calkowitymi nieujemnymi, zas kaz-
da z liczb a, b, ¢ jest nieparzysta lub rowna 0. Waga trojki (2Pa, 27, 2" ¢) nazwiemy
wielkosé a + b + c¢. Wykazemy, ze z kazdej trojki liczb catkowitych nieujemnych
o co najmniej dwoch liczbach niezerowych, wykonujac operacje opisane w tresci
zadania, da sie uzyskaé tréjke o mniejszej wadze. Tym samym udowodnimy, ze za-
wsze mozna otrzymac trojke, w ktérej co najmniej dwie liczby sa zerami. Zaldézmy
wiec, ze w trojce (2Pa, 27, 2"¢) co najmniej dwie liczby sa rézne od 0. Bez straty
ogolnosci przyjmijmy, ze b, ¢ # 0 oraz q < r. Wykonujac 2(r — ¢)-krotnie opera-
cje (k,l,m) — (k+ 1, |k — 1], m) przeprowadzamy trojke (2Pa,29b,2"c) na trojke
(2PF74q, 27h, 2" c), ktora nastepnie przeksztalcamy na (207" 4a, 2" |b—c|, 2" (b+c)).
Liczby b i ¢ sa nieparzyste, wiec waga ostatniej tréjki nie przekracza

1 1
a+§|b—c| + §(b—|—c) = a + max(b, ¢),

co jest mniejsze od a + b+ ¢, czyli od wagi trojki (2Pa, 29b,2"¢).

4. Zdefiniowanie pomocniczej funkcji.

Metoda ponizej zaprezentowana jest szeroko stosowana nie tylko w zadaniach
z niezmiennikéw. Dla kazdego uktadu liczb bedziemy probowaé znalezé funkcje
od nich zalezna - odgadnaé¢ ja po wyrdznieniu jej wlasnosci. Pomimo skompli-
kowanych wzoréw dobrym przyktadem bedzie zadanie 3.2. Jak znalezé funkcje
potrzebng do rozwiazania tego problemu? Mozemy zauwazy¢ jej kilka wtasciwo-
Sci:

e powinna przyjmowaé wartoéci dodatnie, wiec moze by¢ nig kwadrat, wartosé
bezwzgledna lub sumy takich wyrazen,

e najprawdopodobniej jest wielomianem,

e powinna by¢ symetryczna wzgledem zmiennych, a przynajmniej cykliczna
(punkty znajduja sie¢ w wierzchotkach wielokata),

e wiedzac, ze suma liczb jest stata, nie nalezy szukaé funkcji wsrod duzych
poteg liczb,

e zakladajac, ze funkcja jest cykliczna, mozna prébowaé¢ pominaé cze$é¢ wyra-
zO6w, ktore nie zmieniajg sie po operacji.

W ogo6lnosci zwykle funkcje te sa wielomianami, najczes$ciej kombinacjami li-
niowymi liczb.



4.1 Koto podzielono na 6 wycinkéw, a nastepnie kazdemu wycinkowi przypo-
rzadkowano liczby, odpowiednio (zgodnie z ruchem wskazowek zegara) 1,0, 1,0, 0, 0.
Mozemy powiekszy¢ dwie sgsiadujace liczby o 1. Czy jest mozliwe doprowadzenie
do sytuacji, gdy wszystkie liczby beda sobie rowne?

Rozwigzanie: Niech x1, 9, ..., z¢ beda kolejnymi liczbami przyporzadkowany-
mi wycinkom. Rozpatrzmy kombinacje liniowa ajx1 + aoxo + ... + agxg. Spro-
bujmy znalezé takie wspotezynniki, dla ktérych jest ona stala. Po zastosowaniu
operacji widzimy, ze o = —ayyq dla ¢ = 1,2,...,6, ay = «a1. Tym samym
I =21 —x9+ x3 — x4+ x5 — 6 jest niezmiennikiem. Na poczatku I = 2, a wiec
doprowacenie do sytuacji, gdy wszystkie liczby beda sobie réwne nie jest mozliwe,
gdyz wtedy bytoby I = 0.

4.2 Na niektorych polach nieskoniczonego (w obu kierunkach), wyszczegol-
nionego wiersza szachownicy leza kamienie (jest ich skoniczona ilos¢). Jezeli na
pewnym polu znajduja sie przynajmniej dwa kamienie, mozna wzia¢ dwa takie,
a nastepnie po jednym przetozyé na pole je poprzedzajace i nastepujace zaraz po
nim. Czy mozliwe jest powrdcenie do takiego samego utozenia po skoriczonej ilosci
ruchow?

Rozwigzanie: Wszystkie pola leza w jednym wierszu, mozemy zatem przypo-
rzadkowaé im kolejne liczby catkowite (tak, by sasiadujacym polom odpowiadaty
liczby rézne o jeden). Przez n; oznaczmy numer pola, na ktorym lezy i-ty kamien.
Niech X =), n? Rozwazmy, co dzieje sie z X za kazdym razem, gdy wykonu-
jemy ruch. Najpierw, gdy usuwamy dwa kamienie z pola o numerze ¢, X maleje
o 2t2. Nastepnie kladziemy kamienie na sasiadujacych z nim polach o numerach
t—1it+1: X roénie o (t—1)2+(t+1)? = 2t2+2. Zatem kazdy ruch powoduje, ze
X wrzrasta, wiec nie mozemy doprowadzié¢ do takiego samego ustawienia z jakim
zaczelismy.

4.3 (Baltic Way 2002) Z ciagu (a, b, ¢, d) liczb catkowitych mozemy uzyskaé¢ w
jednym kroku jeden z ciagdw:

(¢,d,a,b), (ba,d,c), (a+mnc,b+nd, c,d), (a+nb,b,c+nd,d)

dla dowolnej liczby catkowitej n, przy czym liczba n moze by¢ w kazdym kroku
inna. Rozstrzygnaé, czy przy pomocy pewnej liczby krokéw mozna otrzymaé ciag
(3,4,5,7) z ciagu (1,2,3,4).

Rozwigzanie: Ciagowi (a, b, ¢, d) przypisujemy liczbe f = f(a,b,c,d) = |ad —
bc|. Zauwazmy, ze f nie zmienia sie podczas wykonywania zadnej z operacji z za-
dania. f(1,2,3,4) =2, a f(3,4,5,7) = 1, wigc za pomoca przeksztalceri opisanych
w zadaniu nie mozna otrzymaé takiego ciagu.



5. Niezmienniki ciagéw i przeksztalcen funkcji.

5.1 W ciagu 1,0,1,0,1,0, 3, ... kazdy wyraz, poczawszy od sibdmego, jest réw-
ny ostatniej cyfrze liczby, bedacej suma szesciu poprzednich wyrazéw. Udowodnié,
ze w tym ciggu nie moze wystapi¢ nastepujacy blok liczb: 0,1,0,1,0, 1.

Rozwigzanie: Niech (z,,) bedzie ciggiem opisanym w zadaniu. Sprobujemy zna-
lez¢ niezmiennik mod 10 zalezny od szesciu kolejnych wyrazéw ciagu. Powinno
wiec zachodzié¢:

ax; +bxriy1 + cxiyo + driy3 + exipq + fros = awip1 + brigo + cwip3+

dxirs +exirs + f(ZL'Z + Zi41 + Tig2 + Tip3 + Tigpa + .CC7;+5) (mod 10),

dla kazdego i € Z4 i pewnych a,b,c,d, e, f € Z. Rownowaznie:
zi(f—a)+xipa(f+a—0b)+zipa(f+b—c)+xips(f+c—d)+

Tipa(f+d—e€)+xi45¢e =0 (mod 10).

Oznacza to, ze wszystkie wspotczynniki przy wyrazach ciagu (z,) musza przy-
stawa¢ do 0 (mod 10). Dostajemy uktad rownan. Pamietajac, ze wszystkie licz-
by nie moga naraz by¢ réwne 0 oraz, ze b5a = 0 (mod 10) otrzymujemy, ze
a=2b=4,c=6,d=8,e=01i f=2 (mod 10).

2.1+4-046-1+8-0+0-1+2-0=8 (mod 10), ale

2.0+4-146-04+8-14+0:-0+2-1=4 (mod 10),
wiec taki blok liczb nie wystapi.

5.2 Czy jest mozliwe przeksztalcenie funkcji f(x) = 22 + 4x + 3 w funkcje
g(z) = 2% + 102 + 9 za pomoca ciggu przeksztalcen postaci f(x) +— fo(% +1)
lub f(2) = (z — 12 ()7

Rozwigzanie: Rozwazmy funkcje kwadratows f(x) = az?4bx+c. Jej wyrdznik
jest rowny b? — 4ac. Pierwsze przeksztalcenie zamienia f(x) w (a+b+c)x® + (b+
2a)r + a z wyréznikiem rownym (b + 2a)? — 4(a + b+ ¢)a = b* — 4ac, natomiast
drugie zamienia f(z) w cx? + (b — 2¢)x + (a — b+ ¢), gdzie A = b? — 4ac. Zatem
niezmiennikiem jest wyréznik trojmianu kwadratowego. Jednakze 22 + 4z + 3 ma
wyroznik rowny 4, a x? + 10z + 9 rowny 64, wicc takie przeksztalcenie nie jest
mozliwe.
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