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1 Wstęp

Istnieje wiele problemów związanych z kolorowaniem płaszczyzny. Obok słynnego
problemu czterech kolorów (czy każdą mapę można pokolorować czteroma kolorami
tak, aby dwa sąsiednie państwa były różnych kolorów), najbardziej znany wydaje
się problem sformułowany przez Hadwigera i Nelsona [1].

Problem 1.1 (Hadwiger-Nelson). Jaka jest najmniejsza liczba kolorów potrzebnych
do tego, by pokolorować płaszczyznę w ten sposób, że dowolne dwa punkty, których
odległość wynosi 1 nie mają tego samego koloru.

Odpowiedź na to pytanie nie jest znana! Wiadomo, że jest nią liczba ze zbioru
{4, 5, 6, 7}.

Oczywiście, my też nie podamy tu odpowiedzi na ten problem. Zajmiemy się
jednak problemem tematycznie podobnym. Zainspirowaliśmy się przy tym zadaniem
numer 4 z II stopnia Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistów w roku szkolnym
2012/13. Przypomnimy najpierw jego treść.

Zadanie 1.2. Każdy punkt płaszczyzny należy pomalować na pewien kolor w taki
sposób, aby każda prosta była jednokolorowa lub dwukolorowa. Jaka jest największa
możliwa liczba kolorów, których można użyć do pomalowania punktów tej płaszczy-
zny? Odpowiedź uzasadnij.

To zadanie otwiera drogę do wielu możliwych uogólnień. Wspomnimy tu tylko o
trzech możliwościach:

a) malowanie przestrzeni wyżej wymiarowej;

b) dopuszczenie większej liczby kolorów na każdej prostej;

c) rozważenie tego problemu na innych rodzajach płaszczyzn.

Nas najbardziej będzie interesowało powiązanie problemów b) i c). Wspomnimy
zatem tylko krótko o rozwiązaniu problemu a), które dla przestrzeni trójwymiaro-
wej wygląda następująco. Można użyć czterech kolorów. Mianowicie: calą przestrzeń
za wyjątkiem jednej płaszczyzny kolorujemy pierwszym kolorem. Do pokolorowania
„bezbarwnej” płaszczyzny używamy drugiej barwy, z tym, że pozostawiamy jedną
prostą zawartą w tej płaszczyźnie bez koloru. Tą prostą następnie, poza jednym
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punktem malujemy z użyciem trzeciego koloru i wreszcie do pomalowania pozosta-
łego punktu używamy czwartego koloru. Ten schemat łatwo można powtórzyć w
przestrzeni o wymiarze n, którą można pomalować na n+ 1 kolorów tak, aby każda
prosta w tej przestrzeni miała punkty w co najwyżej dwóch kolorach.

2 Zadanie 1.2 z większą liczbą kolorów

Pokażemy tu nieco zaskakujące rozwiązanie następującej modyfikacji zadania 1.2.

Zadanie 2.1. Każdy punkt płaszczyzny należy pomalować na pewien kolor w taki
sposób, aby każda prosta była co najwyżej trójkolorowa. Jaka jest największa moż-
liwa liczba kolorów, których można użyć do pomalowania punktów tej płaszczyzny?
Odpowiedź uzasadnij.

Okazuje się, że w tej sytuacji można użyć nieskończenie wielu kolorów! Uzasad-
nienie tego faktu jest niezwykle proste. Otóż rozważmy dowolną gładką krzywą C
stopnia 2 (na przykład okrąg). Każda prosta ma z C co najwyżej dwa różne punkty
wspólne. Kolorując zatem płaszczyznę bez krzywej C na jeden kolor i każdy punkt
krzywej C na inny kolor, użyjemy nieskończenie wielu kolorów, a jednocześnie speł-
niony będzie warunek zadania: na każdej prostej, poza punktami w kolorze tła, będą
co najwyżej dwa punkty w innym kolorze.

W tej sytuacji nasuwa się następujące uogólnienie:

Zadanie 2.2. Każdy punkt płaszczyzny należy pomalować na pewien kolor w taki
sposób, aby każda krzywa stopnia d zawierała punkty w co najwyżej m kolorach.
Jaka jest największa możliwa liczba kolorów, których można użyć do pomalowania
punktów tej płaszczyzny? Odpowiedź uzasadnij.

Tym problemem zamierzamy się zająć w osobnej pracy.

3 Zadanie 1.2 na płaszczyźnie skończonej

Nasze rozważania będziemy prowadzić na płaszczyźnie, która składa się ze skoń-
czonej liczby punktów. Od czasów Kartezjusza (1596-1650) wiadomo, że punkty
na płaszczyźnie odpowiadają parom liczb (układ współrzędnych). Zwykła płaszczy-
zna euklidesowa zawiera nieskończenie wiele punktów, bo jest nieskończenie wiele
liczb rzeczywistych. Punkty na płaszczyźnie skończonej muszą mieć współrzędne
w skończonym zbiorze liczb, w którym można zdefiniować dodawanie i mnożenie.
Rozpatrzymy tutaj przykład takiego zbioru. Będzie to zbiór reszt z dzielenia liczb
całkowitych przez 5, czyli zbiór

F5 := {0, 1, 2, 3, 4} .

Uwaga 3.1. Wybór liczby 5 ma tu pewne znaczenie praktyczne. Płaszczyzna, którą
określimy ma dość dużo punktów, by prowadzić w niej ciekawe rozważania geome-
tryczne i dość mało, by sporządzać obrazujące je rysunki. Zainteresowanego Czy-
telnika zachęcamy do powtórzenia naszych rozważań dla liczby 7. Zaawansowany
Czytelnik, powinien być w stanie powtórzyć je dla dowolnej liczby pierwszej.
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W zbiorze F5 wprowadzamy działania dodawania (odejmowania) i mnożenia
(dzielenia) następująco. Rozpoczniemy od tabelki określającej dodawanie.

a\b 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

Tabela 1: dodawanie a+ b
Zauważmy, że suma liczb a i b jest określona jako reszta z dzielenia przez 5 ich sumy
w zbiorze liczb całkowitych. Na przykład

1 + 4 = 1 · 5 + 0,

3 + 4 = 1 · 5 + 2

i ogólnie
a+ b = k · 5 + r,

gdzie r ∈ F5. Dlatego 1 + 4 = 0, 3 + 4 = 2 i a+ b = r w naszym zbiorze F5.
Podobnie definiujemy odejmowanie

a\b 0 1 2 3 4

0 0 4 4 4 1

1 1 0 4 3 2

2 2 1 0 4 3

3 3 2 1 0 4

4 4 3 2 1 0

Tabela 2: odejmowanie a− b
Różnica liczb a i b jest zatem określona jako reszta z dzielenia przez 5 ich różnicy w
zbiorze liczb całkowitych. Na przykład

4− 2 = 0 · 5 + 2,

2− 4 = (−1) · 5 + 3

i ogólnie
a− b = k · 5 + r,

gdzie r ∈ F5.
Analogicznie wprowadzamy mnożenie

a\b 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1
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Tabela 3: mnożenie a · b
Iloczyn liczb a i b jest określony jako reszta z dzielenia przez 5 ich iloczynu w zbiorze
liczb całkowitych. Na przykład

2 · 4 = 1 · 5 + 3,

3 · 4 = 2 · 5 + 2

i ogólnie
a · b = k · 5 + r,

gdzie r ∈ F5.
Również dzielenie można opisać za pomocą tabelki. Ale nie można go odnieść do
reszty z dzielenia przez 5 ilorazu liczb całkowitych, gdyż iloraz liczb całkowitych z
reguły nie jest liczbą całkowitą. Z tego względu wygodnie jest sprowadzić dzielenie
do mnożenia i wyliczyć tylko odwrotności liczb różnych od zera w zbiorze F5. Inaczej
mówiąc, zapisujemy

a

b
=

1
b
· a.

Odwrotność danej liczby b jest rozwiązaniem równania

b · x = 1,

a to rozwiązanie łatwo jest odczytać z Tabeli 3. Istotnie, mamy

2 · 3 = 1 oraz 4 · 4 = 1.

Zatem dzielenie przez 2 odpowiada mnożeniu przez 3 (a dzielenie przez 3 – mnożeniu
przez 2) oraz dzielenie przez 4 odpowiada mnożeniu przez 4 (bo 4 gra w F5 rolę −1).
Dzielenie przez 1 działa jak w liczbach całkowitych, a przez 0 nawet w F5 dzielić nie
wolno.
Przykładowo mamy:

3 : 4 = 3 · 1
4

= 3 · 4 = 2 · 5 + 2,

4 : 3 = 4 · 1
3

= 4 · 2 = 1 · 5 + 3.

W tym miejscu zachęcamy czytelnika do wykonania (oczywiście w F5) działania

2 + 4 · 3
3− 23

− 1.

Wracając do geometrii, określamy płaszczyznę A = F5 × F5 jako zbiór par liczb
(a, b), gdzie a i b są resztami z dzielenia przez 5, czyli a, b ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Naszą
płaszczyznę możemy zatem schematycznie przedstawić następująco

0 1 2 3 4
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4



5

Odpowiedź na oryginalny problem w zadaniu 1.2 pozostaje w przypadku płaszczyzny
A bez zmian. Przypomnimy tu to rozwiązanie.

Rozwiązanie zadania 1.2. Rozwiązanie uogólnionego problemu a) we wstępie poka-
zuje, że można użyć trzech kolorów, tak aby każda prosta na płaszczyźnie A zawie-
rała punkty w co najwyżej dwóch kolorach. Pozostaje pokazać, że nie można użyć
czterech kolorów. Przypuśćmy, że zostały użyte cztery kolory K1,K2,K3 i K4. Niech
P,Q,R, S będą punktami pomalowanymi na te kolory. Żadne trzy z tych punktów
nie są współliniowe, bo prosta je zawierająca nie spełniałaby warunków zadania.
Zatem można z nich utworzyć trzy różne pary prostych: PQ, RS i PR, QS oraz
PS, QR. Co najmniej jedna z tych par prostych się przecina. Załóżmy, że jest to
para PQ i RS. Wtedy punkt przecięcia X musiałby z jednej strony mieć kolor K1
lub K2, a z drugiej K3 lub K4. Ta sprzeczność pokazuje, że nie można użyć czterech
kolorów.

Zmodyfikowany problem postawiony w zadaniu 2.1 wymaga innej odpowiedzi niż
w przypadku płaszczyzny euklidesowej, gdyż liczba punktów na całej płaszczyźnie
A jest skończona i wynosi 25. Nietrudno zauważyć, że nie można użyć dwudziestu
pięciu kolorów (czyli pomalować każdy punkt płaszczyzny na inny kolor), bo wtedy
każda prosta zawierałaby punkty w aż pięciu różnych kolorach. Ilu kolorów zatem
można użyć?

3.1 Szacowanie górne liczby kolorów

Zaczniemy od prostego poprawienia oszacowania górnego na liczbę kolorów możli-
wych do użycia.

Lemat 3.2. Nie można pokolorować płaszczyzny A = F5×F5 z użyciem co najmniej
16 kolorów tak, aby każda prosta na tej płaszczyźnie zawierała punkty w co najwyżej
trzech kolorach.

Dowód. Zastosujemy zasadę szufladkową Dirichleta. Oczywiście wystarczy wykazać,
że nie można spełnić warunków zadania 2.1 z użyciem 16 kolorów. Przypuśćmy, że
takie kolorowanie istnieje. Oznacza to, że 16 różnych punktów płaszczyzny A zostało
pomalowanych na 16 różnych kolorów. Rozważmy dowolny kierunek prostych, na
przykład prostych pionowych o równaniach x = const, gdzie const ∈ F5. Prostych w
kierunku jest 5. Z zasady szufladkowej wynika, że co najmniej jedna z nich zawiera
4 spośród 16 wyróżnionych punktów. A to oznacza, że warunki zadania 2.1 nie są
spełnione.

Następnego lematu użyjemy za chwilę do poprawy tego oszacowania.

Lemat 3.3. Jeśli płaszczyzna A została pomalowana w sposób spełniający warunki
zadania 2.1 i można na niej wskazać trzy proste równoległe zawierające punkty w
trzech różnych kolorach, przy czym punkty nie powtarzają się między prostymi, to do
pomalowania użyto 9 kolorów.

Dowód. Niech X będzie dowolnym punktem nie leżącym na którejś z trzech wyróż-
nionych prostych. Wówczas prosta przechodząca przez X i nierównoległa do danych
prostych, przecina każdą z wyróżnionych prostych. Czyli zawiera punkty w trzech
różnych kolorach (bo kolory na prostych się nie powtarzają). Zatem X musi być
pomalowany na jeden z tych kolorów.
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Lemat 3.4. Nie można pokolorować płaszczyzny A = F5×F5 z użyciem co najmniej
13 kolorów tak, aby każda prosta na tej płaszczyźnie zawierała punkty w co najwyżej
trzech kolorach.

Dowód. Podobnie jak w przypadku Lematu 3.2 skorzystamy z zasady szufladkowej.
Przypuśćmy, że istnieje kolorowanie płaszczyzny A spełniające warunki zadania 2.1
13 kolorami. Rozpatrzmy dowolny kierunek prostych, na przykład proste pionowe.
Z faktu, że każda prosta zawiera punkty w co najwyżej trzech kolorach i z zasady
szufladkowej, wynika, że trzy proste z kierunku zawierają punkty w trzech różnych
kolorach (kolory na tych prostych się nie powtarzają). Ale wtedy dostajemy sprzecz-
ność z Lematem 3.3.

3.2 Szacowanie dolne liczby kolorów

W celu podania oszacowania dolnego skorzystamy z idei rozwiązania zadania 2.1 na
płaszczyźnie euklidesowej. W tym celu musimy rozważyć krzywe stopnia 2 zadane
na skończonej płaszczyźnie A. Każda taka krzywa opisana jest równaniem kwadra-
towym

a · x2 + b · y2 + c · xy + d · x+ e · y + f = 0, (1)

gdzie a, b, c, d, e, f ∈ F5 i równanie jest kwadratowe, to znaczy przynajmniej jeden
ze współczynników a, b lub c jest różny od zera. Dodatkowo interesują nas krzywe
stopnia 2, które nie zawierają prostej. To znaczy nie interesuje nas np. równanie
xy = 0, gdyż jego zbiór rozwiązań składa sie z osi x i osi y. Okazuje się [2], że jeśli
zbiór rozwiązań równania (1) nie zawiera prostej, to zawiera co najwyżej 6 punktów
(ogólnie na płaszczyźnie Fp ×Fp tych punktów jest co najwyżej p+ 1). Przykładem
rownania, które ma dokładnie 6 rozwiązań jest

x2 + y2 + xy + 1 = 0.

Rysunek poniżej obrazuje te rozwiązania graficznie.
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Rysunek poniżej obrazuje zatem sposób pomalowania płaszczyzny F5×F5 na siedem
kolorów (w tym biały i czarny), tak aby na każdej prostej były punkty co najwyżej
trzech kolorów.
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Przypuszczamy, że to rozwiązanie jest optymalne, to znaczy, że nie można użyć
ośmiu lub więcej kolorów. Niestety, nie potrafimy tego na razie udowodnić. Napisa-
liśmy program komputerowy sprawdzający wszystkie możliwe kolorowania, ale czas
potrzebny do wykonania programu jest rzędu 87 dni. Pozostaje zatem liczyć na
tradycyjny dowód. Nasze dotychczasowe rozważania podsumujemy w następującym
twierdzeniu.

Twierdzenie 3.5. Istnieje kolorowanie płaszczyzny A spełniające warunki zadania
2.1 siedmioma kolorami. Maksymalna liczba kolorów możliwych do użycia jest nie
większa od 12.
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