Kolorowanie plaszczyzny

Wojciech Niewiara, Piotr Sikorski, Michat Stach, Tobiasz Szemberg

1 marca 2015

1 Wstep

Istnieje wiele probleméw zwiazanych z kolorowaniem ptaszczyzny. Obok stynnego
problemu czterech koloréw (czy kazda mape mozna pokolorowaé czteroma kolorami
tak, aby dwa sasiednie panstwa byly réznych koloréw), najbardziej znany wydaje
si¢ problem sformulowany przez Hadwigera i Nelsona [1].

Problem 1.1 (Hadwiger-Nelson). Jaka jest najmniejsza liczba koloréw potrzebnych
do tego, by pokolorowad plaszczyzne w ten sposob, ze dowolne dwa punkty, ktorych
odlegtosé wynosi 1 nie majg tego samego koloru.

Odpowiedz na to pytanie nie jest znana! Wiadomo, ze jest nig liczba ze zbioru
{4,5,6,7}.

Oczywiscie, my tez nie podamy tu odpowiedzi na ten problem. Zajmiemy si¢
jednak problemem tematycznie podobnym. Zainspirowaliémy sie przy tym zadaniem
numer 4 z II stopnia Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow w roku szkolnym
2012/13. Przypomnimy najpierw jego tres¢.

Zadanie 1.2. Kazdy punkt plaszczyzny nalezy pomalowaé na pewien kolor w taki
sposéb, aby kazda prosta byla jednokolorowa lub dwukolorowa. Jaka jest najwieksza
mozliwa liczba koloréw, ktorych mozna uzyé do pomalowania punktow tej plaszczy-
zny? Odpowied? uzasadnij.

To zadanie otwiera droge do wielu mozliwych uogélnien. Wspomnimy tu tylko o
trzech mozliwosciach:

a) malowanie przestrzeni wyzej wymiarowej;
b) dopuszczenie wigkszej liczby koloréw na kazdej prostej;

¢) rozwazenie tego problemu na innych rodzajach plaszczyzn.

Nas najbardziej bedzie interesowalo powiazanie probleméw b) i ¢). Wspomnimy
zatem tylko krétko o rozwiazaniu problemu a), ktére dla przestrzeni tréjwymiaro-
wej wyglada nastepujaco. Mozna uzy¢ czterech kolorow. Mianowicie: calg przestrzen
za wyjatkiem jednej plaszczyzny kolorujemy pierwszym kolorem. Do pokolorowania
,bezbarwnej” plaszczyzny uzywamy drugiej barwy, z tym, ze pozostawiamy jedna
prosta zawartg w tej plaszczyznie bez koloru. Ta prosta nastepnie, poza jednym



punktem malujemy z uzyciem trzeciego koloru i wreszcie do pomalowania pozosta-
tego punktu uzywamy czwartego koloru. Ten schemat tatwo mozna powtérzy¢ w
przestrzeni o wymiarze n, ktérag mozna pomalowaé na n + 1 koloréw tak, aby kazda
prosta w tej przestrzeni miata punkty w co najwyzej dwéch kolorach.

2 Zadanie 1.2 z wieksza liczbg koloréw

Pokazemy tu nieco zaskakujace rozwiagzanie nastepujacej modyfikacji zadania 1.2.

Zadanie 2.1. Kazdy punkt plaszczyzny nalezy pomalowaé na pewien kolor w taki
sposob, aby kaida prosta byla co najwyziej tréjkolorowa. Jaka jest najwicksza moz-
liwa liczba kolorow, ktérych mozina uiyé do pomalowania punktéow tej plaszczyzny?
Odpowied? uzasadnij.

Okazuje sig, ze w tej sytuacji mozna uzy¢ nieskonczenie wielu koloréw! Uzasad-
nienie tego faktu jest niezwykle proste. Ot6z rozwazmy dowolng gtadka krzywa C
stopnia 2 (na przyklad okrag). Kazda prosta ma z C co najwyzej dwa rézne punkty
wspolne. Kolorujac zatem plaszczyzne bez krzywej C na jeden kolor i kazdy punkt
krzywej C na inny kolor, uzyjemy nieskonczenie wielu koloréw, a jednoczeénie spel-
niony bedzie warunek zadania: na kazdej prostej, poza punktami w kolorze tta, beda
co najwyzej dwa punkty w innym kolorze.

W tej sytuacji nasuwa sie nastepujace uogolnienie:

Zadanie 2.2. Kazdy punkt plaszczyzny nalezy pomalowaé na pewien kolor w taki
sposéb, aby kazda krzywa stopnia d zawierala punkty w co majwyzej m kolorach.
Jaka jest najwieksza mozliwa liczba kolorow, ktorych mozina uzyé do pomalowania
punktow tej plaszczyzny? OdpowiedZ uzasadnij.

Tym problemem zamierzamy sie zaja¢ w osobnej pracy.

3 Zadanie 1.2 na plaszczyznie skonczonej

Nasze rozwazania bedziemy prowadzi¢ na plaszczyznie, ktéra sktada sie ze skon-
czonej liczby punktéw. Od czaséw Kartezjusza (1596-1650) wiadomo, ze punkty
na plaszczyZnie odpowiadaja parom liczb (uklad wspélrzednych). Zwykla plaszczy-
zna euklidesowa zawiera nieskonczenie wiele punktéw, bo jest nieskonczenie wiele
liczb rzeczywistych. Punkty na plaszczyznie skonczonej musza mieé¢ wspotrzedne
w skonczonym zbiorze liczb, w ktéorym mozna zdefiniowaé¢ dodawanie i mnozenie.
Rozpatrzymy tutaj przyklad takiego zbioru. Bedzie to zbidr reszt z dzielenia liczb
catkowitych przez 5, czyli zbior

Fs :={0,1,2,3,4} .

Uwaga 3.1. Wyb6ér liczby 5 ma tu pewne znaczenie praktyczne. Plaszczyzna, ktéra
okreslimy ma dos¢ duzo punktow, by prowadzi¢ w niej ciekawe rozwazania geome-
tryczne i dos¢ malo, by sporzadzaé obrazujace je rysunki. Zainteresowanego Czy-
telnika zachecamy do powtdrzenia naszych rozwazan dla liczby 7. Zaawansowany
Czytelnik, powinien by¢ w stanie powtérzy¢ je dla dowolnej liczby pierwsze;j.



W zbiorze F5 wprowadzamy dzialania dodawania (odejmowania) i mnozenia
(dzielenia) nastepujaco. Rozpoczniemy od tabelki okreslajacej dodawanie.

a\b|0 1 2 3 4
0012 34
1112340
2 12 3401
313401 2
41401 2 3

Tabela 1: dodawanie a + b
Zauwazmy, ze suma liczb a i b jest okreslona jako reszta z dzielenia przez 5 ich sumy
w zbiorze liczb catkowitych. Na przyktad

1+4=1-5+0,

3+44=1-54+2
i ogélnie
a+b=k-5+r,

gdzie r € F5. Dlatego 1+4=0,34+4=21ia+ b=r w naszym zbiorze Fs.
Podobnie definiujemy odejmowanie

a\b|0 1 2 3 4
00 4 4 41
1 /10432
2 12104 3
313210 4
4143210

Tabela 2: odejmowanie a — b
Réznica liczb a i b jest zatem okreslona jako reszta z dzielenia przez 5 ich réznicy w
zbiorze liczb catkowitych. Na przyktad

4-2=0-5+2,

9 4=(-1)-5+3

i ogdlnie
a—b=k-5+r,

gdzie r € Fs.

Analogicznie wprowadzamy mnozenie

a\b|0 1 2 3 4

0|0 00 0O
1 /01 2 3 4
2 10 2 4 1 3
310 3 1 4 2
4 10 4 3 2 1




Tabela 3: mnozenie a - b
Iloczyn liczb a i b jest okreslony jako reszta z dzielenia przez 5 ich iloczynu w zbiorze
liczb catkowitych. Na przyktad

2-4=1-5+3,

3-4=2-5+2
i ogélnie

a-b=k-5+r,
gdzie r € Fs.

Réwniez dzielenie mozna opisaé¢ za pomoca tabelki. Ale nie mozna go odnie$é¢ do
reszty z dzielenia przez 5 ilorazu liczb catkowitych, gdyz iloraz liczb catkowitych z
reguly nie jest liczba caltkowita. Z tego wzgledu wygodnie jest sprowadzi¢ dzielenie
do mnozenia i wyliczy¢ tylko odwrotnosci liczb réznych od zera w zbiorze Fs. Inaczej

mowiac, zapisujemy
a 1
- =—-a.

b b
Odwrotnosé danej liczby b jest rozwigzaniem réwnania

b-x=1,
a to rozwiazanie tatwo jest odczyta¢ z Tabeli 3. Istotnie, mamy
2:3=1 oraz 4-4=1.

Zatem dzielenie przez 2 odpowiada mnozeniu przez 3 (a dzielenie przez 3 — mnozeniu
przez 2) oraz dzielenie przez 4 odpowiada mnozeniu przez 4 (bo 4 gra w F5 role —1).
Dzielenie przez 1 dziata jak w liczbach catkowitych, a przez 0 nawet w F5 dzieli¢ nie
wolno.

Przyktadowo mamy:

3:4=3.-=3.4=2-5+2,

W ]

4:3=4--=4-2=1-5+3.

W tym miejscu zachecamy czytelnika do wykonania (oczywiscie w F5) dziatania

2+4-3

it
3

Wracajac do geometrii, okreslamy ptaszczyzne A = F5 x Fs jako zbiér par liczb

(a,b), gdzie a i b sa resztami z dzielenia przez 5, czyli a,b € {0,1,2,3,4}. Nasza

plaszczyzne mozemy zatem schematycznie przedstawi¢ nastepujaco
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Odpowiedz na oryginalny problem w zadaniu 1.2 pozostaje w przypadku plaszczyzny
A bez zmian. Przypomnimy tu to rozwiazanie.

Rozwigzanie zadania 1.2. Rozwiazanie uog6lnionego problemu a) we wstepie poka-
zuje, ze mozna uzy¢ trzech koloréw, tak aby kazda prosta na plaszczyznie A zawie-
rala punkty w co najwyzej dwdch kolorach. Pozostaje pokazaé, ze nie mozna uzy¢
czterech kolorow. Przypusémy, ze zostaly uzyte cztery kolory K, Ko, K3 i K4. Niech
P,Q, R, S beda punktami pomalowanymi na te kolory. Zadne trzy z tych punktéw
nie sa wspotliniowe, bo prosta je zawierajaca nie spelniataby warunkéw zadania.
Zatem mozna z nich utworzy¢ trzy rézne pary prostych: PQ, RS i PR, .S oraz
PS, QR. Co najmniej jedna z tych par prostych sie przecina. Zalézmy, ze jest to
para PQ i RS. Wtedy punkt przecigcia X musialby z jednej strony mie¢ kolor K3
lub Ks, a z drugiej K3 lub K. Ta sprzecznos¢ pokazuje, ze nie mozna uzy¢ czterech
koloréw. O

Zmodyfikowany problem postawiony w zadaniu 2.1 wymaga innej odpowiedzi niz
w przypadku plaszczyzny euklidesowej, gdyz liczba punktéw na calej ptaszczyznie
A jest skonczona i wynosi 25. Nietrudno zauwazy¢, ze nie mozna uzy¢ dwudziestu
pieciu koloréw (czyli pomalowaé kazdy punkt plaszczyzny na inny kolor), bo wtedy
kazda prosta zawierataby punkty w az pieciu réznych kolorach. Tlu koloréw zatem
mozna uzyc¢?

3.1 Szacowanie goérne liczby koloréw

Zaczniemy od prostego poprawienia oszacowania gérnego na liczbe koloréw mozli-
wych do uzycia.

Lemat 3.2. Nie mozna pokolorowac plaszczyzny A = F5 xF5 2z uzyciem co najmniej
16 kolorow tak, aby kazda prosta na tej plaszczyinie zawierala punkty w co najwyiej
trzech kolorach.

Dowdd. Zastosujemy zasade szufladkowg Dirichleta. Oczywiscie wystarczy wykazac,
ze nie mozna spetni¢ warunkéw zadania 2.1 z uzyciem 16 koloréw. Przypusémy, ze
takie kolorowanie istnieje. Oznacza to, ze 16 réznych punktow ptaszczyzny A zostato
pomalowanych na 16 réznych koloréw. Rozwazmy dowolny kierunek prostych, na
przyktad prostych pionowych o réwnaniach x = const, gdzie const € F5. Prostych w
kierunku jest 5. Z zasady szufladkowej wynika, ze co najmniej jedna z nich zawiera
4 sposréd 16 wyrdznionych punktéw. A to oznacza, ze warunki zadania 2.1 nie sa
spelnione. O

Nastepnego lematu uzyjemy za chwile do poprawy tego oszacowania.

Lemat 3.3. Jesli plaszczyzna A zostala pomalowana w sposob spetniajgcy warunk:
zadania 2.1 i mozna na niej wskazaé trzy proste rownolegle zawierajgce punkty w
trzech réznych kolorach, przy czym punkty nie powtarzajg sie miedzy prostymi, to do
pomalowania uzyto 9 koloréw.

Dowdd. Niech X bedzie dowolnym punktem nie lezacym na ktoérejs z trzech wyrdz-
nionych prostych. Wéwczas prosta przechodzaca przez X i nieréwnolegta do danych
prostych, przecina kazda z wyrdznionych prostych. Czyli zawiera punkty w trzech
réznych kolorach (bo kolory na prostych sie nie powtarzaja). Zatem X musi by¢
pomalowany na jeden z tych kolorow. O



Lemat 3.4. Nie mozna pokolorowaé plaszczyzny A = F5 x Fy5 z uzyciem co najmniej
13 kolorow tak, aby kazda prosta na tej plaszczyzinie zawierala punkty w co najwyzej
trzech kolorach.

Dowdd. Podobnie jak w przypadku Lematu 3.2 skorzystamy z zasady szufladkowe;j.
Przypuéémy, ze istnieje kolorowanie plaszczyzny A spelniajace warunki zadania 2.1
13 kolorami. Rozpatrzmy dowolny kierunek prostych, na przykltad proste pionowe.
7 faktu, ze kazda prosta zawiera punkty w co najwyzej trzech kolorach i z zasady
szufladkowej, wynika, ze trzy proste z kierunku zawieraja punkty w trzech réznych
kolorach (kolory na tych prostych si¢ nie powtarzaja). Ale wtedy dostajemy sprzecz-
nos¢ z Lematem 3.3. O

3.2 Szacowanie dolne liczby koloréw

W celu podania oszacowania dolnego skorzystamy z idei rozwiazania zadania 2.1 na
plaszczyznie euklidesowej. W tym celu musimy rozwazy¢ krzywe stopnia 2 zadane
na skonczonej ptaszczyznie A. Kazda taka krzywa opisana jest réwnaniem kwadra-
towym

a-22+b-y’4+cay+d-x+e-y+f=0, (1)

gdzie a,b,c,d, e, f € F5 i rownanie jest kwadratowe, to znaczy przynajmniej jeden
ze wspOtczynnikow a, b lub ¢ jest rézny od zera. Dodatkowo interesuja nas krzywe
stopnia 2, ktére nie zawierajg prostej. To znaczy nie interesuje nas np. réwnanie
xy = 0, gdyz jego zbiér rozwiazan sklada sie z osi x i osi y. Okazuje sie [2], ze jesli
zbiér rozwiazan réwnania (1) nie zawiera prostej, to zawiera co najwyzej 6 punktéw
(ogdlnie na plaszczyznie F), x F), tych punktow jest co najwyzej p + 1). Przykladem
rownania, ktore ma dokladnie 6 rozwiazan jest

24y +ay+1=0.

Rysunek ponizej obrazuje te rozwiazania graficznie.
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Rysunek ponizej obrazuje zatem sposéb pomalowania plaszczyzny Fs x F5 na siedem
koloréw (w tym bialy i czarny), tak aby na kazdej prostej byly punkty co najwyzej
trzech koloréw.
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Przypuszczamy, ze to rozwigzanie jest optymalne, to znaczy, ze nie mozna uzyé
oémiu lub wiecej kolorow. Niestety, nie potrafimy tego na razie udowodnié. Napisa-
liSmy program komputerowy sprawdzajacy wszystkie mozliwe kolorowania, ale czas
potrzebny do wykonania programu jest rzedu 87 dni. Pozostaje zatem liczy¢ na
tradycyjny dowod. Nasze dotychczasowe rozwazania podsumujemy w nastepujacym
twierdzeniu.

Twierdzenie 3.5. Istnieje kolorowanie plaszczyzny A spelniajgce warunki zadania
2.1 siedmioma kolorami. Maksymalna liczba kolorow moZliwych do uZycia jest nie
wieksza od 12.
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