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» W matematyce sztuka stawiania problemow jest
wazniejsza od sztuki ich rozwiqzywania"

Georg Cantor
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Wstep

Jestem uczniem pierwszej klasy technikum ekonomicznego
w Zespole Szkot nr 3 im. ks. prof. J6zefa Tischnera w Bochni.

Praca niniejsza dotyczy bardzo ciekawego ,,tworu matematycznego”
pelnigcego wazna role¢ w wielu dziedzinach matematyki, a mianowicie
zbioru Cantora i diabelskich schodow.

Przedstawitem w niej konstrukcj¢ zbioru Cantora i wykazatem,

ze zbidr ten jest samopodobny. W dalszej czgsci pracy pokazatem
konstrukcje diabelskich schodow, ktore sa Scisle zwiazane ze zbiorem
Cantora. Udowodnilem w sposob graficzny 1 algebraiczny, ze pole
powierzchni diabelskich schodéw jest rowne 1/2. Wykazalem takze,
ze schody nie sa samopodobne 1 sa samoafiniczne.

Wykonatem strong internetowa przedstawiajaca zbior Cantora
oraz diabelskie schody. Przedstawione w niej animacje pomoga
w lepszym zrozumieniu omawianych w niej tematow.

Strong internetowa mozna zobaczy¢ na przestanych ptytach CD.



Georg Cantor

Georg Cantor (1845-1918) niemiecki matematyk, profesor
uniwersytetu w Halle. Stworzyl teorie¢ mnogosci, ktora przedstawit
w ksigzce ,,Podstawy ogolnej teorii mnogosci”. Pracowal takze nad
zagadnieniem liczb rzeczywistych 1 w 1874 r. dowiddt ze zbior taki
jest nieprzeliczalny. W 1878 sformutowal pojgcie mocy zbioru,
aksjomat ciaglosci i inne. Smiate idee Cantora zostalty dopiero
przyjete po pewnym czasie przez ogol matematykow, dzis jednak sa
podstawowym fundamentem matematyeki.



Fraktale

Po raz pierwszy pojecie fraktali zostalo wprowadzone do
matematyki za sprawa francuskiego matematyka 1 informatyka
polskiego pochodzenia Benoita Mandelbrota w latach 70-tych XX
wieku.

Stowo fraktal (ang. fractal) pochodzi z taciny od stowa fractus -
ztamany. Nie tatwo jest popularnym jezykiem okresli¢ pojecie fraktalu
1 ciagle jeszcze nie istnieje jego Scista definicja. W uproszczeniu
mozna powiedzieC, ze fraktale sa figurami, w ktorych czes¢ figury jest
podobna do calosci. MoglibySmy rowniez poda¢ przyblizona inna
definicjg, ze fraktal to obiekt samopodobny, o wymiarze utamkowym
lub bardziej poetycko stowami Jamesa Gleicka: Fraktal jest sposobem

widzenia nieskonczonosci okiem duszy.

Przyklady fraktali




Zbior Cantora

Zbior Cantora to klasyczny fraktal mimo, ze nie jest specjalnie

pociagajacy dla oka. Podstawowy zbidr Cantora jest to nieskonczony
zbi16r punktow odcinka jednostkowego [0,1]. Oznacza to, ze mozemy
interpretowac go jako zbior pewnych liczb, np. 0,1, 1/3, 2/3, 1/9, 2/9,
7/9, 8/9, 1/27,2/217, ...
Jesli chcielibySmy zaznaczy¢ te, jak roOwniez pozostate punkty tego
zbioru niewiele bySmy zobaczyli. Ot6z zamiast punktow, rysujmy
pionowe odcinki o jednakowej dtugosci, ktore zaczynac¢ si¢ beda we
wszystkich punktach zbioru Cantora. Pozwoli to ujrze¢ troche lepiej
rozklad tych punktow na odcinku. Ponizszy rysunek moze da¢ nam
pewne wyobrazenie o zbiorze Cantora.




Konstrukcja zbioru Cantora

Zaczynamy od przedziatu [0,1]. Nastgpnie wyrzucamy otwarty
przedziat (1/3, 2/3) tzn. usuwamy srodkowa trzecia cze$¢ przedziatu
[0,1] bez liczb1/3 1 2/3. Pozostana dwa przedziaty: [0, 1/3]1[2/3, 1],

o dtugosciach 1/3 kazdy 1 konczy to podstawowy krok konstrukcji.
Nastepnie powtarzamy krok konstrukcji w ten sposdb, ze
z przedziatow [0, 1/3] 1 [2/3, 1] usuwamy Srodkowe czgsci trzecie,
otrzymamy wigc cztery przedzialy o dilugosci 1/9 kazdy.
Postepujemy tak dalej. Innymi stowy jest to ciag domknigtych
przedziatéw — jeden w kroku zerowym, dwa w pierwszym, cztery

w drugim, osiem w trzecim itd. (tzn. 2" przedziatéw o dtugosci 1/3"
kazdy w n-tym kroku).

Na rysunku przedstawiona jest graficznie ta konstrukcja.

Kazdy odcinek, ktory powstal podczas geometrycznej konstrukcjki
zbioru Cantora, zawiera caly zbior Cantora pomniejszony w skali 1/37,
dla odpowiedniego k. Mozemy zatem rozwazy¢ zbidér Cantora jako
rodziny dowolnie matych czesci z ktorych kazda jest pomniejszona
calym zbiorem.Ta wlasnie wlasnos¢ zbioru Cantora okreslamy jako
samopodobienstwo.




Diabelskie schody

Diabelskie schody to fascynujacy fraktal, bedacy krzywa
fraktalnga. Sa Scisle zwigzane ze zbiorem Cantora i jego konstrukcja.
Zaczynamy od kwadratu o boku dlugosci 1. Nastgpnie zaczynamy
konstruowa¢ zbior Cantora na dolnym jego brzegu (tzn. kolejno
usuwamy $rodkowe czgsci trzecie, tak jak przedtem). Nad kazda
usuwanag srodkowa cze¢scia trzecig dtugosci 1/3" ustawiamy prostokat
o podstawie 1/3* i odpowiedniej wysokosci.

Krok 1 Krok 2 Krok 3

Kolumnowa konstrukcja diabelskich schodow

W pierwszym kroku ponad srodkowa czg$cia stawiamy prostokat o
podstawie bgdacej odcinkiem [1/3, 2/3] o wysokosci 1/2.
W nastgpnym kroku wznosimy dwie kolumny, jedng o wysokosci 1/4 nad
odcinkiem [1/9, 2/9], a druga o wysokosci 3/4 nad odcinkiem
[7/9, 8/9]. W trzecim kroku stawiamy cztery prostokaty 0
wysokosciach 1/8, 3/8, 5/8, 7/8, a w k- tym kroku stawiamy k-t prostokatow o
wysokosciach odpowiednio 1/2% | 3/2 | ..., (2k-1)/2. W granicy otrzymamy
obiekt zwany diabelskimi schodami.
Na rysunku ponizejwida¢ jego przyblizony obraz otrzymany przy uzyciu
komputera. Mozemy zobaczy¢ cos jakby wznoszace si¢ z lewa na prawo schody
o nieskonczonej liczbie stopni,ktorych wysokos¢
staje si¢ nieskonczenie mata.



Kompletne diabelskie schody

W miarg procesu konstrukcji dostajemy dwie czgsci: gorna biatg
1 dolna czarna. W granicy beda one symetryczne. Biata czg$¢ bedzie
kopia czeséci czarnej obroconej o kat 180 °.
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Pole powierzchni diabelskich schodow

18

Krok 1 Krok 2 Krok 3

Przyjrzyjmy sig jeszcze raz konstrukeji diabelskich schodow.

Widzimy, ze dwa waskie prostokaty o szerokosci 1/9 w drugim
kroku tworza jeden prostokat o wysokosci 1. Podobnie cztery
prostokaty o szerokosci 1/27 w kroku trzecim tworza dwa prostokaty
o wysokosci 1 itd. Oznacza to, ze jesli przeniesiemy prostokat
z prawej czgsci kwadratu na lewa 1 podzielimy srodkowy prostokat na
dwa oraz ustawimy jego czg¢$ci jedna nad druga, to otrzymamy figure,
ktora w granicy wypeini polowe kwadratu.

Krok 1 Krok 2 Krok 3

W  przypadku diabelskich schodow mozemy sprawdzi¢
powyzsze rozumowanie algebraicznie. Jezeli bedziemy taczy¢
prostokat tak, jak na rysunku powyzej, to catkowite pole schodow A
mozna wyraziC W nastgpujacy sposOb przy uzyciu szeregu
geometrycznego:
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Suma szeregu geometrycznego w nawiasie wynosi 3.

Otrzymujemy wigc:
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Samoafinicznos¢ diabelskich schodow

P—
~
r 6
1 # {
A 2 B 7
Y. v i
J ] 7
Fmr—— ;—_  SEEEE
o o ~
i __/ ok
g 1] 7 3|(~ 5
Diabelskie schody nie sa samopodobne. Aby pokazac

przyjrzyjmy si¢ rysunkowi powyzej. Diabelskie schody mozna rozbi¢
na szes¢ identycznych czgsci. Czg$¢ 1 otrzymano z catych schodow,
pomniejszonych trzykrotnie w kierunku poziomym, a dwukrotnie
w Kierunku pionowym (a zatem wspolczynniki zmniejszania
w roznych kierunkach nie sa takie same). Dlatego tez obiekt ten nie
jest samopodobny. Czes¢ 6 jest dokladnie taka sama jak czes¢ 1.
Co wigcej prostokat o bokach dlugosci 1/3 1 1/2 miesci w sobie
doktadna kopi¢ czesci 1, réwniez kopie tej czgsci obrocong o 180
stopni. Opisuje to czes¢ 2, 3, 4 1 5. Przeksztalcenie zwegzajace
pomniejszajace w roznej skali w kierunku poziomym i pionowym jest
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szczegolnym przypadkiem przeksztalcenia afinicznego. Obiekty, ktore
sa zbudowane z afinicznych kopii cato$ci nazywaja si¢ samoafiniczne.
Tak wigc przyktadem takiego obiektu sa wtasnie diabelskie schody.
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